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Ueber Fossilien der Unteren Kreide am Ufer des 
Mungo in Kamerun. 


Von 


A. von Koenen. 
Mit 4 Tafeln. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 6. Februar 1897. 


Herr Professor Wohltmann hatte auf einer Reise nach Kamerun, über 
welche er zuerst in der Illustrirten Landwirthschaftlichen Zeitung (1896, Jahr- 
gang 16 Nr. 48, 50 und 52) berichtete, auch wichtige Beobachtungen über die 
geologischen Verhältnisse von Kamerun gemacht und namentlich am linken Ufer 
des Mungo zwischen Mundame und Eliki mürbe, feinkörnige Sandsteine und 
feste Kalke mit Fossilien aufgefunden. Da er sofort die Wichtigkeit dieses Fun- 
des erkannte, so brachte er mehrere grosse Ammoniten ete. mit nach Deutsch- 
land und übergab mir das ganze Material zur näheren Untersuchung, indem er 
es zugleich bis auf einige Doubletten gütigst dem Geologischen Museum zu Göt- 
tingen verehrte. 

Aus Kamerun führt nun Stromer von Reichenbach in seiner sehr werth- 
vollen Arbeit „die Geologie der deutschen Schutzgebiete in Afrika“ (München 
und Leipzig 1896) S.171 von vereinzelten Stellen nach den Angaben von Dusen 
Kalksandsteine und Sandsteine sowie Thonschiefer mit Konkretionen an, in wel- 
chen zum Theil schlecht erhaltene Steinkerne von Mollusken und Fischreste ge- 
funden wurden, letztere nach dem Ausspruch von Dames Formen der unteren 
Kreide. Aehnliche Gesteine hatte Lenz schon früher an der Küste südlich von 
Kamerun nachgewiesen. Das jetzt von Wohltmann entdeckte Vorkommen am 
Mungo scheint aber allen früheren Reisenden in Kamerun entgangen zu sein. 

Die von Wohltmann mitgebrachten Gesteine bestehen nun aus dünnschich- 
tigen, mürben, grauen Sandsteinen und grauen Kalken. Die Sandsteine ent- 
3 1%; 
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halten Bivalven-Steinkerne und Abdrücke, welche auf einander gepresst sind und 
hierdurch Skulpturen und andere Merkmale fast ganz eingebüsst haben, so dass 
sie zu einer näheren Bestimmung nicht mehr recht geeignet sind. Die Kalke 
sind grösstentheils ziemlich verunreinigt, theils durch Thon, theils wohl auch, da 
sie oft auf Schläge mit dem Hammer Funken geben, durch Kieselsäure ; sie sind 
zum Theil ziemlich dicht, zum Theil aber auch körnig und endlich konglomera- 
tisch, indem unregelmässige Brocken dunklen, harten Kalkes in der Grösse von 
Erbsen bis Haselnüssen oder selbst Wallnüssen in einer dichten Grundmasse 
von sehr unreinem Kalk liegen ; nicht selten sind sie auf einer Seite von dem 
Steinkern einer Bivalve bedeckt und im Inneren zuweilen ‘weit heller, enthalten 
auch wohl Schwefelkies - Partieen. Die Ammoniten sind innen von weissem bis 
grauem, krystallinischem Kalk erfüllt und gestatten recht wohl das Präpa- 
riren der Lobenlinien. Andere Fossilien, namentlich einzelne Klappen von Peli- 
cypoden, sowie vereinzelte Gastropoden und Brachiopoden finden sich anschei- 
nend besonders in bestimmten Lagen des Kalkes und lassen sich fast durchweg 
nur sehr unvollkommen aus dem Gestein herauslösen, zumal wenn sie stärkere 
Skulpturen besitzen, da die Schalen selbst in spröden, körnigen Kalkspath verwan- 
delt sind, und da oft Bruchstücke oder ganze Schalen in grösserer Menge dicht 
neben einander liegen und dann auch wohl fest an einander haften. Am leichte- 
sten sind sie aus den grauen bis bräunlichen fein-sandigen Lagen zu gewinnen, 
welche den grössten Theil ihres Kalkgehaltes noch besitzen, doch so, dass 
die Fossilien noch nicht blos als Steinkerne erhalten sind; freilich haftet dann fast 
immer eine mehr oder minder dicke Schicht des Gesteins auf den Schalen und 
lässt sich nicht immer ohne Beschädigung oder Abnutzung derselben entfernen. 

Am schwierigsten sind die Gastropoden in genügender Erhaltung frei zu 
legen, zumal da sie meistens nur in Durchschnitten oder als Steinkerne sichtbar 
werden. Mit aus diesem Grunde ist auch die Zahl der weiterhin beschriebenen 
Gastropoden so gering. Die Bivalven sind freilich an und für sich um vieles 
zahlreicher an Individuen und an.Arten, und die von mir aufgeführten Arten 
bilden sicher nur einen Bruchtheil der in jenen Schichten enthaltenen Bival- 
venfauna; habe ich doch eine ganze Reihe von Arten unberücksichtigt lassen 
müssen, weil sie in gar zu schlechter Erhaltung vorliegen oder nur in Bruch- 
stücken sich fanden, so dass nicht einmal die Gattung sich mit einiger Wahr- 
scheinlichkeit feststellen liess. Namentlich gilt dies für fast alle mittelgrossen 
und grossen Formen. Es ist hiernach mit Sicherheit zu erwarten, dass durch 
ferneres Sammeln an Ort und Stelle und durch Auswahl von Gesteinsstücken, 
welche sich zum Präpariren der Fossilien eignen, die Zahl der Arten noch um 
ein Erhebliches vergrössert werden wird. 

Da sich aber nicht übersehen lässt, ob in nicht zu ferner Zeit neues Ma- 
terial von demselben oder einem ähnlichen Fundorte nach Europa gebracht wer- 
den wird, so scheint es mir doch wünschenswerth zu sein, die jetzt vorliegenden 
Formen möglichst genau zu beschreiben und abzubilden, zumal da sich nur sehr 
wenige derselben auf bereits bekannte Arten zurückführen lassen. 
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In dem Paläontologischen Theile habe ich nun folgende@Arten aufgeführt: 


Pulehellia gibbosula v. K. Lithodomus inflexus v.äK. 
P. perovalis v. K. Septifer ? convolutus v. K. 
Neoptychites? lentiformis v. K. Pinna latissima v. K. 

N.? ingens v. K. Arca semiglabra v. K. 

N.? Wohltmanni v. K. A. cardiformis v. K. 
Acanthoceras n. sp.? Leda cultellus v. K. 

Natica cf. eretacea Goldf. L. sp. ind. 

N. sp. ind. Luecina sp. ind. 

Turritella gemmulifera v. K. Cardium perobliguum v. K. 
T. Kamerunensis v. K. Astarte? trigonella v. K. 
Nerita multigranosa v. K. A. tecticosta v. K. 
Xenophora sp. ind. Cardita sphaericula v. K. 
Ostrea sp. ind. Cytherea Wohltmanni v. K. 
Gryphaea sp. juv. C. corbuloides v. K. 
Exogyra sp. C. sp. ind. 

E. auriformis v. K. 0. cf. plana Sow. 

Anomia laevigata Sow ’? C. tenuidentata v. K. 
Pecten Kamerunensis v. K. C.? sp. ind. 

P. productus v. K. C. sp. ind. 

Plicatula rugulosa v. K. Liopistha ventricosa v. K. 
P. cf. placunea Lam. Corbula incurvata v. K. 

P. multiplicata v. K. Tellina phylloides v. K. 
Lima Mungoensis v. K. Psammobia? auriformis v. K. 
L. reniformis v. K. Pholadomya cf. elongata v. Münster. 
L. dilatata v. K. Lingula ef. truncata Sow. 
L. perplana v. K. Diseina sp. ind. 
Inoceramus ? sp. ind. Serpula octangula v. K. 


Modiola plicifera v. K. 

Wir haben hier also zunächst eine Pelecypoden- Fauna vor uns, welche 
jedenfalls darauf schliessen lässt, dass die Schichten in geringer Meerestiefe ab- 
gelagert worden sind, worauf ja auch das Vorkommen der Gerölle hindeutet. 
Die in dieser Fauna vertretenen Gattungen, ihre ganze Facies, haben sehr grosse 
Analogie mit den Faunen, welche aus Kreidebildungen ganz verschiedenen Alters 
aus recht verschiedenen Ländern bekannt sind, so in Norddeutschland mit den 
Unter-Senon-Faunen von Kieslingswalde und von Aachen-Vaels, welche zuletzt 
von Holzapfel monographisch bearbeitet worden ist, den Gosaubildungen, welche 
Zittel beschrieb, ferner mit den ÜCenoman-Faunen von Blackdown und von 
Bracquignies bei Mons, welche durch Cornet und Briart bekannt gemacht worden 
ist, mit den verschiedenen Faunen der oberen Kreide Ostindiens, welche Stoliezka 
beschrieb, mit der Fauna der Chotts von Tunis, welche Munier-Chalmas unter- 
suchte, mit den Faunen von Venezuela und Peru sowie Columbien, welche K, 
Gerhardt kürzlich bearbeitete, aber auch mit Faunen der unteren Kreide, des 
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Neocom, Aptien und Gault, wie sie besonders aus Frankreich und dem Schwei- 
zerischen Iura schon durch d’Orbigny’s und Pictet’s Arbeiten bekannt sind, 
wenn auch zum Theil recht ungenügend in Folge der oft unbefriedigenden Er- 
haltung des benutzten Materials und auch wohl wegen zu grosser Kürze der 
Beschreibung. 

Obgleich nun die Kalke und Sandsteine Kameruns ohne Zweifel unter ganz 
“ähnlichen klimatischen und physikalischen Verhältnissen abgelagert worden sind, 
wie so viele andere Kreide-Bildungen Europa’s, Asien’s, Amerika’s etc., so zei- 
gen doch die einzelnen Arten mit den sonst bekannten nur mehr oder minder 
grosse Aehnlichkeit, aber keineswegs so grosse Uebereinstimmung, dass man sie 
den letzteren unbedenklich zurechnen könnte, und dies gilt namentlich auch von 
solchen Arten, welche besonders scharf ausgeprägte Merkmale darbieten. Wenn 
aber die Arten zweier Ablagerungen nicht übereinstimmen, obwohl ihre Faunen 
analoge sind, so würde hieraus zu folgern sein, dass sie nicht gleichaltrig sind. 
In dieser Beziehung ergeben also die Bivalven-Arten von Kamerun ein negatives 
Resultat. Leider sind aber auch die Gattungen derselben nicht wohl für eine 
nähere Altersbestimmung der Schichten zu brauchen, da sie eine grössere ver- 
tikale Verbreitung besitzen. Dasselbe gilt von den wenigen Gastropoden, 
Brachiopoden und der Serpula. 

Die Ammoniten endlich gehören wiederum nicht zu bekannten Arten und 
zeichnen sich, abgesehen von dem ungenügend erhaltenen Acanthoceras und der 
Pulchellia gibbosula, sämmtlich dadurch aus, dass sie einen ganz engen Nabel, 
linsenförmige Gestalt, kurz gerundete Externseite und keinerlei Skulptur be- 
sitzen, so dass der Lobenlinie noch grössere Wichtigkeit für die Bestimmung der 
Gattungen und Arten beigelegt werden muss, als dies auch sonst schon der 
Fall ist. 

Die Gattung Acanthoceras ist nun durch die ganze Kreide verbreitet, die 
Gattung Pulchellia aber nur in der unteren Kreide, namentlich im oberen Neocom. 
Letztere soll nun eigentlich scharfe Kiele an der Externseite haben !), aber be- 
sonders bei den von R. Nickles?) aus dem südöstlichen Spanien beschriebenen 
Formen sind diese Kiele zum Theil recht schwach oder fehlen ganz, und bei 
einzelnen fehlt auch die sonst bei den Pulchellia-Arten gewöhnliche Skulptur von 
dicken, nach aussen vorgebogenen Rippen, so dass auch ganz glatte Formen mit 
abgerundeter Externseite dort zu Pulchellia gestellt wurden. 

Douvill&°®), stellte zu seiner Familie der Pulchelliiden ausser Pulchellia, bei 
welcher an der Externseite 2 Knotenreihen oder auch 2 Kiele auftreten sollen, 
auch Tissotia mit einer oder auch 3 Kanten, zuweilen mit Knoten, und Stoliezkaia 
mit rundem Rücken, indem er diese letztere Gattung jedenfalls ganz anders be- 


1) Zittel, Handbuch der Paläontolologie II S. 477. 

2) Contribution & la Pal6ontologie du Sud-Est d’Espagne. I Neocomien. Me&moires de la 
Bociete Geologique de France. Tome I. No. 4, Tome IV. No. 3. ze 

3) Bull. Soc. G&ol. de France 1890. 3. serie tome 18. p. 287. 
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grenzte, als Zittel und ursprünglich Neumayr'). Dieser hatte namentlich dieje- 
nigen Formen (Amm. Xetra und A. Telinga) mit dazugezogen, für welche in 
neuester Zeit Kossmat?) die Gattung Neoptychites aufstellte, und hatte sie in 
nächste Verbindung mit Amm. dispar, A. Dutempleanus und A. Deshayesi ge- 
bracht. Die Gattung Stoliezkaia ist daher weniger sicher abgegrenzt, als die 
später aufgestellte Gattung Pulchellia, und wurde von Zittel l.c. auch nur als 
„Gruppe“ der Hopliten angeführt, unmittelbar vor der Gattung Pulchellia. 

Mit solchen Formen von Pulchellia ohne Skulptur und mit abgerundeter Ex- 
ternseite, wie Nickles sie beschrieb und abbildete, stimmt nun die unten (S. 10) 
beschriebene P. perovalis leidlich in der Gestalt überein, während sie in der Lo- 
benlinie, namentlich in den plumpen Lateralloben, auch einzelnen Pulchellia- 
Arten mit den typischen starken Skulpturen, wie P. pulchellus, recht nahe steht. 
Unsere Pulchellia gibbosula gleicht den letzteren in Gestalt und Skulptur, wäh- 
rend die Lobenlinie mit ihren auffallend seichten Loben und breiten Lateralsätteln 
sich wohl der von ganz jungen P. compressissima d’Orb. nähert, wie sie Nickles 
l.c. Taf. III fig. 1a abbildete, aber auch derjenigen von Arten des Neocom, wie 
Oxynoticeras Marcousanum d’Orb. bis auf den breiteren ersten Laterallobus sehr 
nahe steht. Diese Art, sowie OÖ. Gevrilianum Orb. und O. heteröpleurum Neum, et 
Uhlig weichen aber durch ihre Loben von den ächten, älteren Oxynoticeras-Arten 
nicht unerheblich ab. Jedenfalls sind es zunächst Formen des Neocom (ein- 
schliesslich des Barr&mien), mit welchen die von mir zu Pulchellia gezogenen 
beiden Arten zunächst verwandt sind. 

Erhebliche Bedenken erregte die Stellung der Arten, welche ich als Neo- 
ptychites? Wohltmanni, N.? lentiformis und N.? ingens aufgeführt habe; ich 
schiekte die Tafeln an Herrn Waagen in Wien, den besten Kenner solcher For- 
men, in der Hoffnung, dass ihm Aehnliches bekannt wäre oder in den reichen 
Sammlungen des Wiener Museum’s vorläge, erhielt aber von Herrn Dr. Kossmat 
die Antwort, dass die Gestalt der von Neoptychites gliche, dass er jedoch über 
die Loben eine Ansicht sich nach den Abbildungen nicht gestatten könne. Ge- 
rade durch die Loben weichen diese Arten aber so erheblich von der Gattung 
Neoptychites Kossmat des Cenoman-Turon ab, dass ich glaube, dass sie nicht 
dazu gehören und sie dazu nur mit allem Vorbehalt stelle, weil sie zu einer 
anderen Gattung ebenso wenig passen, in den Lobenlinien selbst von einander 
nicht unerheblich abweichen, und weil ich nicht ohne grösseres Material neue 
Gattungen oder Untergattungen aufstellen mag. N.? ingens ist in Rücksicht auf 
die Lobenlinie, besonders durch den kurzen, breiten ersten Laterallobus, vergleich- 
bar der Pulchellia? gibbosula v. Koenen, deren Beziehungen oben erörtert wur- 
den, während N.? Wohltmanni und N.? lentiformis sich durch den unsymmetrisch- 
zweitheiligen ersten Laterallobus an den bisher zu Hoplites gerechneten Ammo- 


1) Zeitschr. d. deutsch. geol. Ges. 1874. XXVII S. 931. 
2) Untersuchungen über die südindische Kreideformation in Beitr. zur Paläontologie und 
Geologie Oestreich-Ungarn’s und des Orients IX S. 165. 
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nites Leopoldi d’Orb.!) aus dem Hauterivien anschliessen, N. Wohltmanni durch 
die zahlreicheren Auxiliarloben aber auch an die Sonneratia bicurvata Mich. des 
Aptien und S. Dutemplei des Gault, welche Sarasin?) kürzlich näher untersuchte, 
so dass unsere beiden Arten nach ihren Lobenlinien wohl zu diesen Gattungen 
gestellt werden könnten. 

Da nun von Cossmat die Gattung Neoptychites der mitteren Kreide in 
Beziehung zu der Gattung Ptychites der Trias gebracht wurde, so kann eine 
Aehnlichkeit derselben in der Gestalt mit unseren Arten nicht wohl als Grund 
gelten, diese letzteren, und somit die Kalke von Kamerun demselben Horizont, 
der mittleren Kreide zuzurechnen, zumal in den Loben unsere Arten zunächst 
sich an solche von Arten der unteren Kreide anschliessen. 

Ich möchte nach allem diesem annehmen, dass die unten beschriebene Fauna 
der Kalke von Kamerun nicht jünger, sondern eher älter ist, als das Aptien, 
und will noch besonders darauf hinweisen, dass die Ammoniten-Fauna der Insel 
Elobi?) mit der des europäischen Gault theils übereinstimmt, theils doch ver- 
wandt ist, dass die Ammoneen des indischen und japanischen Cenoman’s mit 
solchen des europäischen zum Theil identisch sind, dass auch die von Gerhardt‘) 
beschriebenen Ammoneen aus dem Aptien und Barr&mien Columbien’s besonders 
den südeuropäischen recht nahe stehen, dass aber alle diese Faunen keine ein- 
zige unserer Arten von Kamerun enthalten. 


1) Terr. eretaces, Cephalopodes pl. 22, (non 23). 

2) Bull. Soc, geol. de France. 3. serie t. XXI. 1893. p. 156. 

3) L. Szajnocha, zur Kenntniss der mittelkretacischen Cephalopodenfauna der Insel Elobi 
an der Westküste Afrika’s; Denkschr. Akad. d. Wissensch. Wien 1885 Bd. 49. S. 231 Taf. I—IV. 

4) Beitr. z. Kenntniss der Kreideformation in Columbien; Neues Jahrbuch f. Mineralogie. Bei- 
lageband XI. 1897. S. 118 ff. Taf. III—V. 
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Beschreibung der Arten. 


Pulchellia gibbosula v. Koenen. 
Tafel I, Figur 5a,b, c. 


Es liegen zwei gleich grosse Exemplare vor, von welchen das eine wesent- 
lich geringere Dicke besitzt, als das andere, augenscheinlich in Folge von 
Anwitterung. Das letztere fand sich in einem grösseren Kalkblock und besitzt 
an einer kleinen Stelle noch die Schale. 

Die letzte halbe Windung hat 55 mm Durchmesser und zuerst 21 mm Höhe 
bei 12 mm Dicke, zuletzt 23mm Höhe bei 17 mm Dicke. Die vorhergehende 
Windung ist nur etwa halb so hoch; der Nabel des Steinkerns ist zuletzt etwa 
6 mm weit, eine halbe Windung vorher nur 3 mm, und ist hier wohl ganz von 
Schalmasse erfüllt gewesen, so dass die Röhre ganz oder fast ganz involut war. 

Die letzte halbe Windung gehört der Wohnkammer an, an deren Anfang 
die grösste Dicke der Röhre etwa noch einmal so weit von der Externseite 
entfernt ist, wie vom Nabel; auf der Wohnkammer nähert sich die grösste 
Dicke allmählich der Mitte der Seitenflächen, während sie eine halbe Windung 
vorher noch etwas näher dem Nabel liegt. Die Externseite zeigt eine deutliche 
Abplattung, besonders in Folge der Verflachung der Rippen; die Seitenflächen 
sind auf der letzten Viertelwindung auf ihrer äusseren Hälfte wesentlich deut- 
licher gewölbt, als auf der inneren, während eine halbe Windung vorher dieses 
sich umgekehrt verhält. 

Die letzte Windung lässt über der kurz gerundeten Nabelkante etwa 9 
flache, breite Anschwellungen erkennen, welche gerade nach aussen verlaufen 
und, zumal auf der Wohnkammer, sich auf dem inneren Drittel der Röhre zu 
deutlichen, dicken, rundlichen Rippen ausbilden und ungefähr auf der Mitte 
spalten oder durch Einschiebung vermehren, indem sie sich zugleich nicht unbe- 
deutend rückwärts biegen. Alle diese Rippen werden nach der Externseite zu 
etwas höher und annähernd gleich stark, erhalten ziemlich gleiche Abstände, 
biegen sich wieder vor und bilden an der Externseite stumpfe Knoten, da sie auf 
dieser, wie erwähnt, stark verflacht sind. 

Die Kammerwände steigen bis zum ersten Lateralsattel etwas an und 
biegen sich dann gerade auf den Nabel hin. Der erste Lateralsattel ist von 
der Externseite etwa 1 mm weiter entfernt, als vom Nabel; alle Sättel sind 
nur wenig abgerundet und haben nur wenige stärkere und eine Anzahl ganz 
kurze Kerben. Der kurze erste Laterallobus ist nur wenig tiefer, als der Extern- 
lobus, aber um die Hälfte tiefer, als der zweite Laterallobus, und doppelt so 
tief, wie der erste Auxiliarlobus, auf welchen bis zur Nabelkante noch 3 andere 

Abhdlgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F, Band 1, ı. 2 
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folgen, immer kürzer werdend und in immer kürzeren Abständen. Der erste 
Laterallobus endigt unten in 3 dicken Zacken, von welchen der innere am tiefsten 
ist, der äussere am höchsten liegt und sich auf der linken Seite nochmals spaltet; 
weniger deutlich ist dies auf der rechten Seite bei allen Zacken der Fall. Die 
übrigen Loben haben eigentlich nur Ecken. Der erste Laterallobus ist fast eben 
so breit, wie der erste Lateralsattel, aber etwa drei Viertel so breit, wie der 
Externsattel, und mehr als drei mal so breit, wie der zweite Laterallobus. 


Die generische Stellung ist oben, S. 7 besprochen. 


Pulchellia perovalis v. Koenen. 


Tafel I, Figur 3, Tafel II, Figur 6. 


Es liegt nur das abgebildete Stück vor, das von einer Seite nur den Durch- 
schnitt zeigt, und von dessen Wohnkammer eine halbe Windung erhalten ist, 
wenn auch etwas verdrückt und stark beschädigt, so dass nur etwa eine drittel 
Windung ausser dem Nabel von einer Seite gut erhalten ist. Die Seitenflächen 
sind flach gewölbt, auf der inneren Hälfte etwas mehr, als auf der äusseren, 
und nehmen erst in der Nähe der ziemlich breit gerundeten Externseite und 
besonders der kurz abgerundeten Nabelkante eine stärkere Wölbung an. Der 
Nabel ist zuletzt 7 mm weit und durch eine senkrecht stehende Nabelwand be- 
grenzt. Die Schale ist fast involut und jede Windung anscheinend mindestens 
noch einmal so hoch, wie die vorhergehende, Die Kammerwände steigen vom 
Externsattel zum ersten Lateralsattel ziemlich stark an, bis zum zweiten etwas 
weniger, und senken sich dann etwas zum Nabel. 

Der äussere Rand des Hauptstammes des zweiten Laterallobus liegt gerade 
auf der Mitte der Seitenflächen ; der erste Laterallobus ist nur um etwa ein 
Fünftel tiefer, als der Externlobus, aber um die Hälfte tiefer, als der zweite 
Laterallobus, und mehr als doppelt so tief, wie der Auxiliarlobus. Der zweite 
Laterallobus ist etwas schmaler, als alle übrigen, und endigt unten in 5 stark 
divergirende, ziemlich symmetrische Zacken, von welchen der mittelste der 
tiefste, der äusserste und innerste die höchsten sind. Der erste Laterallobus 
ist etwas unsymmetrisch in zwei Aeste getheilt, welche je zwei Seitenäste tragen; 
der Externlobus hat 3 Seitenäste, von welchem der unterste der kürzeste ist. 
Der Auxiliarlobus endigt in 4 kurzen, etwas divergirenden Zacken, von welchen 
die beiden mittelsten die tiefsten sind. Die Sättel sind oben abgerundet und 
durch je 2 oder 3 grössere und einige kleinere Einschnitte wenig tief gekerbt; 
der erste Lateralsattel ist etwas schmaler, als der zweite und als der Extern- 
sattel. Die Sättel sind alle etwa eben so breit, wie der nach innen folgende 
Lobus mit seinen Zacken. 

Unsere Art stelle ich nur mit Vorbehalt zu der Gattung der Pulchellia, 
wie schon oben (S. 7) ausgeführt wurde. 
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Neoptychites? (Hoplites) lentiformis v. Koenen. 
Tafel II, Figur 1, 4 und 7. 


Das einzige vorliegende, abgebildete Exemplar ist bis 3 cm vor dem Ende 
gekammert, und die letzte Kammer ist ein wenig kürzer, als die vorhergehenden, 
so dass fast die ganze, übrigens verdrückte Wohnkammer fehlt. Die Schale ist 
linsenförmig, fast ganz involut; der Nabel ist etwa 2 mm weit und recht tief. 
Am Ende ist die Röhre reichlich noch einmal so hoch, wie eine Windung vorher. 

Ein wenig vor dem Ende ist die Röhre gegen 130 mm hoch und 90 mm 
dick gewesen, und eine halbe Windung früher 120 mm hoch und 60 mm dick. 
Die grösste Dicke ist etwa 3 mal so weit von der Externseite entfernt, wie von 
dem Nabel. Auf ihren äusseren zwei Dritteln sind die Seitenflächen ganz flach 
gewölbt, auf dem inneren etwas stärker, besonders in der Nähe der wohl abge- 
rundeten Nabelkante. Die Externseite ist kurz gerundet, und die Seitenflächen 
konvergiren hier etwas schwächer, als bei N. Wohltmanni. 

Die Kammerwände steigen vom Externsattel bis zum zweiten Lateralsattel 
nur sehr wenig an und dann anscheinend etwas deutlicher. Der erste Lateral- 
lobus liegt mit dem Innenrande seines Hauptstammes in der Mitte zwischen der 
Externseite und der Mitte des Nabels, also grösstentheils noch auf der äusseren 
Hälfte der Seitenflächen, und ist um etwa zwei Drittel tiefer, als der Extern- 
lobus, und reichlich drei mal so tief, wie der zweite Laterallobus, welcher in 
der Mitte zwischen dem Externlobus und dem Nabel liegt und unten in zwei 
diekeren Zacken endigt, von welchen nur der innere gerade nach unten, der 
äussere etwas nach aussen gerichtet ist. Der erste Laterallobus ist wesentlich 
breiter, als sein Abstand von der Externseite, und wird durch einen Sekundär- 
sattel fast bis zur Mitte seiner Höhe in zwei Hälften getheilt, von welchen die 
innere die tiefste ist und in 3 Zacken endigt; von diesen ist der mittlere der 
tiefste, und die beiden seitlichen sind nicht ganz symmetrisch. Die äussere 
Hälfte endigt ebenfalls in drei Zacken, von welchen der innerste der stärkste 
und tiefste und weit mehr nach unten als nach aussen gerichtet ist, während 
die beiden äusseren schon zum Externsattel ansteigen und mehr nach aussen 
gerichtet sind. 

Die Sättel sind ganz abgerundet; der erste Lateralsattel ist etwas schmaler, 
als der Externsattel, und noch etwas weniger symmetrisch als dieser durch 
einen Sekundärlobus fast zur Hälfte gespalten. Der zweite Laterallobus endigt 
mit zwei kurzen Zacken, und dicht über der Nabelkante liegt noch ein ganz 
kurzer Auxiliarlobus. 


Bezüglich der generischen Stellung ist das auf S.7 Gesagte zu vergleichen. 


DES 
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Neoptychites? (Hoplites) Wohltmanni v. Koenen. 
Tafel I, Figur 2, Tafel II, Figur 3 und 9. 


Es liegen zwei Exemplare vor, von welchen das grössere, abgebildete, fast 
40 cm Durchmesser hat, obwohl nur die etwas verdrückte letzte Viertel-Windung 
der Wohnkammer angehören könnte. Die Schale ist ganz involut, hat einen 
kaum 1 cm weiten Nabel, und die Röhre ist eine Windung zurück fast 11 cm 
hoch, reichlich doppelt so hoch wie dick, etwa im Verhältniss von 24 zu 11. 
Die Seitenflächen sind auf ihrer äusseren Hälfte ganz flach gewölbt, auf ihrer 
inneren etwas deutlicher, und durch eine ziemlich kurz abgerundete Nabelkante 
vom Nabel getrennt, während die Externseite ebenfalls kurz abgerundet ist. 
Die grösste Dicke der Röhre ist von der Externseite nicht ganz doppelt so weit 
entfernt, wie vom Nabel. Der Steinkern sowohl, als auch die Reste der Schale 
lassen keinerlei Skulptur erkennen. 

Die Kammerwände steigen vom Externsattel bis zum ersten Lateralsattel 
ein wenig an und senken sich dann etwas bis zum Nabel. Der breite erste 
Laterallobus liegt fast ganz auf der äusseren Hälfte der Seitenflächen und nimmt 
von dieser mit seinem Hauptstamm mehr als die Hälfte ein; er ist fast noch 
einmal so tief, wie der Externlobus und wie der zweite Laterallobus, welcher 
vom ersten etwa zwei Drittel so weit entfernt ist, wie vom Nabel. Ein etwas 
kürzerer erster und ein schmaler zweiter Auxiliarlobus folgen dann noch zwischen 
dem zweiten Laterallobus und dem Nabel; der erste Laterallobus endigt unten 
in vier Aesten, von welchen die beiden inneren um ein Drittel tiefer hinab- 
reichen und stärker gezackt sind, als die beiden äusseren, welche von jenen 
durch eine breitere Aufbuchtung getrennt und etwas nach aussen gerichtet sind. 
Die beiden stark nach innen gerichteten Aeste des Externlobus und der zweite 
Laterallobus tragen nur je einige Zacken, und noch schwächer ist dies der Fall 
bei dem ersten Auxiliarlobus. 

Die Sättel sind verhältnissmässig schmal und oben abgerundet; der Extern- 
sattel und der erste Lateralsattel sind durch je 3 tiefere Einschnitte gekerbt, 
die übrigen durch je einen oder 2 weniger tiefe. 

Die recht zweifelhafte Zugehörigkeit unserer Art zu der Gattung Neopty- 
chites ist auf 8. 7 erörtert. 


Neoptychites? ingens v. Koenen. 
Tafel I, Figur 4, Tafel II, Figur 5 und 8. 
Es liegen mir 3 Exemplare vor, von welchen das grösste, aber am schlech- 


testen erhaltene aus reichlich einer Viertel- Windung besteht; dieselbe hat 
zuletzt 22 cm Höhe und gegen 11 cm Dicke, so dass das Exemplar, falls nur 
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die Wohnkammer fehlt, einen Durchmesser von mindestens 60 cm gehabt haben 
muss. Das kleinste, abgebildete Stück hat 25 cm Durchmesser und gegen 8 cm 
Dicke gehabt. Die letzte halbe Windung ist zuerst 100 mm hoch und 50 mm 
dick und zuletzt 137 mm hoch; der tiefe Nabel hat reichlich 10 mm Durchmesser 
und ist auch bei dem grössten Stück nur etwa 15 mm weit. Die Röhre ist also 
an ihrem Ende fast doppelt so hoch, als eine Windung vorher. 


Die Seitenflächen sind an dem kleinsten und dem grössten Stück in der Mitte 
noch am deutlichsten gewölbt, deutlicher als an dem dritten Exemplar, und 
nehmen erst dicht an der kurz abgerundeten Nabelkante eine stärkere Wöl- 
bung an. Die Nabelwand steht fast senkrecht zur Schalen-Ebene. Das abge- 
bildete Stück hat bis zu seiner letzten Drittel-Windung einen rundlichen Kiel, 
doch ist dies theils durch Verdrückung, theils durch Abnutzung der einen Seite 
bedingt. 

Die Kammerwände steigen vom Externsattel zum ersten Lateralsattel etwas 
an, von hier bis zum ersten Auxiliarsattel nur ganz wenig, und senken sich 
dann ein wenig bis zum Nabel. Der erste Lateralsattel liegt ziemlich genau 
auf der Mitte der Seitenflächen und ist ein wenig breiter, als der Extern- 
sattel, aber noch nicht zwei Drittel so breit, wie der Hauptstamm des ersten 
Laterallobus. Der erste Laterallobus ist knapp um ein Drittel tiefer, als der 
Externlobus, aber fast noch einmal so tief, wie der schmale zweite Laterallobus. 
Auf diesen folgen bis zur Nabelkante, noch an Tiefe abnehmend, 3 Auxiliarloben; 
der zweite Lateralsattel ist reichlich halb so breit, wie der erste, und die Auxi- 
liarsättel nehmen gegen ihn nach dem Nabel noch allmählich an Breite ab. 


Der erste Laterallobus endigt in 3 Zacken, von welchen der innerste der 
stärkste ist und am tiefsten hinabreicht; er sendet nahe seinem oberen Ende 
einen Nebenzacken in der Richtung nach innen ab, der äussere dagegen einen 
solchen nach aussen. Der zweite Laterallobus endigt in 5 ganz kurzen Spitzen, 
indem er sich unten etwas verbreitert; die Auxiliarloben endigen mit einer 
geringeren Zahl von Spitzen, doch ist der zweite tiefer gespalten. Die Sättel 
sind ganz abgerundet, und der Externsattel sowie der erste Lateralsattel sind 
etwas unsymmetrisch, schräg von aussen, mässig tief gespalten, zeigen aber 
ausserdem noch einige flache Kerben. 

Das oben erwähnte, mittelgrosse Exemplar zeichnet sich dadurch aus, 
dass der erste Laterallobus tiefer ist, fast drei mal so tief, wie der zweite und 
wie der Externlobus, und dass sein Nebenzacken fast eben so stark ist und 
fast eben so tief hinabreicht, wie der Hauptzacken; ausserdem sind die Aeste 
des Externlobus wesentlich dicker. Diese Merkmale könnten aber wohl zum 
Theil durch das spätere Alter bedingt sein, und auch die geringere Wölbung 
der Seitenflächen scheint mir kein genügender Grund, das Stück etwa als beson- 
dere Art zu unterscheiden. 


Ueber die Bestimmung der Gattung habe ich mich schon S.7 ausgesprochen. 
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Acanthoceras n. sp. 


Ein stark angewitterter, bis an das Ende gekammerter Steinkern von 95 mm 
Durchmesser lässt erkennen, dass über die Externseite dicke Rippen hinweg- 
laufen, welche auf beiden Seiten und in der Mitte derselben Kanten oder Kiele 
kreuzten, indem sie sich auf diesen zu Knoten oder Spitzen erhoben. Die Röhre 
ist zuletzt wohl 45 mm dick und gegen 40 mm hoch gewesen; sie ist sehr wenig 
involut und nimmt noch schneller an Höhe zu, als das von Pictet (Pal&ontologie 
Suisse, II serie, Taf. XXV f. 4) abgebildete Exemplar von A. rhotomagensis 
Brong., welches sonst einige Aehnlichkeit mit unserem Stücke zeigt. Der erste 
Laterallobus liegt auf der äusseren Hälfte der Röhre und der viel kleinere 
zweite ziemlich nahe der Nabelkante. Die Sättel scheinen wesentlich breiter 
als die neben ihnen liegenden Loben gewesen zu sein. 


Natica ef. cretacea Gold£f. 


Der Steinkern eines etwas verdrückten Exemplares hat gegen 15 mm 
Durchmesser und mindestens 17 mm Höhe gehabt, wovon etwa 13 mm auf die 
Mündung kommen. Der Nabel war sehr eng oder ganz geschlossen und die 
Schlusswindung ist ziemlich gleichmässig gerundet, abgesehen von ihrem obersten 
Theile, nahe der Naht, wo sie augenscheinlich kurz gewölbt war. 

Wenn das Stück auch einige Aehnlichkeit mit solchen Arten wie N. cre- 
tacea Goldf. (Petref. Germaniae III, S. 119. Taf. 199 f. 12; Holzapfel in Palaeon- 
tographica XXXIV, 8.143. Taf. XIV £. 19—21) besitzt, so ist doch eine genaue 
Bestimmung unmöglich. 


Natica sp. ind. 


Ein mit der Schale erhaltenes, aber grossentheils mit Gestein bedecktes 
und beschädigtes Exemplar von 6 mm Durchmesser ist wohl etwas höher gewesen; 
das Gewinde ist etwa 1 mm hoch und besteht kaum aus mehr als 3 mässig 
gewölbten Windungen, welche durch deutlich vertiefte Nähte von einander 
getrennt werden. Die Schlusswindung erhält zunächst unter der Naht eine ganz 
flache Wölbung und unter dieser eine wesentlich stärkere etwa bis zur Naht- 
linie, ist aber von hier an ziemlich gleichmässig gewölbt bis zu einer kurzen 
Umbiegung zum Nabel, beziehungsweise zur Innenlippe. Der Nabel dürfte gegen 
2 mm weit gewesen sein, falls er nicht von einer Nabelschwiele ganz oder theil- 
weise verdeckt war. Jedenfalls ist die Mündung ziemlich gross gewesen, wenn 
auch vielleicht nicht so gross, wie bei der sonst allenfalls vergleichbaren N. 
cymba d’Orb. des Corallien. 
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Turritella gemmulifera v. Koenen. 
Tafel III, Figur 1a, b. 


Ein 20 mm langes Bruchstück von 7 Windungen mit einem Gehäuse-Winkel 
von kaum 15 Grad lässt grossentheils die Gestalt und Skulptur der Windungen 
gut erkennen; die letzte derselben hat 6mm Durchmesser und 3,5 mm Höhe. 
Die Windungen haben eine etwas umgekehrt-treppenförmige Gestalt, indem sie 
nach unten an Durchmesser zunehmen bis zu einer fast Kiel-artigen Spirale, 
welche durch die unter und über ihr befindlichen Einsenkungen stärker hervortritt 
und doppelt so weit von der oberen Naht entfernt ist, wie von der unteren; dicht 
über der Naht liegt eine wesentlich schwächere und niedrigere Spirale und zwischen 
dieser und ersterer auf den letzten Windungen ein schwacher Streifen. Die 
obere Hälfte der Windungen trägt 3 ziemlich starke und hohe Spiralen, welche 
etwa eben so breit, wie ihre Abstände von einander, beziehentlich von der oberen 
Naht sind. Je ein feiner Streifen erscheint auf den letzten Windungen in diesen 
Zwischenräumen und, etwas früher, zwischen der untersten dieser Spiralen und 
der Kiel-Spirale. 

Auf der ersten vorhandenen Windung, welche etwa 2,5 mm dick und 1,4 mm 
hoch ist, sind alle Spiralen glatt, schon auf der folgenden bekommen sie aber 
Knötchen, welche später ziemlich hoch und etwas breiter als ihre Zwischenräume 
werden. Auf den letzten Windungen sind die auf den oberen Spiralen gegen 
0,5 mm, die auf der Kiel-Spirale gegen 0,7 mm von Mitte zu Mitte von einander 
entfernt. 

Einer anderen Art dürfte ein Bruchstück von etwa einer Windung von 
5 mm Dicke angehören, welche auch 4 stärkere, Höcker-tragende Spiralen führt, 
aber ziemlich eben ist; zudem sind die Spiralen niedriger, und auch die unterste - 
tritt nicht Kiel-artig hervor, obschon sie durch einen grösseren Zwischenraum 
von der nächsten getrennt ist. 


Turritella Kamerunensis v. Koenen. 
Tafel III, Figur 2a, b. 


Ein Bruchstück von 6 Windungen, 20 mm lang und zuerst 2,5 mm, zuletzt 
6,5 mm dick, hat einen Gehäusewinkel von 15 Grad. Die Windungen sind nur 
auf ihrer unteren Hälfte ein klein wenig gewölbt, werden aber durch die in einer 
Rinne liegende Naht von einander getrennt, zu welcher die Windungen an 
ihrem unteren Rande ziemlich steil, an ihrem oberen erheblich flacher geneigt 
sind, so dass das Gewinde eine umgekehrt treppenförmige Gestalt hat, wenn 
auch nur in geringem Grade. 

Die Windungen tragen auf ihrer ebenen Fläche 5 Spiralstreifen, von welchen 
der diekste am unteren Rande und der dünnste ziemlich genau in der Mitte liegt, 
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ein etwas stärkerer etwa doppelt so weit von jenem entfernt, wie von dieser, 
ein noch stärkerer am oberen Rande, und ein ebensolcher etwas weiter von 
diesem, als von der Mittelspirale entfernt, welche übrigens auf der ersten vor- 
handenen Windung zu fehlen scheint. Die stärkeren Spiralen sind nur etwa 
ein halb bis ein drittel so breit, wie die Zwischenräume, welche sie von den 
nächsten Spiralen trennen. Sie lassen auf den letzten Windungen Knoten-artige 
Anschwellungen erkennen, welche von Mitte zu Mitte nicht ganz 1 mm von ein- 
ander entfernt sind. 

Zu einer anderen Art dürfte ein etwas kleineres, grossentheils mit Gestein 
bedecktes Exemplar gehören, dessen Windungen in der Gestalt denen von T. 
Kamerunensis einigermassen gleichen, aber nur 3 ziemlich schwache Hauptspiralen 
tragen, je eine am oberen und unteren Rande der ebenen Fläche und, der letzteren 
ein wenig näher, in der Mitte. In dem breiten Zwischenraume schiebt sich dann 
ein sehr feiner Streifen ein, und das Gleiche geschieht anscheinend später auch 
in allen übrigen Zwischenräumen. 


Nerita multigranosa v. Koenen. 
Tafel III, Figur 3a,b,c; 4a, b. 


Von 6 mehr oder minder gut erhaltenen Exemplaren ist das grösste 6,5 mm 
hoch und 7 mm breit bei 4,5 mm Dicke; das Fig. 3 abgebildete ist etwa eben so 
hoch und dick, aber nur 6,3 mm breit. Das Gewinde ragt zuweilen fast gar nicht 
hervor, bei einem Stück aber doch immerhin deutlich, indem die Schlusswindung 
sich zuletzt etwas stärker senkt; die Gewindespitze ist an keinem Exemplar 
gut erhalten, so dass die Zahl der Windungen nicht sicher zu erkennen ist, 
doch hat sie schwerlich mehr als 3!/a bis 4 betragen. Die Naht ist auf dem 
Gewinde nur wenig vertieft. 

Die Schlusswindung oder mindestens ein grosser Theil derselben wird jedoch 
von der letzten Mittelwindung meistens durch eine förmliche Rinne getrennt, 
indem sich unter der Naht eine stärkere Anschwellung ausbildet, unter welcher 
die Schlusswindung dann ziemlich eben ist um dann allmählich eine stärkere 
Wölbung anzunehmen und sich in weitem Bogen zur Innenlippe herum zu ziehen. 
Diese ist schmelzartig und wird von der Aussenschale durch eine Kante getrennt, 
welche nicht weit über dem unteren Ende der Schale beginnt und zuerst ziem- 
lich scharf ist, nach oben aber immer stumpfer und dann undeutlicher wird; 
die Innenlippe tritt nur etwa als der dritte Theil eines Kreises aus der Mün- 
dung heraus. 

Die Aussenlippe ist mit über 20 Grad gegen die Schalenaxe geneigt und 
auf der obersten flachen Zone unter der Naht am stärksten rückwärts gerichtet, 
und eine Zurückbiegung, ein flacher „Ausguss“, findet sich erst nahe über der 
Stelle, wo sie sich auf die vorhergehende Windung auflegt. 

Auf den letzten Windungen finden sich recht hohe Längsrippen durch- 


UEBER FOSSILIEN DER UNTEREN KREIDE AM UFER DES MUNGO IN KAMERUN. 17 


schnittlich wohl etwa 40 pro Windung, welche an der Naht recht hoch und 
gedrängt und scharf rückwärts gerichtet sind, bald darunter aber Zwischenräume 
bekommen, welche ihnen an Breite gleich sind. 

Am unteren Rande der flachen Zone, nahe der Mündung also 2,5 bis 3 mm 
von der Naht, spalten sich die meisten Rippen oder vermehren sich durch Ein- 
schiebung, und dies wiederholt sich auf der eigentlichen Wölbung unregelmässig, 
indem die Rippen immer flacher werden, und die faltigen Anwachsstreifen auf 
ihnen immer mehr hervortreten, sodass an manchen Stücken die Rippen selbst 
hierdurch undeutlich werden. Auf dem untersten Theile der Schlusswindung 
vereinigen sich wiederholt je zwei Rippen wieder zu einer einzigen. Ausserdem 
trägt die Wölbung der Schlusswindung bis zu ihrem unteren Ende, welches frei 
davon ist, meist erst von der Nahtlinie an eine grössere Zahl von engen Spiral- 
furchen, mindestens 10, aber auch bis zu 17, welche oben am tiefsten und am 
weitesten von einander entfernt sind, bei verschiedenen Stücken verschieden 
weit, nach unten nur 0,15 bis 0,2 mm, und hier nur durch flache, rundliche Spi- 
ralstreifen von einander getrennt werden. 

Die Rippen erscheinen hierdurch gekörnelt, zumal da gerade unter einer 
der obersten Furchen nicht selten die Rippen etwas verschoben sind, oder an 
Stelle einer Rippe deren zwei, beide verschoben, nach unten fortsetzen. 

Die Innenlippe ist gezähnelt, doch sind nur einzelne Zähnchen sichtbar; 
dieselben vollständig frei zu legen ist nicht wohl ausführbar, da das Gestein 
dort eben so hart ist, wie die Schale, und fest an dieser haftet. 


Xenophora sp. ind. 
Tafel III, Figur 5 a, b. 


Ein Steinkern von 6 mm Durchmesser und 4 mm Höhe besteht aus 3 Win- 
dungen, von welchen die erste, stärker gewölbte, noch dem Embryonalende an- 
gehört. Die folgenden Windungen sind anscheinend ziemlich eben gewesen und 
scheinen 6 resp. 7 grössere Fremdkörper angeheftet zu haben, welche über den un- 
teren Rand der betreffenden Windung hinausragten und somit auch auf der fol- 
genden Windung einen Eindruck hervorgebracht haben. 

Von anderen Arten, wie der X. onusta Nils. aus der oberen Kreide (Holz- 
apfel in Palaeontogr. XXXIV S. 152 taf. XIV f. 28) unterscheidet sich unser 
Steinkern dadurch, dass er so früh schon ebene Windungen erhält, ist aber na- 
türlich nicht näher bestimmbar. 


OÖstrea sp. ind. 
Tafel III, Figur 11. 


Vierzehn Austernschalen sind wohl durchweg noch nicht ausgewachsen und 
besitzen nicht die äussere Schalenlage, so dass weder die feinere Skulptur noch 


Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F, Band 1,1. 3 
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selbst die Gestalt genau zu erkennen ist. Die abgebildete und noch eine zweite 
untere Klappe zeichnen sich durch längliche Gestalt, stark gewölbten und stark 
hervorragenden Wirbel aus, sowie durch kleine Anheftungsstelle und grobe 
Runzeln der Schale. Die obere Klappe ist flach gewölbt, nahe dem Schalenrande 
aber etwas eingesenkt und hatte anscheinend nur wenige, flache Anschwellungen 
der Schale. 
Vielleicht gehört zu einer zweiten Art eine Schale, welche fast mit der 

ganzen Unterseite aufgewachsen gewesen zu sein scheint. | 


Gryphaea sp. 
Tafel IT, Big, 12'a,.b, c. 


Die allein vorliegende, abgebildete untere Schale ist jedenfalls noch nicht 
ausgewachsen, da sie nur 7,5 mm lang, 5 mm breit und ca. ö mm hoch ge- 
wölbt ist. Die Anheftungsfläche ist sehr klein; die Wölbung ist auf der vor- 
deren Hälfte der Schale etwas schwächer, als auf der hinteren und besonders 
als auf der Mitte, und in der Längsrichtung ist sie unterhalb der Mitte am 
stärksten. Die Schale ist von verhältnissmässig dicken Anwachsrunzeln bedeckt, 
welche auf der unteren Hälfte stärker hervortreten, durchschnittlich knapp 
0,4 mm von einander entfernt und nicht ganz unregelmässig sind, aber öfters 
sich spalten, zumal nach der vorderen Seite hin. 


Exogyra sp. 


Einige mangelhaft erhaltene untere Schalen, welche bis zu 13 mm Länge 
und 10 mm Breite haben, aber zum Theil auch die Oberfläche der Schale besitzen, . 
sind ganz an der vorderen Seite angeheftet gewesen und haben hinter dieser 
Fläche ein Paar dicke, unregelmässige Knoten oder Anschwellungen; weiterhin 
ist die Schale auf der oberen Seite weit stärker gewölbt, als auf der Mitte 
und unten. Der Schalrand ist unten oval, die Schale selbst trägt schwach- 
blättrige Anwachsstreifen und erinnert allenfalls an den Jugendzustand von E. 
canaliculata d’Orb. aus dem französischen Gault. 


Exogyra auriformis v. Koenen. 
Tafel III, fig. 10 a,b. 


Von zahlreichen im Gestein, besonders auf den Ammoniten sitzenden Scha- 
len konnten nur wenige erhalten werden, und von diesen ist die abgebildete die 
weitaus beste und grösste mit 18 mm Länge, 12,5 mm Breite und 7 mm Höhe. 
Sie ist mit einer grossen Fläche aufgewachsen, und ihr Umriss ist im ersten 
Drittel annähernd halbkreisförmig, in dem Rest ebenfalls annähernd halbkreis- 
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förmig, doch mit viel weiterem Bogen. Der hintere Rand erhebt sich unterhalb 
der Mitte am höchsten und senkt sich von hier nach dem Wirbel zu ganz all- 
mählich, nach dem unteren Ende aber recht schnell, und ist am Wirbel mit ca. 
60 Grad gegen die Anheftungsfläche einwärts geneigt, nach hinten zu aber all- 
mählich steiler und unter dem obersten Drittel der Schale mit ca. 90°, auf 
dem letzten Viertel sogar etwas nach aussen. Skulpturen sind auf der etwas 
blättrigen Schale nicht zu erkennen, welche übrigens von zahlreichen, gegen 
0,5 mm weiten Löchern durchbohrt ist, die von einem Bohrschwamm herrühren 
dürften. Unsere Art hat in der Gestalt einige Aehnlichkeit mit der von Holz- 
apfel (Palaeontogr. XXXV t. 29 f. 8) abgebildeten, aber nicht benannten Form 
aus dem Aachener Senon; diese ist aber mit einer sehr kleinen Fläche aufge- 
gewachsen gewesen und hat auf ihrer ersten Hälfte eine weit schwächere Krüm- 
mung des Schalenrandes. 


Anomia laevigata Sow? 


Tafel III, Figur 13. 
Anomia laevigata Sow. Transact. Geol. Soc. IV. S. 127. Taf. 14 f£. 6. 
d’Orbigny Terr. Cret. Lamellibr. S. 755 Taf. 489 f. 4—6. 


» 2 ” 


Ziemlich häufig, aber sehr selten gut erhalten finden sich in den Kalken 
Schalen einer rundlich - ovalen bis fast kreisrunden Anomia, welche nur oben, in 
der Wirbelgegend, eine Abstutzung zeigt und in der Stärke der Wölbung be- 
deutend varıirt, indem einzelne, besonders kleinere Schalen fast eben, andere 
dagegen deutlich gewölbt bis fast halbkugelig sind. Die grösste Schale hat 
16,5 mm grössten und 14,5 mm kleinsten Durchmesser, die abgebildete hat 14 mm, 
beziehungsweise 13 mm Durchmesser; der Wirbel ist etwas über 1 mm vom 
Schalenrande entfernt. 

Die Schalen sind aussen glatt, abgesehen von mehr oder minder zahlreichen, 
etwas blättrigen Anwachs - Streifen und -Falten; die meisten Exemplare zeigen 
jedoch nur abgeblätterte, etwas perlmutterartig glänzende Schalenreste. Nur 
eine Schale lässt zwischen den Anwachsfalten feine, durch grössere Abstände 
getrennte, radiale Streifen erkennen, aber nur an den Stellen, wo die Oberfläche 
der Schale abgeblättert sind. Ein Paar kleine Schalen zeigen an je einer Seite 
transversale, breite, rundliche Rippen, welche augenscheinlich von der Skulptur 
einer Muschel herrühren. auf welcher die Anomia sass. 

Die Muskeleindrücke sind an keinem einzigen Exemplar deutlich sichtbar. 

Mit der von d’Orbigny gegebenen Beschreibung und Abbildung stimmen die 
Stücke von Kamerun anscheinend leidlich gut überein, weit weniger mit der 
Sowerby’s (in Fitton On the Strata below the Chalk). Englische oder Französi- 
sche Exemplare kann ich leider nicht vergleichen. 


3*+ 
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Peeten Kamerunensis v. Koenen. 
Tafel III, Figur 14a, b; 15a, b. 


Es liegen nur die beiden abgebildeten, beschädigten Klappen vor, von 
welchen die linke den Umriss, auch des vorderen Ohres, vollständig zeigt, wäh- 
rend das hintere Ohr auf beiden Klappen nur theilweise erhalten ist. Die rechte 
Schale ist jedenfalls ziemlich ebenso gross und ebenso gewölbt, wie die linke, 
welche 16 mm lang und breit ist. An den inneren Rändern der Ohren konver- 
giren die Seiten der eigentlichen Schale mit 100 Grad; die Schale ist annähernd 
gleichseitig. Das vordere Ohr ist fast 5 mm lang, das hintere anscheinend gegen 
4 mm. 

Zahlreiche schmale, gewissermassen eingeritzte Furchen theilen die Ober- 
fläche der Schale in flache Rippen, welche nach den Seiten zu recht stark diver- 
giren und nach aussen und oben eine immer deutlichere Wölbung erhalten, wäh- 
rend sie auf der Mitte der Schale ganz eben sind. An einzelnen Stellen er- 
scheinen die Furchen durch kleine Anschwellungen, welche den Anwachsstreifen 
entsprechen, in kleine Grübchen getheilt, noch am deutlichsten an den Seiten, 
wo sie ein wenig breiter sind. Die Rippen vermehren sich unregelmässig durch 
Spaltung beziehungsweise durch Einschiebung neuer Furchen und sind am Rande 
etwa 0,5 mm breit. 

Das vordere Ohr der rechten Klappe hat einen tiefen Byssus - Ausschnitt 
und anscheinend gegen 8 gedrängte, rundliche Rippchen; die Skulptur der übrigen 
Ohren ist nicht zu erkennen. 

Durch grössere Breite, verhältnissmässig breite Rippen, schmale Furchen, 
und wenig deutliche Punktirung derselben unterscheidet sich unsere Art von 
den Arten mit ähnlicher Skulptur, welche in der Kreide ja recht verbreitet sind. 


Pecten produetus v. Koenen. 
Tafel III, Figur 17 a,b. 


Von 3 mehr oder minder beschädigten Klappen hat die Fig. 17a abgebildete 
den Umriss, die Fig. 17b abgebildete dagegen die Ohren leidlich vollständig er- 
halten. Die Schale ist etwa eben so breit, wie hoch, flach gewölbt und glatt, 
lässt aber nahe dem unteren Rande sehr feine, erhabene Anwachsstreifen erken- 
nen, wie solche wohl im Alter häufiger aufzutreten pflegen, so dass die Schalen 
wohl ziemlich ausgewachsen sind, obwohl sie noch nicht 10 mm Durchmesser er- 
reichen. Der Winkel der inneren Ränder der Ohren beträgt gegen 100 Grad. 
Die Schale ist merklich ungleichseitig, nach vorn erweitert, so dass der Innen- 
rand des vorderen Ohres einen Winkel von ca. 30 Grad mit dem Schlossrande 
bildet, der des hinteren einen solchen von ca. 50°. Das vordere Ohr der rechten 
Klappe hat einen tiefen Byssus - Ausschnitt und ist gegen 3 mm lang, das hin- 
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tere kaum halb so lang; dieses besitzt in der Mitte eine vom Wirbel auslau- 
fende, flach-V-förmige Rinne, bis zu welcher die ziemlich gedrängten, hohen An- 
wachsstreifen des Ohres von unten her mit der Mittellinie der Schale deutlich 
konvergiren, während sie mit dieser über der Rinne eher ein wenig divergiren. 
Auf dem vorderen Ohr sind solche erhabene, gekrümmte Anwachsstreifen nur 
unmittelbar über dem Byssusausschnitt erhalten. 


Pliecatula rugulosa v. Koenen. 
Tafel II, Figur 7;8a, b. 


Zehn Exemplare, worunter zwei doppelklappige, liessen sich ziemlich gut 
aus dem Gestein lösen, und von einer Klappe ist der grösste Theil des inneren 
Abdruckes und des Schlosses sichtbar, so dass die Zugehörigkeit zu der Gattung 
Plicatula sicher festgestellt werden konnte. Ein kleines Stück ist 11 mm breit, 
14 mm hoch und 4,5 mm dick, das grösste ist 22 mm breit und 26 mm hoch. 
Die kleine Anheftungsstelle der mässig gewölbten rechten Klappe ist an dem 
kleinen Stück frei von Gestein. Die Gestalt ist die bei Plicatula-Arten gewöhn- 
liche, schief-eiförmig, nach hinten etwas verlängert, abgesehen von der hervor- 
ragenden, oben abgestutzten Wirbelgegend. In der Jugend trägt die Schale 
meistens 9 ziemlich dicke Rippen, welche auf beiden Seiten, besonders aber vorn, 
“ etwas schwächer sind, als auf der Mitte, und über welche wulstige Anwachs- 
falten von verschiedener Stärke und in verschiedenen Abständen hinweglaufen, 
indem sie sich zu schuppigen Knötchen erheben. Auf der linken, oberen Klappe 
scheinen diese Knötchen höher und spitzer zu werden, als auf der unteren. Zwei 
‚kleinere rechte Schalen besitzen nur je 6 Rippen. 
| Die vorliegenden Stücke gleichen den von Keeping (Fossils ete. of the Neo- 
comian deposits of Upware and Brickhill, Cambridge 1883) S. 110 Taf. V£4 
als P. Carteroni d’Orb. beschriebenen und abgebildeten Vorkommnissen aus 
dem englischen Neokom so sehr, dass ich sie derselben Art zurechnen möchte, 
obschon bei den englischen Stücken, der Abbildung nach zu urtheilen, die Rip- 
pen in der Nähe des unteren Randes verschwinden. Die Abbildungen der P. 
Carteroniana d’Orbigny’s (Taf. 462 f. 5—7) und Pictet’s (Pal&ont. Suisse V 
Taf. 183 f. 3, 4) weichen von unseren Stücken jedenfalls dadurch ab, dass die 
Rippen zwischen den schuppigen Spitzen unterbrochen zu sein scheinen und we- 
sentlich schmaler sind, und dass die vordere Seite der Schalen zunächst dem 
Wirbel weit mehr abgerundet ist. 


Plicatula cf. placunea Lam. 
Tafel III, Figur 9. 


Ein zweiklappiges Stück von 24mm Breite und über 26mm Höhe, welchem 
leider der Wirbel und die Oberfläche der Schale mit der feineren Skulptur 
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fehlen, gleicht in der Gestalt und Grösse manchen französischen Exemplaren 
von P. placunea Lam., sowie d’Orbigny’s Abbildung (Terr. erdt. Lamellibr. Pl. 462 
f. 11, 12), nur ist die Wölbung der Wirbelgegend bei dieser letzteren wesentlich 
stärker. Auf dem Haupttheil der rechten Schale sind mindestens 10 starke Rip- 
pen noch zu erkennen, während am vorderen und hinteren Rande keine Spur von 
Rippen erhalten ist. 

Einige kleinere rechte Klappen könnten auch in die Verwandtschaft von 
P. placunea gehören, die sich von der vorigen Art dadurch unterscheiden, dass 
die Rippen schon in der Nähe des Wirbels höher und schmaler sind, und dass 
sich schon 8 bis 10 mm vom Wirbel zwischen den Rippen feine Radialstreifen 
einstellen, welche sich bald vermehren und kleine Knötchen tragen; zugleich wird 
die Wölbung der Schale wesentlich stärker, und sie beginnt sich mehr nach hin- 
ten auszudehnen. 


Plicatula multiplicata v. Koenen. 
Tafel III, Figur 6. 


Die einzig vorliegende untere Klappe ist am Rande unterhalb eines star- 
ken Schalen - Absatzes sehr beschädigt, doch lässt sich nach diesem der Umriss 
leicht ergänzen. Bis zu dem Absatz ist die Schale 14,5 mm lang und 11,5 mm 
breit; vollständig ist sie fast 13 mm lang und gegen 14 mm breit gewesen. 
Die Anheftungsstelle ist nur etwa 1,5 mm gross, die Wölbung grossentheils 
recht flach und nur auf den Seiten, zumal in der Wirbelgegend stärker. Zuerst 
trägt die Schale, welche hier etwas abgerieben ist, etwa 10 dicke Radialrippen, 
welche sich aber früher oder später durch Spaltung und später auch durch un- 
regelmässige Einschiebung feiner Rippen vermehren, so dass an dem Absatz 
gegen 30 Rippen vorhanden sind, von welchen die primären die stärksten sind. 
Die Rippen tragen in Abständen von ca. 1 mm schuppige Spitzen, welche auf 
erhabenen Anwachsstreifen zu liegen scheinen. 

Die Gestalt ist bis zu dem Absatz fast die eines wenig ungleichseitigen 
Pecten; unter dem Absatz biegen sich aber die hier überhaupt vorhandenen oder 
sichtbaren Rippen ziemlich stark nach hinten. Der Schlossrand ist noch nicht 
3 mm lang; das Schloss habe ich wenigstens so weit frei legen können, dass die 
beiden Schlosszähne sichtbar sind. 

Unsere Art schliesst sich durch ihre Skulptur wohl zunächst an solche 
Varietäten von P. asperrima d’Orb. an, wie sie Pietet (Paleontologie Suisse V. 
Taf. 183 fig. 2b) aus dem Neokom von St. Croix abbildete, doch ist bei diesen 
der Schlossrand viel breiter, die Anheftungsstelle weit grösser, und die Zwischen- 
räume der Rippen sind breiter. 
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Lima Mungoönsis v. Koenen. 


Tafel III, Figur 16. 


Die einzige, vorliegende rechte Schale ist etwas verdrückt, in der Gegend 
des Wirbels abgenutzt und vorn unten beschädigt. Bei 26 mm Länge ist sie 
gegen 17 mm breit gewesen und nur auf der vorderen Seite etwas stärker ge- 
wölbt. Der Schlossrand mag 5 mm lang gewesen sein. Die stärkste Krümmung 
des Schalenrandes findet sich ausser am unteren Theile oberhalb der Mitte der 
hinteren Seite. Die Schale trägt etwa 25 abgerundet-dachförmige Rippen, welche 
sich anscheinend nicht durch Spaltung oder Einschiebung vermehren und durch 
rundliche Einsenkungen von einander getrennt werden; stellenweise sind flache, 
wenig deutliche Anschwellungen auf ihnen zu erkennen, während Anwachs-Strei- 
fen oder Falten ganz fehlen oder doch nicht erhalten sind. Das lang herabge- 
zogene hintere Ohr zeigt noch 6 ganz flache, gedrängte Radialrippen, welche von 
einigen ebenfalls ganz flachen, breiten Anwachsfalten sehr schräg gekreuzt werden. 

In der Berippung nähert sich unser Exemplar der L. expansa Forbes (d’Or- 
bigny, Terr. eret. Lamellibr. III. pl. 415 f. 9—12); ist aber weit flacher ge- 
wölbt und weniger ungleichseitig. 


Lima reniformis v. Koenen. 
Tafel III, Figur 20 a,b. 


Die einzig vorliegende, abgebildete rechte Schale ist 14,5 mm lang und 
11,5 mm breit und etwa 4,5 mm hoch gewölbt. Der Schlossrand ist knapp 5 mm 
lang und mit ca. 70 Grad gegen die Mittellinie der Schale geneigt. Der mittlere 
Theil der bauchigen Schale ist ziemlich gleichmässig gewölbt, nach hinten etwas 
stärker, und wesentlich stärker der vordere Theil, an welchem sie steil abfällt 
und etwas eingesenkt ist. Der hintere Schalrand steht nahezu senkrecht gegen 
den vordersten und geht in verhältnissmässig kurzem Bogen in den unteren 
Schalrand über, welcher in der Mitte am schwächsten gekrümmt ist. Die Schale 
trägt etwa 32 kantige Rippen, von welchen die acht schmalsten und schwächsten 
auf dem vorderen steilen Abfall liegen, die mittelsten die breitesten sind, die 
hintersten 4 oder 5 aber auch schnell ziemlich schmal werden. Alle Rippen 
sind bedeutend breiter, als ihre Zwischenräume, besonders vorn und hinten; nur 
7 oder 8 Furchen vor der Mitte der Schale sind so breit, dass in ihnen noch 
je eine schwache Radialrippe Platz findet. Auf den Radialrippen bringen An- 
wachsstreifen niedrige Höcker oder Anschwellungen hervor, welche von Mitte 
zu Mitte 0,3 bis 0,4 mm von einander entfernt sind. 

Durch ihre starke Wölbung und die zahlreichen, ziemlich gedrängten Rip- 
pen unterscheidet sich die vorliegende Schale von anderen Arten, mit welchen 
sie allenfalls verglichen werden könnte, namentlich auch von der folgenden. 
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Lima dilatata v. Koenen. 
Tafel III, Figur 18a, b. 


Ausser der abgebildeten, fast vollständigen linken Klappe liegen noch ein 
Bruchstück einer solehen und zwei etwas kleinere und beschädigte rechte Klap- 
pen vor; die erstere ist reichlich 11 mm breit, knapp 11 mm lang und gegen 
3 mm hoch gewölbt. Der Schlossrand ist 4 mm lang, vorn ein wenig länger, 
als hinten. Die Wölbung der Schale nimmt von hinten nach vorn nur wenig zu 
und ist nur am Wirbel neben den die Ohren begrenzenden Einsenkungen wesent- 
lich stärker, eben sowie an dem ziemlich steilen Abfall zum vorderen Rande. 
Der Umriss des Schalenrandes ist ziemlich gleichmässig abgerundet, am kür- 
zesten auf dem vorderen Drittel. Die Mittellinie der Schale ist etwa mit 80 
Grad gegen den Schlossrand geneigt. 

Die Schale ist fast glatt ganz vorn in einer Breite von etwa 2 mm, hinten 
von etwa 1 mm, und trägt im Uebrigen gegen 28 einfache, rundlich-dachförmige 
Radialrippen, von welchen die vordersten und hintersten ziemlich schwach sind, 
die folgenden aber schnell an Stärke zunehmen und etwa eben so breit wie ihre 
Zwischenräume sind. Diese führen je einen fadenförmigen Streifen, während auf 
den Rippen sich ein dünner Kiel erhebt, welcher, ebenso wie die Streifen, in 
Abständen je etwa 0,2 mm sehr feine Spitzen trägt. Diese sind freilich nur auf 
einem Abdruck der äusseren Schale mit Sicherheit zu erkennen. 


Lima perplana v. Koenen. 
Tafel I, Fig. 1, Tafel III, Figur 19a, b. 


Zwei anscheinend zu demselben Exemplar gehörige Schalen sitzen, etwas 
gegen einander verschoben, auf demselben Kalkstück, mit der Schale erhalten, 
sind aber am Schalenrande mehrfach beschädigt und zum Theil auch etwas ver- 
drückt; immerhin konnte der Umriss nach den feinen Anwachsstreifen ergänzt 
werden. 

Die Schalen sind gegen 62 mm breit und 72 mm hoch gewesen, aber wohl 
höchstens 10 mm dick; der gerade Schlossrand ist 15 mm lang. Die Anwachs- 
linien sind auf der platten Schale erst auf dem unteren Drittel deutlicher zu er- 
kennen, und zwar mehr durch die abwechselnd hellere und dunklere Färbung, 
als durch eigentliche Streifen; nur auf der äussersten, 5 mm breiten Zone wer- 
den kleine Absätze der Schale sichtbar. Die Wölbung ist ziemlich gleichmässig, 
auf der vorderen Seite wesentlich stärker, als auf der hinteren. Der vordere 
Schalrand ist in einer Länge von fast 50 mm gerade abgestutzt und zunächst 
dem vorderen, ganz kurzen Ohr etwas eingebuchtet; dieses ist an der linken 
Schale beschädigt und lässt sich an der rechten, abgebildeten, nicht freilegen. 

Der Schalrand zeigt die stärkste Krümmung auf der vorderen Hälfte der 
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unteren Seite und, schon wesentlich schwächer, auf der oberen Hälfte der hin- 
teren Seite, die geringste auf der unteren Hälfte der hinteren Seite, doch 
gehen diese verschiedenen Krümmungen stets ganz allmählich, ohne jede, wenn 
auch abgerundete Ecke in einander über, so dass stumpfe Ecken nur am hin- 
teren Ende des Schlossrandes und am unteren Ende der Abstutzung vorn auf- 
treten. Unterhalb des Schlossrandes laufen vom Wirbel ganz flache, durch 
enge Furchen getrennte Streifen nach hinten, wo sie schliesslich eine Fläche 
von 5 mm Breite einnehmen. Einige stark beschädigte, kleinere Exemplare, 
welche derselben Art anzugehören scheinen, tragen bis zu 10 mm vom Wirbel 
auf der ganzen Schale feine, eingeritzte Radiallinien, welche dann etwa 0,5 mm 
von einander entfernt sind und zuerst auf der Mitte und vor der Mitte der 
Schale verschwinden, dann aber auch immer weiter nach vorn und nach hinten. 
Auf dem hintersten Theile der Schale sind diese Furchen ein wenig breiter und 
erscheinen punktirt durch sehr schräg nach hinten -unten laufende Leistchen, 
welche immer an den dahinter liegenden Rippen sitzen, so dass diese, übrigens 
etwas gewölbten Rippchen auf ihrem vorderen Rande wie zerhackt aussehen. 

Diese feine Skulptur könnte auf den grossen Schalen durch Abnutzung ver- 
schwunden sein. 

Unsere Art unterscheidet sich von anderen glatten Plagiostoma-Arten be- 
sonders durch ihre geringe Wölbung oder auch durch ihre Ingheie Gestalt, so 
von der Lima Neocomiensis d’Orb. 


Inoceramus? sp. 
Tafel III, Figur 21. 


Die abgebildete, flach gewölbte Schale hat mindestens 33 mm grössten 
Durchmesser gehabt und ist vielfach am Rande beschädigt, doch ist der rund- 
lich-eiförmige Umriss nach den Anwachs-Runzeln leicht zu ergänzen, welche die 
ganze Schale bedecken und meistens gegen 2 mm von Mitte zu Mitte von ein- 
ander entfernt, aber ziemlich unregelmässig sind. Sie sind rundlich bis kantig, 
mässig hoch und durchschnittlich etwa ebenso breit, wie ihre Zwischenräume. 
Die Wirbelkanten bilden einen Winkel von nahezu 120 Grad, und die vordere 
mit dem grössten Durchmesser der Schale einen Winkel von ca. 80 Grad. Vor 
dem Wirbel ist die Schale ein wenig ausgebreitet, ohne ein eigentliches Ohr zu 
bilden. Hinter dem Wirbel ist dagegen der Anfang eines scharf durch eine 
tiefe Furche begrenzten Ohres oder Flügels erhalten. Die Schale ist jedenfalls 
weniger als 0,2 mm dick und lässt an einer Stelle noch faserige Struktur senkrecht 
zur Oberfläche erkennen, wie sie eben bei der Gattung Inoceramus auftritt. Es 
ist daher wohl anzunehmen, dass die untere Schalenlage verschwunden ist, wie ja 
so häufig bei dieser Gattung; zu dieser oder Posidonomya passt unser Stück auch 
wohl nach der Skulptur, aber nicht in Folge der scharfen Begrenzung des hin- 
teren Ohres, sondern durch diese eher zu Monotis oder vielleicht auch zu Didy- 
motis Gerhardt (N. Jahrb. f. Mineralogie, Beilageband XI, S. 178, taf. V, f. 3). 


Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F, Band 1, ı. 4 


26 A. VON KOENEN, 


Diese vergleicht zwar Gerhardt mit Posidonomya, doch hat die P. Becheri, 
wie ich (N. Jahrbuch f. Min. 1879 S. 334) gezeigt habe, keineswegs „papier- 
dünne“ Schalen gehabt, wie noch in neuester Zeit von verschiedenen Autoren 
angegeben wurde, vielmehr ist gewöhnlich die ganze Schale oder doch die untere 
Lage derselben zerstört. 

Eine zweite rechte Klappe vom Mungo ist noch unvollständiger erhalten. 


Modiola plieifera v. Koenen. 
Tafel II, Figur 2. 


Ausser der abgebildeten, hinten beschädigten und etwas verdrückten rechten 
Klappe fanden sich in dem Kalksandstein noch Bruchstücke von mindestens 
6 Schalen. Die erstere ist gegen 66 mm lang und hinten 23 mm hoch gewesen 
bei ca. 7” mm Dicke der Wölbung. Der Umriss der Schale ist lang-eiförmig, so 
dass sie etwa 7 mm von vorn nur 15 mm hoch ist. Der Wirbel ist niedrig, 
ziemlich stark nach vorn gerichtet und liegt 5 mm hinter dem vorderen Ende 
des Schalrandes, welcher dort recht gleichmässig abgerundet ist, aber unten 
schnell eine flachere Krümmung annimmt und so in den unteren Schalrand über- 
geht. Dieser ist von 10 mm vom vorderen Schalenende an auf etwa 40 mm 
Länge fast gerade gewesen und biegt sich dann ziemlich schnell zum hinteren 
Rande um, welcher schnell wieder eine flache Krümmung annimmt und allmäh- 
lich in den hinteren Schlossrand übergeht, durchschnittlich aber gegen diesen mit 
etwa 135 Grad geneigt ist. Derselbe ist vom Wirbel an auf fast 40 mm Länge 
nur wenig gekrümmt. Unter ihm folgt eine flache, nach hinten immer breiter 
werdende Einsenkung, nach unten begrenzt durch die stärkste Wölbung, welche 
hinter dem Wirbel fast eine abgerundete Kante bildet und, allmählich flacher 
werdend, nach der kurzen Rundung zwischen dem hinteren und dem unteren 
Schalenrande verläuft. Der Haupttheil der Schale ist recht flach gewölbt und 
erst auf den vordersten 1O mm, unter und vor dem Wirbel, wieder etwas stärker. 

Der hintere Theil der Schale trägt leidlich regelmässige Anwachsrippen, 
welche von vorn weit schärfer begrenzt sind, als von hinten, nahe dem Schloss- 
rande sowohl, als auch auf der Hauptwölbung allmählich flacher werden und vor 
dieser schnell in flache, unregelmässige Falten übergehen. Diese werden nach 
vorn etwas runzelig. Die Rippen sind auf der erwähnten Wölbung 20 mm vom 
Wirbel etwa 0,8 mm, 30 mm vom Wirbel gegen 1 mm und 40 mm vom Wirbel 
etwa 1,2 bis 1,3 mm von Mitte zu Mitte von einander entfernt. 

In der Skulptur zeigt unsere Art einige Aehnlichkeit mit einer Reihe von 
anderen, wie M. radiata v. Münster, in der Gestalt weicht sie jedoch recht be- 
deutend von denselben ab. 
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Lithodomus inflexus v. Koenen. 
Tafel III, Figur 30a, b. 


Die beiden Klappen des einzigen Exemplares sind etwas gegen einander 
verschoben und an verschiedenen Stellen beschädigt, doch so, dass sie sich er- 
gänzen, zumal da die Schale grösstentheils erhalten ist. Die Länge beträgt fast 
10 mm, die Höhe 4 mm und die Dicke wohl eben so viel. Die Schale ist vorn 
unter dem Wirbel abgestutzt und biegt sich schnell zum unteren Schalenrande 
herum; dieser ist bis zum hintersten Viertel ziemlich gerade, biegt sich auf 
diesem ziemlich schnell auf und dann immer langsamer zum geraden hinteren 
Schlossrande herum, welcher höchstens die Hälfte der Schalenlänge einnimmt. 
Schon unter dem hinteren Theile des Schlossrandes bildet sich eine Einsenkung 
der Schaloberfläche aus, welche bald breiter wird und erst nahe dem hintersten 
Ende der Schale ganz verschwindet; von diesem zieht sich eine ziemlich gleich- 
mässige, nach vorn immer stärker werdende Wölbung bis zum Wirbel, welche 
nach vorn-unten schnell in eine ebene Fläche übergeht. Die Schale ist bedeckt 
von zahlreichen Anwachsstreifen, welche auf der ebenen Fläche ziemlich rauh 
und wellig-runzelig sind, auf der hinteren Wölbung aber feiner und gleichmässi- 
ger werden. Auf dem vorderen Theile der Schale sind einzelne schwache, kan- 
tenartige Streifen vorhanden, welche nicht radial, sondern senkrecht gegen die 
Anwachsstreifen verlaufen, aber nicht regelmässig fortsetzen. 

Durch die lange Krümmung des oberen Theiles des hinteren Schalenrandes 
nähert sich unsere Art manchen zu Mytilus oder Modiola gestellten Formen. 

Kleine, mit Gestein erfüllte Bohrlöcher in den unreinen Kalken könnten 
möglicher Weise mindestens zum Theil von unserer Art herrühren. 


Septifer? convolutus v. Koenen. 
Tafel III, Figur 22a,b; 23a, b. 


Ein Dutzend einzelne Schalen von verschiedener Grösse liegen vor, doch 
konnten sie nur theilweise äusserlich ganz von Gestein befreit werden; das In- 
nere ist an keiner derselben zu erkennen. Die grössten Schalen sind 9,3 mm 
lang, 5,5 mm breit und gegen 2,5 mm hoch gewölbt, die kleine, Figur 22 abgebil- 
dete ist knapp 7 mm lang, reichlich 4 mm breit und etwa 2 mm hoch gewölbt. 

Vom Wirbel läuft eine etwas abgerundete, aber fast Kiel-artige Kante nach 
unten, als Grenze zwischen dem vorderen und dem mittleren Theile der Schale, 
indem sie etwa eine halbe Windung eines Bogens beschreibt, welcher nicht in 
einer Ebene liegt und zuerst weit stärker gekrümmt ist, als zuletzt, aber so, 
dass etwa die untere Hälfte der vorderen Schalseite überhängt. 

Vor dem stumpfen Wirbel springt die Schale noch ein wenig, etwa 0,5 mm, 
vor, doch ist dieser Theil bei den grösseren Stücken abgerieben oder angeätzt. 

4” 
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Der Umriss der Schale ist vorn stark eingebuchtet, nach unten ziemlich kurz 
gerundet und erhält nach hinten und schliesslich nach oben allmählich eine 
flachere Biegung bis zu dem geraden Schlossrande. Die Wölbung ist dicht 
hinter der erwähnten Kante recht stark, verflacht sich aber bald nach hinten 
zu bedeutend und weiterhin ganz allmählich bis zu einer flachen Einsenkung 
über dem Schlossrande. Der mittlere und hintere Theil der Schale trägt in 
der Jugend gegend 12 dicke, hohe, gedrängte Radialstreifen, welche bald an- 
fangen, sich unregelmässig durch Theilung und Einschiebung zu vermehren und 
zugleich breitere Zwischenräume bekommen, von welchen aber die hintersten 
unter mehrfacher Spaltung sich nach einander nach oben biegen und an den 
Schlossrand beziehungsweise den hinteren Schalenrand laufen, so dass auf der Mitte 
der Schale zwischen dem Kiel und dem hinteren Rande nur etwa 15 Radialrippen 
vorhanden sind. Am unteren Rande sind die Rippen von Mitte zu Mitte etwa 
0,4 mm von einander entfernt und etwa eben so breit, wie ihre Zwischenräume. 

Von der vorderen, steil stehenden Fläche der Schale trägt die hintere Hälfte 
ähnliche Rippen, welche nicht vom Wirbel auslaufen, sondern hinter diesem sich 
von dem Spiralstreifen auf der Kante abspalten und schräg an den Schalrand 
verlaufen. Der vordere Theil dieser Fläche ist auf seiner hinteren Hälfte glatt, 
auf der vorderen aber auch mit ähnlichen Rippen bedeckt, welche sämmtlich von 
dem vorderen Ende des Wirbels nach dem vorderen Schalrande laufen. Auf 
dem vorderen Theile der vorderen Fläche sind etwas unregelmässige, schmale, 
runzelige Anwachsfalten besonders in der Jugend sehr deutlich, verschwinden 
aber später; nur bei einzelnen Stücken sind sie auch im Alter auf dem mittleren 
und hinteren Theile der Schale vorhanden, dann aber sehr breit und bis über 
1 mm von Mitte zu Mitte von einander entfernt. Sie bedingen dann Anschwel- 
lungen der Radialrippen, welche ausserdem zuweilen eine mehr oder minder deut- 
liche und regelmässige Körnelung erkennen lassen. 


Pinna latissima v. Koenen. 


Tafel III, Figur 25. 


Das abgebildete Bruchstück des unteren Theiles der Schale liegt allein vor. 
Durch eine Kante, welche nur nach unten scharf begrenzt ist, wird die Schale 
in zwei Flächen getheilt, welche durchschnittlich mit etwa 120 Grad gegen ein- 
ander geneigt sind; die obere Fläche konnte nur in sehr geringer Ausdehnung 
von Gestein befreit werden, ist aber doch bis zu einer Breite von etwa 10 mm 
sicher zu erkennen, die untere ist 13 mm breit, aber nicht ganz eben, indem sie 
unterhalb des Kieles eine schmale Einsenkung hat, eine breitere, aber flachere 
etwa in der Mitte, und eine noch breitere zwischen letzterer und dem unteren 
Schalenrande. Die Schale trägt feine Radialstreifen, welche am hinteren Rande 
durchschnittlich 1 mm von einander entfernt sind, auf der unteren Fläche aber 
nur auf dem untersten Drittel höher werden und deutlicher hervortreten. 


UEBER FOSSILIEN DER UNTEREN KREIDE AM UFER DES MUNGO IN KAMERUN. 29 


Falls der Wirbel in der Fortsetzung dieser Radialstreifen und des Kieles 
liegt, so würde die ganze Schale bei mindestens 25 mm Breite nur etwa 35 mm 
Länge gehabt haben, wovon die hintersten 20 mm erhalten sind. Sehr dünne, 
erhabene Anwachsstreifen laufen in Abständen von durchschnittlich etwa 0,7 mm 
über die Schale hinweg, indem sie zwischen je zwei Streifen immer einen Bogen 
nach vorn beschreiben. Diese Anwachsstreifen sind auf der unteren Hälfte 
der unteren Fläche, sowie auf und über dem Kiel am deutlichsten. Der hintere 
Rand der unteren Fläche bildet fast einen Viertelkreis. 


Arca semiglabra v. Koenen. 
Tafel III, Figur 28a,b; 29a, b. 


Es liegen vier einzelne Schalen vor, welche sämmtlich etwas beschädigt 
sind, doch an verschiedenen Stellen ; die Figur 28 abgebildete ist 18,5 mm breit, 
15 mm lang und gegen 7 mm hoch gewölbt; die übrigen sind bis auf eine, welche 
etwas grösser, aber etwas verdrückt ist, sämmmtlich kleiner. 

Von dem mässig hervorragenden Wirbel läuft eine stumpfe, abgerundete 
Kante nach einer eben solchen Ecke zwischen dem unteren und hinteren Schal- 
rande, welcher unten mit ca. 80 Grad gegen den Schlossrand geneigt ist, nach 
oben sich aber allmählich immer mehr zu diesem umbiegt. Der gerade Schloss- 
rand ist nicht ganz halb so lang, wie die Schale breit, und geht ohne Ecke in 
den vorderen Schalenrand über, welcher sich in ziemlich gleichmässigem, doch 
unten flacher werdendem Bogen zum unteren Schalenrande herumbiegt; dieser 
ist nur mässig gekrümmt und konvergirt durchschnittlich mit dem Schlossrande 
nach vorn unter einem Winkel von etwa 25 Grad. 

Die hintere Fläche der Schale ist ein wenig eingesenkt, zumal nahe dem 
Wirbel, der Haupttheil dagegen vor der Kante flach gewölbt und erst weiter 
vorn etwas stärker. Die Schale trägt flache, unregelmässig sich spaltende 
Radialstreifen, welche von Mitte zu Mitte gegen 0,3 mm von einander entfernt 
und auf dem vorderen Theile der Schale am deutlichsten, auf dem hinteren und, 
im Alter, auch auf dem mittleren Theile mehr oder minder undeutlich sind- 
Ueber diese Radialstreifen laufen flache Anwachsstreifen hinweg, welche von 
Mitte zu Mitte etwa 0,3 bis 0,4 mm von einander entfernt und auf dem vorderen 
Theile der Schale am deutlichsten sind, nach hinten zu immer flacher werden. 

Der kleine Wirbel ist kaum 1 mm vom Schlossrande entfernt, und auf dem 
dreieckigen Felde zwischen beiden sind noch je 2 von der Mittellinie sehr schräg 
nach dem Schlossrande laufende Ligamentfurchen zu erkennen. Die Schlossfläche 
ist vor dem Wirbel nur ganz schwach gekrümmt und trägt bis zu 8Smm weit 
vor dem Wirbel Schlosszähne, und zwar auf 2 mm vom Wirbel 6 schwache, 
senkrechtstehende, und dann 8 stärkere, von welchen die ersten geknickt sind, 
indem ihre untere Hälfte steil steht, die obere sich stark vorbiegt, während die 
vordersten Zähne nur die letztere Richtung haben, und die mittleren einen 
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Uebergang zwischen beiden Formen bilden. Die hintere Schlossfläche ist stark 
gekrümmt und trägt bis zu 7” mm vom Wirbel Schlosszähne, auf dem ersten mm 
einige ganz schwache, dann 13 stärkere, und zwar stehen die ersten senkrecht, 
die folgenden biegen sich oben nach hinten um, und die übrigen stellen sich 
mehr und mehr schräg, so dass die letzten, etwas schwächeren, fast dem Schloss- 
rande parallel stehen. 

In der Gestalt und zum Theil auch in der Skulptur hat unsere Art einige 
Aehnlichkeit mit einer Reihe von Arten der Kreide, welche theils zu der Gat- 
tung Cucullaea, theils zu Arca gestellt worden sind. Zu Cucullaea passt aber 
das Schloss nicht, eben so wenig, wie z.B. das von Gerhardt (Jahrb. f. Min. 
Beilageband XI, 1. Taf. V f. 4) als Oucullaea brevis d’Orb. abgebildete aus dem 
Aptien Columbien’s, und von den sonst vergleichbaren Arca-Arten unterscheidet 
sich unsere Form durch die Gestalt, namentlich durch die Stellung des Schloss- 
randes zum unteren Schalenrande. Falls man unsere Art nicht einfach zu Arca 
stellen will, würde sie wohl zu Trigonarca Conrad zu ziehen sein, von der mir 
leider typische Exemplare nicht vorliegen. 


Arca eardiformis v. Koenen. 
Tafel III, Figur 27 a, b. 


Von 6 Exemplaren haben die meisten nur noch geringe Reste der Schale, 
und die beiden letzten sind am Rande beschädigt, lassen sich aber leicht ergänzen. 
Die abgebildete linke Klappe ist 14 mm hoch, 17 mm breit und 5 mm dick 
gewölbt; von den übrigen ist nur eine einzige etwa eben so gross. Die Schale 
ist dreieckig, fast gleichseitig, doch biegt sich der untere, grossentheils nur 
schwach gekrümmte Schalenrand schon zu dem vordersten Drittel und auf diesem 
selbst erheblich stärker in die Höhe, als hinten, und der vordere Schalrand 
beginnt somit wesentlich höher, als der hintere, obgleich beide durch einen 
ziemlich weiten Bogen in den unteren übergehen; dafür steht der hintere Scha- 
lenrand etwas steiler und biegt sich erst etwa in der halben Höhe der Schale 
nach dem Schlossrande zu. 

Der Wirbel ist niedergedrückt, recht stark umgebogen, kaum merkbar nach 
vorn gerichtet und ragt gegen 2 mm über den Schlossrand hinaus. Die Wölbung 
der Schale ist in der Mitte recht flach, nach vorn ein wenig deutlicher und 
zuletzt, auf dem Uebergang zur vorderen Seite eben so wie zu der hinteren, 
ziemlich stark; ausserdem läuft vorn eine stumpfe Kante vom Wirbel aus, vor 
welcher eine flache Einsenkung liegt, doch verlieren sich beide allmählich etwa 
3 bis 4 mm vom Wirbel anscheinend ganz und gehen in eine flache Wölbung über. 

Auf der hinteren Seite der Schale beginnen am Rande recht hohe, gedrängte 
Anwachsrippchen, welche allmählich etwas breitere Zwischenräume bekommen, 
nach unten steiler abfallen und auf der stärkeren Wölbung zum mittleren Theile 
der Schale sich schnell ganz verflachen; nahe dem unteren Rande der Schale 
sind sie zuletzt etwa 0,25 mm breit, eben so breit, wie ihre Zwischenräume. 
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Der vordere Theil der Schale scheint ähnliche Anwachsrippen nur in nächster 
Nähe des Schalrandes gehabt zu haben; soweit die Schale hier genügend erhalten 
ist, sieht man, dass die Rippchen nach hinten sehr schnell dünner und niedriger 
werden und verschwinden. 

Der mittlere Theil der Schale trägt auf seiner oberen Hälfte nur sehr feine 
Anwachsstreifen und zuletzt auch einzelne ganz flache und unregelmässige Falten; 
auf seiner unteren Hälfte erhält er sehr regelmässige, durch ganz enge Furchen 
getrennte, rundliche Anwachsrippchen, welche nach unten etwas schärfer begrenzt 
sind, als nach oben, und zuerst 0,2 mm bis 0,25 mm, zuletzt 0,3 mm breit sind. 
Nach vorn und nach hinten werden diese Rippchen flacher, und sie verschwinden 
resp. gehen in ganz flache und unregelmässige Falten über schon vor dem 
Anfange der stärkeren Wölbung auf beiden Seiten, indem sich öfters je 2 Ripp- 
chen vereinigen, andere einfach auskeilen; die Falten sind an verschiedenen 
Schalen recht verschieden deutlich und laufen weiter bis zu den hinteren Ripp- 
chen. Von dem Schloss habe ich nur die hintere Hälfte einigermassen frei legen 
können und auch diese nicht so gut, dass eine genaue Abbildung geliefert werden 
könnte. Der äussere Schlossrand scheint in einer Länge von etwa 4 mm gerade 
zu sein; unter ihm sind einige steil stehende Zähne sichtbar, von welchen die 
äusseren von Mitte zu Mitte gegen 0,5 mm breit sind. Nach hinten folgt ein 
gekrümmter Theil der Schlossfläche in einer Länge von ca. 5 mm, auf welchem die 
Zähne allmählich etwas dicker werden und bald eine weniger steile Stellung 
annehmen, so dass die letzten ziemlich horizontal stehen. Die Ligamentgruben 
und die mittelsten Schlosszähne sind nicht sicher zu erkennen. Ich stelle unsere 
Art wegen ihrer Gestalt nicht zu der Gattung Peetunculus, sondern zu Arca, 
wenn auch mit allem Vorbehalt. 


Leda eultellus v. Koenen. 
Tafel III, Figur 24a, b, c. 


Bei dem Zerschlagen der Kalkstücke konnten 10 Exemplare mehr oder 
minder vollständig herausgelöst werden, wenn auch grösstentheils nur als Stein- 
kerne. Die grösste Schale ist gegen 13 mm lang und 5,7 mm hoch, eine andere 
gegen ll mm lang und 4,6 mm hoch gewesen; die abgebildete ist 1O mm breit 
und Amm hoch, aber knapp 1 mm hoch gewölbt. An dem kleinen, wenig hervor- 
ragenden Wirbel bildet der Schalenrand einen Winkel von etwa 160 Grad. 
Die hintere Seite ist um mindestens ein Viertel länger, als die vordere, und 
endigt mit einer nahezu rechtwinkligen Ecke, an welcher der gerade hintere 
Schlossrand mit dem hinteren Schalrande zusammenstösst, während der vordere 
Schlossrand vorn nicht so scharf begrenzt ist, sondern sich allmählich zum vor- 
deren Schalrande umbiegt, welcher ziemlich gleichmässig abgerundet ist, aber 
dann in einen flacheren Bogen und den unteren Schalrand übergeht. Dieser 
ist vorn noch am stärksten gekrümmt, in der Mitte recht schwach und nach 
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dem hinteren Schalrande zu wieder allmählich stärker. Die Wölbung der Schale 
ist gering und ziemlich gleichmässig bis auf den sehr flachen hintersten Theil. 

Die glänzend glatte Schale lässt mit Hülfe der Loupe zahlreiche sehr feine, 
zum Theil fast faltenartige Anwachsstreifen erkennen. Sowohl vor als auch 
hinter dem Wirbel trägt die Schale längs der Schlossränder je ein sehr schmales, 
langes Schlossfeld, welches durch eine ziemlich tiefe Rinne begrenzt wird, zu 
welcher sich die Schale mit einer wenig abgerundeten Kante umbiegt. Innerhalb 
dieser Schlossfelder und um etwa ein Sechstel kürzer findet sich je eine Kante 
und darüber eine zweite Rinne dicht neben dem Schlossrande selbst. 

An einzelnen Stellen anderer Exemplare sind einige Schlosszähne zu er- 
kennen, welche knapp 0,2 mm von Mitte zu Mitte von einander entfernt sind. 


Leda sp. ind. 
Tafel III, Figur 26 a, b. 


Ausser kleinen, stark beschädigten Schalen liegt eine fast vollständige vor, 
welche gegen 6,5 mm Breite und 3,5 mm Höhe hat bei etwa 1 mm Dicke der 
Wölbung. Sie gleicht einigermassen der Leda Foersteri Müller (Holzapfel in 
Palaeontogr. XXXV, 8.202. Taf. 21f. 13—17), ist aber verhältnissmässig breiter 
und wohl auch flacher gewölbt. Der Wirbel liegt ziemlich in der Mitte und ist 
recht stumpf. Vorn ist die Schale wohl abgerundet und nimmt nach dem unteren 
Schalrand allmählich eine fHachere Krümmung an. Dieser biegt sich erst ganz 
hinten stärker in die Höhe und trifft endlich den flach eingebogenen hinteren 
Schlossrand nahezu unter einem rechten Winkel. Die Skulptur besteht aus 
zahlreichen feinen, eingeritzten Anwachslinien, welche anscheinend nach unten 
schärfer begrenzt sind, als nach oben, und durch ganz flache, knapp 0,1 mm 
breite Bänder von einander getrennt werden. 

Da das Schloss sowie die Lunula und das Schild nicht zu sehen sind, so 
verzichte ich darauf, diese Art mit einem Namen zu belegen. 


Lucina sp. ind. 


Tafel IV, Figur 4a, b. 


Die einzige, abgebildete linke Klappe ist vorn beschädigt und wohl nur als 
Steinkern erhalten; die Höhe beträgt 6 mm, die Breite 7,3 mm, die Dicke der 
Wölbung gegen 2 mm, der Winkel der Wirbelkanten etwa 115 Grad, doch ist 
der hintere Schlossrand ein wenig gekrümmt und der vordere merklich einge- 
senkt. Der Wirbel ragt mässig hervor und ist mässig stark nach vorn gerichtet; 
vor dem Wirbel liegt eine gegen 3 mm lange, anscheinend tief eingesenkte, aber 
von Gestein verdeckte Lunula, hinter dem Wirbel ein schmales, etwa eben so 
langes und ebenfalls verdecktes Feld, welches durch eine ziemlich scharfe Kante 
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begrenzt wird. Ueber dieser folgt eine ziemlich tiefe Einsenkung, welche fast 
das hinterste Viertel der Schale einnimmt und nach vorn an einer Kante auf- 
hört, die nahe dem Wirbel recht scharf ist, nach unten allmählich stumpfer wird 
und sich weiter herabbiegt, so dass sie eine nur wenig stärkere Krümmung des 
Schalenrandes bedingt. Der Rest der Schale ist ziemlich gleichmässig gewölbt, 
nur weit vorn wieder etwas stärker. 

Leider ist keine Spur von der Schalenoberfläche noch vom Schloss und den 
Eindrücken der Muskeln und des Mantels mit Sicherheit zu erkennen. 


Cardium perobliquum v. Koenen. 
Tafel IV, Figur 3a, b, c. 


Ausser der abgebildeten rechten Klappe fanden sich beim Zerkleinern des 
Gesteins nur noch zwei Steinkerne kleinerer Exemplare, welche derselben Art 
angehören dürften. Erstere ist 11,5 mm lang, 7,5 mm breit und 5mm dick 
gewölbt; vom Wirbel verläuft eine etwas abgestumpfte Kante nach einer ein 
wenig abgerundeten Ecke, an welcher der schwach gekrümmte hintere Schalrand 
mit dem unteren unter einem Winkel von annähernd 90 Grad zusammenstösst. 
Der untere Schalenrand biegt sich ziemlich gleichmässig bis in die Nähe des 
vorderen Schlossrandes auf und dann zu diesem ein wenig schneller um. Der 
vor der erwähnten Kante liegende Theil der Schale ist auf seiner vorderen 
Hälfte etwas stärker gewölbt, als auf der hinteren. Der hintere Theil der 
Schale steht zunächst dem Wirbel ganz steil und ist in der Mitte ein wenig 
eingesenkt. Weiterhin wird die Neigung zur Schalenebene etwas weniger steil, 
und die Einsenkung verliert sich allmählich. 

Der Schlossrand ist recht dick und in einer Länge von etwa 3,5 mm nur 
wenig gebogen, und der stark gekrümmte, ein wenig nach vorn gerichtete Wirbel 
ragt fast 2 mm über ihn hinaus. Die Schlossfläche ist etwas abgenutzt, lässt 
aber etwas vor ihrer Mitte und an ihrem hinteren Ende noch Spuren von Zähnen, 
sowie von Gruben für die Zähne der linken Klappe erkennen. 

Der Kiel trägt eine hohe Radialrippe, und der vor ihm liegende Theil der 
Schale noch etwa 22 Rippen, von welchen die ersten 6 allmählich, die folgenden 
etwas schneller an Stärke und besonders auch an Höhe abnehmen, so dass sie 
eine etwas dachförmige Gestalt bekommen und durch enge Rinnen von einander 
getrennt werden, während die hintersten sehr hoch sind und durch tiefe Furchen 
von einander getrennt sind. 

Der hintere, steil abfallende Theil der Schale trägt gegen 12 Radialrippen, 
welche nach hinten schmaler werden und namentlich schnell an Höhe abnehmen, 
so dass die erste nicht gar viel gegen die Rippe auf der Kante zurücktritt und 
eine Abstumpfung der letzteren bedingt, während die 6 hintersten recht niedrig 
und, freilich in Folge von Abnutzung, auch undeutlich sind. Sämmtliche Rippen 
scheinen, mindestens im Alter, Höcker getragen zu haben in Abständen von 
etwa 0,5 bis 0,6 mm. 

Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F, Band 1, ı. 5 
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Falls anders unsere Art zu der Gattung Cardium gehört, wie ich nach den 
vorhandenen Resten des Schlosses glauben möchte, so würde sie in die Nähe 
der eocänen Gattung Lithocardium Woodward zu stellen sein. 


Astarte tecticosta v. Koenen. 
Tafel IV, Figur 7a, b. 


Ausser der abgebildeten, fast ganz vollständigen, wenn auch besonders in 
der Wirbelgegend abgenutzten linken Klappe liegen noch drei bedeutend kleinere 
vor, welche derselben Art angehören dürften; die erstere ist 10 mm breit, 8 mm 
hoch und gegen 2 mm dick gewölbt. Der hintere Schlossrand ist etwas gekrümmt 
und gegen den etwas eingebuchteten vorderen durchschnittlich mit 90 Grad 
geneigt, vorn mit etwa 80 Grad, hinten mit etwa 100 Grad, und ist ziemlich 
noch einmal so lang, wie der vordere, welcher mit mässig kurzer Biegung in 
den Schalenrand übergeht. Dieser nimmt allmählich eine schwächere Krümmung 
an, so dass das mittlere Drittel nur schwach gekrümmt ist, doch wird auf dem 
hinteren Drittel die Biegung schnell wieder stärker bis zum hinteren Schlossrande. 

Die Wölbung ist auf dem hinteren Drittel am stärksten, auf der Mitte am 
schwächsten und auf dem vordersten Viertel wieder etwas stärker. Vorn findet 
sich eine tiefe, 3,5 mm lange, durch eine scharfe Kante begrenzte Lunula und 
hinten ein ähnlich begrenztes, langes, schmales Feld. 

Die Skulptur besteht aus ungewöhnlich hohen und dicken Anwachs-Rippen, 
welche, fast ebenso breit wie ihre Zwischenräume, von Mitte zu Mitte im Alter 
gegen 1 mm von einander entfernt sind, Imm vom Wirbel aber nur halb so 
weit. In der Jugend sind sie nur mässig hoch, im Alter aber mindestens so hoch 
wie breit und von unten her ausgehöhlt, während sie an ihrem oberen Rande 
steil abfallen. In den Zwischenräumen tritt öfters je ein niedriger Streifen auf. 

Das Schloss lässt sich leider nicht wohl frei legen, da das Gestein hart 
ist und Schalentrümmer anderer Bivalven enthält. 

In der Gestalt gleicht unsere Art mancherlei anderen Astarte-Arten, aber 
in der Skulptur weicht es von diesen wesentlich ab. 


Astarte (@oodallia?) trigonella v. Koenen. 
Tafel IV, Figur 1a, b, ce. 


Die einzige vorliegende, abgebildete rechte Klappe ist nur unbedeutend 
beschädigt, und es gelang mir, auch das Schloss frei zu legen; sie ist 14,5 mm 
lang, ebenso breit und 5 mm dick gewölbt. Die ziemlich dieke Schale ist fast 
gleichseitig-dreieckig, doch mit einer starken Herausbiegung des hinteren 
Schalenrandes, welcher durch eine wenig abgerundete Ecke von dem grossentheils 
ziemlich geraden unteren Schalenrande getrennt wird. Dieser biegt sich vorn 
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allmählich mehr in die Höhe und geht in einer besser abgerundeten Ecke in den 
vorderen Schalrand über, welcher auf seiner unteren Hälfte ziemlich gerade, auf 
seiner oberen bis zu dem deutlich nach vorn gerichteten Wirbel mässig einge- 
buchtet ist. Von dem ziemlich kleinen, nieder gedrückten Wirbel läuft nach 
dem hinteren Ende des unteren Schalrandes eine schwach abgerundete Kante, 
nach dem vorderen dagegen eine vollständig abgerundete. Der hintere Theil 
der Schale ist deutlich eingesenkt fast in seiner ganzen Länge, der vordere 
nur in der Nähe des Wirbeils. Eine schärfer begrenzte Lunula ist nicht vor- 
handen, sondern nur eine 6 mm lange und ca. 1,5 mm breite Einsenkung, dagegen 
läuft auf dem hinteren Theile der Schale vom Wirbel in flachem Bogen nach 
dem hinteren Schalenrande, 6 mm vom Wirbel, eine rundliche Kante, welche ein 
hinteres, bis zu 1,5 mm breites Feld begrenzt. 

Die ersten drei Fünftel der Schale sind glatt, der Rest trägt auf dem 
mittleren Theile breite Furchen, getrennt durch recht hohe Anwachsrunzeln, 
welche von Mitte zu Mitte meistens 0,5 mm, zum Theil aber auch über 1 mm 
von einander entfernt sind, auf dem vorderen und dem hinteren Theile der Schale 
aber grossentheils verschwinden. 

Die rechte Klappe besitzt 2 Schlosszähne und 2 Gruben für die Zähne der 
linken Klappe, sowie eine Grube für einen langen, schmalen vorderen Seitenzahn 
der letzteren. Die Grube für den vorderen Schlosszahn der linken Klappe ist 
sehr gross, und ihre Ränder divergiren vom Wirbel aus unter einem Winkel 
von ca. 80 Grad; die für den hinteren Zahn der linken Klappe ist ziemlich 
schmal, schmaler als der hintere Zahn der rechten, aber etwas breiter, als der 
vordere Zahn der rechten, und liegt unmittelbar unter dem kräftigen Ligament- 
träger. Die Grube in der rechten Klappe für den vorderen Seitenzahn der 
linken ist nach innen durch eine Leiste scharf begrenzt und reicht bis zu 6 mm 
vom Wirbel. 

Unsere Art nähert sich in der Gestalt einigermassen solchen Formen der 
Gattung Opis, bei welchen der Wirbel weniger spitz und weniger stark nach vorn 
gedreht und die Lunula wenig eingesenkt ist, wie O. trigonalis Sow. sp. aus dem 
Unter-Oolith und O. semilunulata Etallon aus den Diceras-Schichten, für welche 
Bigot die Untergattung Trigonastarte aufstellte (Sur les Opis. M&m. Soc. Linn. de 
Normandie X VIII, 1894-95, S. 159), weicht aber durch das Schloss weit von 
ihnen ab, welches eine gewisse Uebereinstimmung mit dem einzelner Astarte- 
ähnlicher Formen zeigt, so z. B. mit der Goodallia Koeneni Speyer. 

Sobald mehr und besseres Material von unserer Art vorliegt, dürfte für 
dieselbe eine besondere Untergattung aufzustellen sein. 


Cardita sphaericula v. Koenen. 
Tafel IV, Figur 2a, b. 
Die einzige vorliegende linke Klappe ist vielleicht ein wenig abgenutzt, 


doch gelang es, das Schloss frei zu legen. Sie ist 4,7 mm breit, 5 mm lang und 
5H* 
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2,3 mm dick gewölbt. Der stumpfe Wirbel ragt verhältnissmässig stark hervor, 
und die Wirbelseiten bilden einen Winkel von ca. 80 Grad; im Uebrigen ist 
der Umriss rundlich und die Krümmung am Uebergang des hinteren Schalen- 
randes zum unteren und zum Schlossrande noch am stärksten, ein wenig schwächer 
am oberen Ende des vorderen Schalrandes, und am schwächsten am unteren 
Schalenrande. Die Wölbung ist hinter der Mitte der Schale am stärksten. Vor 
dem Wirbel befindet sich eine ca. 2 mm lange, ziemlich tiefe, aber anscheinend 
nicht scharf begrenzte Lunula. 

Die Skulptur besteht aus etwa 25 dicken, durch schmalere Furchen ge- 
trennten Radialrippen, welche freilich nach dem Wirbel zu und auf der hinteren 
Hälfte der Schale mehr oder minder abgenutzt sind; nahe dem hinteren Rande 
werden sie jedenfalls etwas schmaler. Sie scheinen nicht glatt, sondern gekerbt 
oder gekörnelt gewesen zu sein und werden durch 2 verhältnissmässig starke 
Absätze je 0,5 mm vom Schalenrande und von einander förmlich unterbrochen. 

Das Schloss ist recht kräftig, leider in seinem dem Wirbel zunächst lie- 
genden Theile abgenutzt; in seiner Mitte steht ein dicker, dreieckiger Zahn, 
dessen Seiten nach oben mit ca. 45 Grad konvergiren; von einem vorderen 
Schlosszahn sind nur Spuren vorhanden. Die lange Grube für den hinteren 
Schlosszahn der linken Klappe ist etwas breiter, als die für den vorderen. 


Cytherea Wohltmanni v. Koenen. 
Tafel IV, Figur 8a, b; 9; var? Figur 6. 


Die häufigste Art, von welcher ich beim Zerschlagen der unreinen Kalke 
über 20 mehr oder minder vollständige Schalen erhielt, aber mindestens 50 
gesehen habe, ist eine rundlich-eiförmige Form, welche sich freilich wegen ihrer 
rauhen Skulptur nur schwer und unvollständig mit ihrer Aussenschale vom 
Gestein befreien lässt. 

Das abgebildete, zweiklappige Exemplar ist 24 mm breit, 20 mm hoch und 
11,5 mm diek; die grössten der übrigen sind allerhöchstens 25 mm breit. Der 
Wirbel liegt dicht hinter dem vorderen Drittel der Schale, ist recht stark nach 
vorn gerichtet, aber verhältnissmässig wenig aufgetrieben. 

Der untere Schalrand ist hinten am wenigsten gekrümmt und geht hier in 
kurzem Bogen in den hinteren Schalrand und den mässig gekrümmten Schloss- 
rand über. Nach vorn erhält er unten allmählich eine stärkere Biegung und 
geht so in den vorderen Schalenrand und endlich in den vorderen Schlossrand 
über, welcher mit dem mittleren Theile des hinteren Schlossrandes einen Winkel 
von knapp 110 Grad bildet. 

Die Wölbung ist auf dem hintersten Drittel am stärksten, in der Mitte 
am schwächsten. Die Skulptur besteht aus ziemlich hohen Anwachsrippen, 
welche besonders im Alter von oben ausgehöhlt oder doch scharf begrenzt sind, 
nach unten aber ziemlich gleichmässig abfallen und nahe dem unteren Rande zum 
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Theil über Ilmm breit sind, vorher etwa 0,7 mm, über der Mitte der Schale 
gegen 0,5 mm, und auf dem obersten Viertel nur etwa 0,1 mm bis 0,2 mm. Die 
Lunula ist nur wenig vertieft und etwa 5 mm lang und 4 mm breit. 

Das Schloss habe ich an einer rechten Klappe grösstentheils frei legen 
können. Nach den Zahngruben in demselben zu urtheilen, ist der vordere Zahn 
der linken Klappe ein wenig breiter, als der mittlere und als der mittlere der 
rechten, aber merklich dünner, wenn auch weit gedrungener, als der hintere 
Schlosszahn, und wesentlich stärker, als der schmale vordere der rechten Klappe, 
auf deren Schlossplatte vorn eine schmale Grube vorhanden ist, so dass die 
linke Klappe einen vorderen Seitenzahn gehabt hat. Der hintere Schlosszahn 
der linken Klappe ist jedenfalls ziemlich dünn und erhebt sich am Rande des 
Ligamentträgers. 

Dass Schloss ist somit ziemlich ähnlich dem von anderen Arten der Gattung, 
wie C. despecta Desh. (Anim. sans Vert. du bassin de Paris Taf. 30 f. 17, 18). 
Ob einzelne Schlosszähne gespalten waren, kann ich nicht entscheiden, da es 
nicht möglich war, die Oberfläche der Schlosszähne aus dem festen Gestein ganz 
unversehrt herauszupräpariren. Die inneren Abdrücke der Schale sind leider 
nicht scharf genug, um die Muskeleindrücke und den Verlauf des Mantelein- 
druckes erkennen zu lassen; nur an einem Stück sieht man, wenn auch wenig 
deutlich, dass eine Mantelbucht bis über das hintere Drittel der Schale hinausreicht. 

Vielleicht sind als Varietät derselben Art anzusehen das Figur 6 abgebil- 
dete, wohl erhaltene Exemplar, dessen Schloss sich leider nicht frei legen lässt, 
und ein Paar Bruchstücke. Ersteres ist 13,5 mm hoch, 16,5 mm breit und 4 mm 
dick gewölbt und weicht von der ächten C. Wohltmanni besonders dadurch ab, 
dass der Wirbel etwas weniger weit vorn liegt und weniger stark vorwärts 
gerichtet ist, dass der Schlossrand fast gerade und der Schalenrand hinten 
breiter abgerundet ist. 


Cytherea corbuloides v. Koenen. 
Tafel IV, Figur 10a, b. 


Die einzige, abgebildete linke Klappe ist vorn etwas beschädigt und etwas 
abgenutzt, besonders auf ihrer oberen Hälfte. Sie ist 16 mm hoch, fast 19 mm 
breit und etwa 5,5 mm dick gewölbt; sie hat einen rundlich -eiförmigen Umriss, 
abgesehen von dem recht stark hervorragenden und nach vorn gerichteten Wirbel 
und einer recht kurzen Rundung zwischen dem unteren und dem hinteren Rande. 
Die Wölbung ist am stärksten ganz hinten und ganz vorn, und auf der hinteren 
Hälfte etwas stärker, als auf der vorderen. In der Richtung vom Wirbel nach 
unten ist die Wölbung auf der oberen Hälfte wesentlich geringer, als auf der 
unteren, und über dem untersten Sechstel findet sich ein verhältnissmässig tiefer 
und breiter Absatz der Schale. Der untere Schalrand ist hinten nur flach 
gekrümmt und biegt sich nach vorn allmählich immer stärker zum vorderen 
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Rande und dem stark eingesenkten vorderen Schlossrande um, hinten dagegen 
recht kurz zu dem recht stark gekrümmten hinteren Rande und dem hinteren 
Schlossrande, welcher besonders auf seiner vorderen Hälfte verhältnissmässig 
stark gebogen ist. 

Die Skulptur ist nur auf der unteren Hälfte der Schale erhalten und 
besteht aus Anwachsrippen, welche oben scharf begrenzt sind, nach unten all- 
mählich abfallen und gegen 0,5 bis 0,6 mm von einander entfernt sind. 

Die Lunula ist mässig vertieft, durch eine enge Furche begrenzt und 4 mm 
lang und 1,3 mm breit. 

Das Schloss liess sich leidlich gut reinigen, wenn auch die Oberfläche der 
Zähne zum Theil ein wenig dabei abgenutzt worden ist. Der mittlere Schloss- 
zahn der linken Klappe ist fast doppelt so dick, wie der vordere, und mindestens 
doppelt so dick, wie der lange hintere, welcher nur durch eine enge Furche vom 
Ligamentträger getrennt ist; er ist ferner, nach den Gruben zu urtheilen, kaum 
halb so dick, wie der hintere Zahn der rechten Klappe, etwas schmaler, wie der 
mittlere, und ziemlich doppelt so dick, wie der vordere der rechten. Auf der 
vorderen Schlossfläche befindet sich endlich nahe dem Rande, diesem parallel, 
eine fast 2 mm lange, schmale Zahngrube, welche nach innen durch einen ver- 
hältnissmässig dieken und hohen Zahnhöcker begrenzt wird. 

Das Innere der Schale selbst lässt sich nicht wohl frei legen. 


Cytherea n. sp.? 
Tafel IV, Figur 5. 


Ausser der abgebildeten linken Klappe, von welcher die Schale grössten- 
theils abgesprungen ist, liegt noch eine kleinere rechte vor, welche allenfalls 
derselben Art angehören könnte und die Schale grösstentheils noch besitzt, aber 
am Rande, besonders vorn, und am Wirbel vielfach beschädigt ist. Erstere ist 
27 mm hoch, gegen 35 mm breit und Smm dick gewölbt gewesen. Eine von dem 
nur wenig vorwärts gedrehten, wenig hervorragenden Wirbel gerade nach unten 
verlaufende Linie ist vom vorderen Schalrande 15 mm, vom hinteren 20 mm ent- 
fernt; der flach eingesenkte vordere Schlossrand trifft den schwach gekrümmten 
hinteren am Wirbel unter einem Winkel von etwa 110 Grad. Der wenig ge- 
krümmte untere Schalrand biegt sich auf dem hintersten Sechstel der Schale 
ziemlich schnell in die Höhe zum hinteren Schalrande und dann in weitem 
Bogen zum hinteren Schlossrande, auf dem vorderen Viertel dagegen allmählich 
schneller in die Höhe zum vorderen Schalenrande und dann ziemlich gleichmässig, 
nur zuletzt wieder langsamer, zum vorderen Schlossrande. 

Die stärkste Wölbung liegt auf dem hintersten Sechstel und, zunächst 
dem Wirbel, auf dem vordersten Viertel; der mittlere Theil der Schale ist 
ziemlich flach gewölbt. 

Die Lunula ist nicht erhalten, war aber jedenfalls nicht stärker vertieft. 
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Die Skulptur besteht aus unregelmässigen, feinen, etwas faltigen Anwachslinien, 
welche auf dem unteren Theile der Schale deutlicher hervortreten. 

Die Mantelbucht ist abgerundet und reicht über die hintersten zwei Fünftel 
der Schale noch ein wenig hinaus. 

Das erwähnte kleinere Stück gleicht dem grösseren wohl in der Skulptur, 
ist aber doch etwas ungleichseitiger, hat einen stärker nach vorn gedrehten 
Wirbel und einen, besonders nach hinten zu, stärker gekrümmten unteren Scha- 
lenrand, so dass ich es nur mit allem Vorbehalt und nur vorläufig derselben 
Art zurechne. 

Das Schloss ist an beiden Stücken zum Theil zerstört, und der Rest lässt 
sich nicht wohl frei legen. 


Cytherea cf. plana Sow. 
Tafel IV, Figur 1la,b. 


Ausser der abgebildeten linken Klappe, welche am Wirbel und am hinteren 
und vorderen Schalenrande beschädigt ist, liegen noch ein Paar noch stärker 
beschädigte, kleinere vor, welche vielleicht noch derselben Art angehören könnten. 
Die erstere ist gegen 385 mm breit und 27 mm hoch gewesen bei 1O mm Dicke 
der Wölbung; der Wirbel erreichte noch das vorderste Drittel der Schale, und 
der Winkel der Schlosskanten betrug gegen 110 Grad, doch ist der hintere 
Schlossrand ein wenig gekrümmt, der vordere beträchtlich eingesenkt. Der 
Wirbel ragte jedenfalls nicht unbedeutend vor und war recht stark nach vorn 
gerichtet. 

Im mittleren Drittel ist der untere Schalrand nur flach gekrümmt und 
biegt sich bis zum hintersten Sechstel der ganzen Breite nur allmählich, auf 
diesem aber schneller und in weitem Bogen zum hinteren Schlossrande herum, 
während er auf dem vorderen Drittel sich in einem allmählich immer kürzer 
werdenden Bogen bis vorn gerade in die Höhe zieht und dann ziemlich schnell 
zum vorderen Schlossrande umbiegt. 

Die Schale ist ziemlich dick und trägt neben einigen stärkeren Absätzen 
zahlreiche, etwas faltige Anwachsstreifen, welche auf dem hintersten Sechstel 
_ deutlicher hervortreten und dieses rauher erscheinen lassen; es ist durch eine 
kurze, stärkere Wölbung von dem Haupttheile der Schale getrennt, welche auf 
der Mitte nur flach und erst auf dem vordersten Drittel wieder stärker gewölbt ist. 

Vor dem Wirbel liegt eine wenig deutlich durch eine schwache Furche 
begrenzte Lunula, welche anscheinend gegen 8 mm lang, aber wenig über 1 mm 
in jeder Klappe breit ist. Mindestens eben so lang ist der Ligamentträger. 

Die Schlossplatte ist auffallend schmal, selbst wenn der fehlende, dem 
Wirbel zunächst liegende, kleine Theil ergänzt wird; der vordere Schlosszahn 
der linken Klappe ist fast doppelt so breit, wie der mittlere, aber, nach den 
betreffenden Gruben in der linken Klappe zu urtheilen, etwa eben so dick, wie 
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der mittlere Zahn der rechten, und fast doppelt so dick wie der hintere und vor 
allem der vordere Zahn der rechten Klappe; der hintere Zahn der linken bildet 
eine ziemlich dünne, gegen 6 mm lange Leiste unterhalb des Ligamentträgers. 
Auf der vorderen Schlossfläche befindet sich ein ziemlich langer, stumpfer Seiten- 
zahn, welcher durch eine seichte Furche vom Schlossrande getrennt wird, aber 
etwas abgenutzt erscheint. 

Durch breitere, weniger stark ungleichseitige Gestalt, vor allem aber durch 
die schmale Schlossfläche und kürzere Schlosszähne unterscheidet sich unsere Art 
von den Vorkommnissen aus dem Cenoman und Senon, welche von Sowerby (Min. 
Conch. pl. 20 £. 2), Goldfuss (Petref. Germaniae Taf. 148 f. 4), Stoliczka und 
Holzapfel (Palaeontogr. XXXV pl. XII f. 16—18) als Venus oder Cytherea 
plana Sow. angeführt worden sind. 

Die sonst noch von d’Orbigny, Pietet und Anderen beschriebenen Arten 
sind theils für so mangelhaft erhaltene Stücke aufgestellt, dass sie einen genaue- 
ren Vergleich überhaupt nicht zulassen, theils weichen sie in der Gestalt und 
Skulptur mehr oder minder weit von den mir vorliegenden von Kamerun ab. 


Cytherea tenuidentata v. Koenen. 
Tafel IV, Figur 12a, b. 


Es liegt nur die abgebildete rechte Klappe vor, welche etwas verdrückt 
und aussen ziemlich stark abgenutzt ist, aber durch geringere Wölbung, kleinen 
Wirbel und weit weniger kräftiges Schloss von C. Wohltmanni und C. corbu- 
loides sich wesentlich unterscheidet. Die Schale ist reichlich 16mm hoch, 19 mm 
breit und etwa 4 bis 4,5 mm dick gewölbt gewesen. Der ziemlich gerade, nur 
vorn deutlicher gekrümmte hintere Schlossrand bildet mit dem flach eingesenkten 
vorderen an dem kleinen, niedergedrückten, mässig stark nach vorn gerichteten 
Wirbel einen Winkel von ca. 115 Grad. Eine vom Wirbel nach unten gezogene 
Linie theilt die Schale in zwei Theile, von welchen der hintere etwa um die 
Hälfte breiter ist, als der vordere. Der untere Schalenrand ist grossentheils 
mässig gekrümmt und zieht sich vorn in weitem, ziemlich gleichmässigem Bogen 
zum vorderen Schlossrande hinauf, während er sich hinten allmählich immer 
stärker aufbiegt, und der hintere Schalenrand zum hinteren Schlossrande wieder 
eine schwächere Krümmung annimmt. Die Lunula ist nicht deutlich zu erken- 
nen, aber jedenfalls kaum oder nicht vertieft. 

Die Skulptur ist nur auf dem untersten Theile der Schale stellenweise noch 
einigermassen erhalten; sie besteht dort aus Anwachsrippen, welche von Mitte 
zu Mitte gegen 0,35 mm von einander entfernt sind. Das Schloss ist ziemlich 
schwach entwickelt, besonders gegenüber den vorstehend aufgeführten Arten. 
Der hintere Rand des hinteren Schlosszahnes bildet mit dem vorderen Rande des 
vorderen annähernd einen rechten Winkel. Der mittlere Schlosszahn ist wenig 
dicker, als der hintere, aber wohl doppelt so dick, wie der ungenügend erhaltene 
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vordere, und, nach den Zahngruben zu urtheilen, wie der hinterste und vorderste 
Zahn der linken Klappe, sowie etwa eben so breit, wie der mittlere Zahn der- 
selben. Auf dem vorderen Theile der Schlossplatte liegt eine ziemlich tiefe 
Grube für den Seitenzahn der linken Klappe und darunter ein stark abgenutz- 
ter Seitenzahn. 


Cytherea? sp. ind. 
Tafel IV, Figur 13. 


Die abgebildete rechte Klappe enthält nur noch geringe Reste der Schale 
und ist sonst als Steinkern oder innerer Abdruck erhalten, mindestens 24 mm 
breit und 14 mm hoch bei etwa 3 mm Dicke der Wölbung. Die Wirbelkanten 
bilden einen Winkel von ca. 140 Grad an dem kleinen, wenig hervorragenden 
Wirbel, welcher um etwa ein Drittel weiter vom hinteren Ende der Schale ent- 
fernt ist, als vom vorderen. Der untere Schalenrand ist nur fach gekrümmt 
zwischen den hintersten Viertel und dem vordersten Fünftel, welches ziemlich 
kurz abgerundet ist, wesentlich kürzer, als der hintere Theil der Schale. Die 
Schale lässt feine, unregelmässige Anwachsstreifen und einzelne Falten erkennen, 
der Steinkern im Alter in Abständen von durchschnittlich etwa 1 mm die Ein- 
drücke von flachen Anwachsfalten, welche nach unten weit deutlicher begrenzt 
sind, als von oben. 

Die Mantelbucht ist wenigstens theilweise zu erkennen; sie bleibt noch 
reichlich 1 mm von der Mitte der Schale entfernt. Das Schloss lässt sich nicht 
wohl frei legen, so dass ich es ganz dahin gestellt lassen muss, ob dieses Exem- 
plar wirklich zu der Gattung Cytherea gehört. 


Cytherea? sp. ind. 
Tafel IV, Figur 16. 


Aus dem feinkörnigen Sandstein liegt ausser Bruchstücken der abgebildete 
Steinkern vor, welcher die Skulptur etwas abgeschwächt, gewissermassen aufge- 
prägt enthält und bei 32 mm Breite und 17,5 mm Höhe reichlich 3 mm dick ge- 
wölbt ist. Die Wirbelränder bilden einen Winkel von etwa 145 Grad an dem 
kleinen, wenig hervorragenden Wirbel, welcher dem vorderen Ende der Schale 
etwa 2,5 mm näher liegt, als dem hinteren. Der untere Schalenrand ist zwischen 
dem hinteren Drittel und dem vorderen Viertel der Schale ziemlich gerade, biegt 
sich aber nach hinten allmählich immer mehr in die Höhe und geht durch den 
breit gerundeten hinteren Schalrand ohne scharfe Grenze in den hinteren Schloss- 
rand über, während er sich vorn weit schneller aufbiegt, und der vordere Schal- 
rand ziemlich kurz gerundet ist. Die Skulptur besteht, soweit sie eben erhalten 
ist, aus unregelmässigen Anwachs-Streifen und Falten, welche auf der Mitte der 

Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band |, ı. 6 
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Schale am deutlichsten hervortreten und allenfalls an die Skulptur von Panopaea- 
oder Mya-artigen Bivalven erinnern. 

Von den Muskeleindrücken oder dem Manteleindruck ist leider nichts zu 
erkennen. 


Liopistha ventricosa v. Koenen. 
Tafel IV, Figur 22; 23a, b. 


?Avicula sp. K. Gerhardt, Neues Jahrb. f. Mineralogie. Beilageband XI, S. 178 
Taf. V 2 


Ausser 3 verdrückten und beschädigten Steinkernen aus dem feinkörnigen 
Sandstein liegen 2 beschädigte, aber sehr wenig verdrückte Stücke aus dem Kalk 
vor, von welchen besonders das eine, Figur 22 abgebildete, noch einen Theil der 
Schale besitzt. Dasselbe dürfte gegen 25 mm breit, fast 20 mm hoch und gegen 
7 mm dick gewesen sein. Der bauchige Wirbel ragt fast 3 mm über den Schloss- 
rand hinaus und ist recht deutlich nach vorn gedreht. Die ganze Gestalt und 
auch die Skulptur hat grössere Aehnlichkeit mit manchen Abbildungen der 
Liopistha (Corbula oder Pholadomya) aequivalvis, dem Cardium caudatum Roe- 
mer’s, aus dem Senon von Kieslingswalde, Quedlinburg, Aachen ete., namentlich 
auch mit denen von Geinitz (Palaeontographica XX. 2. Taf.19 f. 6u. 7), doch ist 
der Wirbel bauchiger und mehr nach vorn gerichtet, wie dies auch bei Goldfuss’ 
Abbildung (Petref. Germ. Taf. 151 f. 15) der Fall ist; bei dieser ist freilich der 
Wirbel jedenfalls zu spitz und nach einem unvollkommen erhaltenen Exemplar 
gezeichnet. Besonders unterscheiden sich von der senonen Art unsere Stücke 
durch die Skulptur, indem die 2 Radialrippen, welche zunächst vor der glatten 
hinteren Einsenkung folgen, die stärksten sind und den grössten Abstand von 
einander haben; die folgenden Rippen werden schwächer, beziehungsweise die 
Zwischenräume derselben schmaler, bei den meisten vorliegenden Schalen allmäh- 
lich bis zur Mitte der Schalen, bei dem abgebildeten jedoch sehr schnell, sodass 
schon von der dritten Rippe an die Abstände ziemlich die gleichen bleiben, wäh- 
rend freilich die kantigen Rippen noch schwächer und schon auf der Mitte der 
Schale ziemlich undeutlich werden. Dasselbe ist auf dem anderen Stück aus dem 
Kalk der Fall, während die Sandstein -Steinkerne auch auf der vorderen Hälfte 
der Schale sehr deutliche, wenn auch etwas gedrängtere Rippen besitzen, als 
hinter der Mitte. Ausserdem finden sich in der Jugend auf dem vordersten 
Theile der Schale recht starke Anwachs-Rippen, welche von Mitte zu Mitte etwa 
um die Hälfte weiter von einander entfernt sind, als die Radialrippen, aber schon 
vor der Mitte verschwinden, je weiter vom Wirbel desto früher, und 7 bis ömm 
vom Wirbel überhaupt ganz undeutlich werden. 

Auf der Schalenoberfläche des grössten Exemplares ist mit Hülfe der Loupe 
auch stellenweise zu erkennen, dass auf den Kanten der Rippen sich kleine 
Knötchen oder Spitzen befunden haben, im Alter in Abständen von etwa 1,2 bis 


UEBER FOSSILIEN DER UNTEREN KREIDE AM UFER DES MUNGO IN KAMERUN, 43 


1,5 mm. Das Schloss frei zu legen, ist nicht wohl ausführbar, doch ist es nach 
der allgemeinen Analogie der Gestalt und Skulptur mit L. aequivalvis Goldf. 
anzunehmen, dass unsere Stücke derselben Gattung angehören, wie diese Art, 
die übrigens nach den Abbildungen von Geinitz in der Radialskulptur auch nicht 
unerheblich varürt. Die starken Anwachs-Rippen der vorderen Seite in der Ju- 
gend würden freilich eine Aenderung der Diagnose der Gattung bedingen, wie 
sie von Meek und dann von Zittel (Handb. der Paläontologie II S. 131) gege- 
ben wurde. 

Die als Avicula sp. von Gerhardt a. a. O. angeführte und abgebildete Form 
aus dem „Urgo-Aptien“ Columbien’s zeigt in Gestalt und Skulptur mindestens 
einige Aehnlichkeit mit unserer Art und dürfte ebenfalls zu der Gattung Lio- 
pistha gehören. 


Corbula incurvata v. Koenen. 
Mate IV Bigur 19a,b,c; 20.3,b;.21a,b. 


Es liegen mir 4 ziemlich vollständige Schalen und 2 Steinkerne der rechten 
Klappe vor. Diese erreicht 9 mm Höhe, ca. 11 mm Breite und 4,5 mm Dicke 
der Wölbung. Von aussen gesehen hat die Schale die Gestalt eines Dreieckes, 
allerdings mit abgerundeten Ecken und etwas eingesenkten oder ausgebogenen 
Seiten, bei welchem der etwas abgerundete untere Schalrand mit dem deutlich 
eingebuchteten oberen Rande einen Winkel von etwa 30 Grad bildet, und mit 
dem schwach eingebuchteten vorderen Rande einen Winkel von ca. 70 Grad. 

Der Wirbel der dicken Schale ist sehr stark umgebogen, besonders von 
vorn gesehen, und erscheint zugleich nach hinten gerichtet, da der vordere Scha- 
lenrand zunächst dem Wirbel stark eingezogen ist, um fast 2,5 mm, während 
der Abstand des Wirbels vom unteren Schalrande gegen 7 mm beträgt; der 
eingezogene, gleichsam überkippte Theil der Schale ist durch eine verhältniss- 
mässig kurze Wölbung von dem übrigen Theile der Schale getrennt, welche auf 
den folgenden zwei Dritteln flach gewölbt, auf dem hintersten Drittel deutlich 
eingesenkt ist und ihre grösste Dicke auf dem vordersten Viertel erreicht; nach 
hinten wird sie weit flacher. 

Die Skulptur besteht aus groben Anwachsrunzeln, welche in der Nähe des 
Wirbels kaum 0,3 mm, im Alter aber bis zu 1 mm von Mitte zu Mitte von ein- 
ander entfernt sind; sie sind meistens etwas breiter, als ihre Zwischenräume, 
welche sich nach hinten zu verflachen und an der erwähnten Einsenkung grossen- 
theils verschwinden, so dass auf dieser nur wenige breite Furchen, beziehentlich 
Anschwellungen sichtbar sind. 

Auf dem Figur 20 abgebildeten Steinkern sind die Muskeleindrücke, sowie 
auch der Manteleindruck und die kleine Mantelbucht recht scharf zu erkennen. 

Die linken Schalen, welche vermuthlich zu unserer Art gehören, haben bis 
zu 9 mm Breite, reichlich 6 mm Höhe und gegen 4 mm Dicke der Wölbung. 

6* 
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Die grösste Dicke liegt vor der Mitte der Schale, welche vorn sehr bauchig ist 
und zum vorderen Schlossrande steil abfällt. Dieser nimmt allmählich eine im- 
mer stärkere Krümmung an und geht so in den vorderen Schalrand über, welcher 
von dem wenig gebogenen unteren Schalenrand nicht scharf getrennt ist. Dieser 
stösst mit dem ziemlich stark gekrümmten hinteren Schalrande, welcher mit dem 
hinteren Schlossrande zusammenhängt, in einer stumpfen Ecke zusammen, von 
welcher eine stumpfe, wenig deutliche Kante nach dem Wirbel verläuft. Dieser 
ist klein, ragt sehr wenig hervor und ist im Ganzen ein wenig rückwärts ge- 
richtet, mit seinem ersten Anfange aber doch etwas nach vorn; von dem vorderen 
Schalenrande ist er ziemlich eben so weit entfernt, wie von dem hinteren. 

Die Skulptur besteht aus flachen, wenig deutlichen Anwachsfalten, welche 
auf dem hinteren Theile der Schale erst von einem stärkeren Absatze über dem 
unteren Rande an ganz unregelmässig werden, auf der vorderen Hälfte dagegen 
auch in der Jugend schon recht verschieden breit sind. 

Das Schloss habe ich an keiner Schale beobachten können. 

Vielleicht gehören zu einer anderen Art ein Paar verdrückte und stärker 
abgenutzte rechte Schalen, welche weniger ungleichseitig zu sein scheinen, und 
deren Anwachsrippen auch im Alter nur etwa 0,3 bis 0,4mm von Mitte zu Mitte 
von einander entfernt sind. 


Tellina phylloides v. Koenen. 
Tafel IV, Figur 14; 15. 


Ausser einigen ungenügend erhaltenen Steinkernen aus dem Sandstein und 
einigen Bruchstücken liegen nur die ziemlich vollständige, Fig. 14 abgebildete 
linke Klappe und das Fig. 15 abgebildete Exemplar vor, welches einen grossen 
Theil der Mantelbucht erkennen lässt. Die erstere ist 20 mm breit, 12 mm hoch 
und gegen 3 mm dick gewölbt. An dem kleinen, sehr wenig hervorragenden 
Wirbel, welcher ziemlich in der Mitte der Schale liegt, bilden die Wirbelkanten 
einen Winkel von ca. 145 Grad. Vorn weicht der Schalrand erst nahe dem vor- 
deren Ende von der Richtung des vorderen Schlossrandes stärker ab und biegt 
sich dann ziemlich kurz zu dem unteren Schalrande um, welcher grösstentheils nur 
flach gekrümmt ist und sich erst nahe dem hinteren Ende ziemlich schnell in die 
Höhe zum hinteren Schalrande biegt; dieser nimmt nach oben bald eine fHachere 
Krümmung an und geht allmählich in den hinteren Schlossrand über. Hinten 
ist also die Schale merklich höher, als vorn, und zugleich etwas nach unten 
gleichsam verlängert, so dass von hier auch eine deutlichere Wölbung nach dem 
Wirbel verläuft, noch deutlicher, als vorn, während sonst die Schale recht flach 
gewölbt ist. Sie ist ziemlich dünn und lässt nur sehr feine, unregelmässige An- 
wachsstreifen erkennen. 

Die Mantelbucht reicht etwa bis zur Mitte der Schale unterhalb des Wir- 
bels; ausserdem lässt die Innenseite der rechten Klappe noch eine Grube für 
einen vorderen Seitenzahn der linken Klappe erkennen. 
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Psammobia? auriformis v. Koenen. 
Tafel IV, Figur 17; 18. 


Ausser einigen Bruchstücken habe ich aus dem Kalk und Kalksandstein 
die beiden abgebildeten rechten Klappen herauslösen können, von welchen die 
grössere 10,5 mm hoch, 17,5 mm breit und ca. 2,5 mm dick, die kleinere 8 mm 
hoch, 13 mm breit und höchstens 2 mm dick gewölbt ist. Die vordere Seite der 
Schale ist um reichlich 1 mm länger, als die hintere; an dem kleinen, nur wenig 
hervorragenden Wirbel bilden die Wirbelkanten einen Winkel von fast 160 Grad 
und biegen sich vorn sehr allmählich nach unten, hinten erheblich schneller, wo 
der Schlossrand dann in sehr breitem, gleichmässigem Bogen in den hinteren 
Schalrand und weiter in den unteren Schalenrand übergeht, Dieser nimmt schnell 
eine weit geringere Krümmung an, hebt sich aber auf seiner vorderen Hälfte 
allmählich immer mehr, so dass die Schale vorn ziemlich symmetrisch gekrümmt 
ist und mit einem weit kürzeren Bogen endigt, als hinten. Die Wölbung ist 
ziemlich gleichmässig, doch natürlich in der Nähe des Wirbels und Schlossrandes 
stärker, als weiter nach unten. Das kleinere Exemplar lässt auf dem unteren 
Theile der sehr dünnen Schale sehr feine, regelmässige Anwachsstreifen erken- 
nen, welche nur etwa O,lmm von einander entfernt sind, und hinter dem Wirbel 
Schalenreste, welche von dem Ligamentträger herrühren könnten, allerdings das 
einzige Merkmal, dass unsere Art wirklich zu der Gattung Psammobia gehört. 
Im Uebrigen hat unsere Art einige Aehnlichkeit mit Formen wie Lavignon mi- 
nuta d’Orb. (Paleont. france. Lamellibr. Cret. pl. 377 £. 1—4). 


Pholadomya cf. elongata v. Münster. 


Es liegt mir aus dem bräunlichen Kalksandstein nur der recht unvollstän- 
dige Steinkern eines etwas verdrückten, doppelklappigen Exemplares vor, welches 
mindestens 40 mm breit und 20 mm hoch gewesen ist und in der Gestalt an 
Ph. elongata v. Münster (Goldfuss Petref. Germ. II S. 270 taf. 157 £. 3) erin- 
nert, flache, unregelmässige Anwachsrunzeln trägt, sowie auf dem Haupttheile auch 
dünne, nicht ganz regelmässige Radialrippen besitzt, nicht aber auf dem vorde- 
ren und dem hintersten Theile der Schale; die von d’Orbigny (Pal&ontologie 
francaise, Lamellibr. er&tacds pl. 362) als Ph. elongata Münster abgebildeten Ty- 
pen haben wohl stärkere Rippen und sind namentlich nach hinten-unten verlän- 
gert. Hierdurch weichen sie auch erheblich von der neuerdings von Maas (Zeit- 
schrift der deutsch. geol. Gesellsch. 1895 8. 279 Taf. 9 f. 1.2) als Ph. elongata 
Münster angeführten Formen aus dem Gault-Sandstein ab. 
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Lingula cf. truncata Sow. 
Tafel IV, Fig. 24a, b. 


In dem grauen Kalksandstein fand sich ein einziges Stück, welches am 
Stirnrand etwas verdrückt und des grössten Theiles der Schale beraubt ist; die 
Länge der flach gewölbten Schale beträgt 8 mm, die Breite knapp 5 mm. Die 
grösste Breite liegt unterhalb der Mitte, und von hier konvergiren die Seiten- 
ränder nach dem Wirbel zu bis zum obersten Viertel nur schwach, dann aber 
schneller; nach dem Stirnrande zu nimmt die Krümmung der Seitenränder 
schneller zu, und der Stirnrand selbst ist höchstens in einer Breite von 2 mm 
etwas abgestutzt, aber nicht schärfer von den Seitenrändern getrennt. Die 
Wirbelränder bilden einen Winkel von ca. 120 Grad. Mit Hülfe der Loupe er- 
kennt man auf der Oberfläche der Schale flache, unregelmässige Anwachsfalten. 

Unser Stück ist wohl verwandt der L. truncata Sow aus dem Neokom 
(Davidson, Brit. Cretaceous Brachiop. S. 6 Taf. If. 27,28, 31), aber zu einer 
entscheidenden Vergleichung nicht genügend erhalten. 


Discina sp. 
Tafel IV, Figur 25. 


Eine Schale von 8,5 mm Durchmesser und gegen 2 mm Höhe ist auf einer 
Seite beschädigt und überall mehr oder minder stark angewittert oder abgenutzt, 
doch lassen die Anwachsringe noch erkennen, dass der Umfang annähernd kreis- 
förmig war, und dass der Wirbel ziemlich in der Mitte der Schale liegt. 


Serpula octangula v. Koenen. 
Tafel IV, Figur 26 a, b. 


Beim Zerschlagen der harten Kalke wurden mehrere Exemplare einer 
schwach gekrümmten Serpula angetroffen, aber fast durchweg nur als Steinkerne; 
nur bei dem abgebildeten Bruchstück gelang es, die Oberfläche der Schale grössten- 
theils frei zu legen. Dasselbe ist 18 mm lang, zuerst 3,5 mm und zuletzt ca. 
4 mm dick, und auf seiner ersten Hälfte etwas stärker gekrümmt, als auf seiner 
letzten, wo die Krümmung recht gering ist. 

Der innere Durchmesser beträgt zuerst 1,5 mm, zuletzt 2,5 resp. 9 mm, ist 
hier also nicht gang kreisrund. Aussen trägt die Röhre in ungleichen Abstän- 
den 8 stumpf-kantige Längsrippen, deren Zwischenräume meist eben oder flach 
eingesenkt sind, zum Theil aber auch flache Rinnen bilden. 

Die Rippen tragen flache, rundliche Körner, welche von Mitte zu Mitte 
etwa 0,5 bis 0,6 mm von einander entfernt sind, und die Körner sind meist durch 
flache, rundliche Anwachsstreifen mit einander verbunden, welche indessen ziem- 
lich unregelmässig verlaufen und zuweilen in den Zwischenräumen durch einige 
Anschwellungen oder flache Höcker vertreten werden. 
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Figur 1. Lima perplana v. Koenen. Vergl. Taf. III, fig. 19a, b. Seite 24. 
Figur 2. Neoptychites? Wohltmanni v. Koenen. Vergl. Taf. II, fig. 

3 und 9. Sl) 
Figur 3. Pulchellia perovalis v. Koenen, Vergl. Tafel II, Fig. 6. LO) 
Figur 4. Neoptychites? ingens v. Koenen. Vergl. Tafel II, Fig.5und8. „ 12. 
Figur 5a,b,c. Pulchellia? gibbosula v. Koenen. " 9, 
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Figur 1; 4; 7. Neoptychites? lentiformis v. Koenen. Seite 11. 
Figur 2. Modiola plicifera v. Koenen. »3: 220. 
Figur 3; 9. Neoptychites? Wohltmanni v. Koenen. Vergl. Taf.I,fig.2. „ 18. 
Figur 5; 8. Neoptychites? ingens v. Koenen. Vergl. Taf. I, fig. 4. „912. 


Figur 6. Pulchellia perovalis v. Koenen. Vergl. Tafel I, fig. 3. ll, 
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Figur 1a,b. Turritella gemmulifera v. Koenen (1b vergrössert). 

Figur 2a,b. Turritella Kamerunensis v. Koenen (2b vergrössert). 

Figur 3a,b,c; 4a,b. Nerita multigranosa v. Koenen (öb,c; 4b 
vergrössert). 

Figur 5a, b. Xenophora sp. ind. (5 b vergrössert). 

Figur 6 Plicatula multiplicata v. Koenen. 

Figur 7;8a,b. Plicatula rugulosa v. Koenen (10 b vergrössert). 

Figur 9. Plicatula cf. placunea Lam. 

Figur 10 a,b. Exogyra auriformis v. Koenen. 

Figur 11. Ostrea sp. ind. 

Figur 12 a,b,c. Gryphaea sp. ind. juv. (12 b, c vergrössert). 

Figur 13. Anomia laevigata Sow. 

Figur 14a, b; 15a,b. Pecten Kamerunensis v. Koenen (14b; 15 b 
vergrössert). 

Figur 16. Lima Mungoensis v. Koenen. 

Figur 17 a, b. Pecten productus v. Koenen (17 b vergrössert). 

Figur 18a, b. Lima dilatata v. Koenen (13 b vergrössert). 

Figur 19a, b. Lima perplana v. Koenen (19 b vergrössert). Vergl. 
kat. 1 t. 1. 

Figur 20 a,b. Lima reniformis v. Koenen (20 b vergrössert). 
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Figur 22 a,b; 23a, b. Septifer convolutus v. Koenen (22b; 23 b 
vergrössert). 

Figur 24a,b,c. Leda cultellus v. Koenen (24 b, c vergrössert). 
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Figur 26 a,b. Leda sp. ind. (26 b vergrössert). 

Figur 27 a,b. Arca cardiformis v. Koenen (27 b vergrössert). 

Figur 28a,b; 29a,b. Arca semiglabra v. Koenen (28b; 29b ver- 
grössert). 

Figur 30 a,b. Lithodomus inflexus v. Koenen (30 b vergrössert). 
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Vorgelegt in der Sitzung am 8. Januar 1898. 


Nachdem Herr Professor Wohltmann seine Berichte über die Boden- und 
Vegetations- Verhältnisse in Kamerun veröffentlicht hatte, und deren hohe Be- 
deutung für die ganze Entwicklung des ganzen Gebietes eine entsprechende 
Würdigung erfahren hatte, wurde Herr Dr. Wilsing beauftragt, die betreffenden 
Untersuchungen im Kamerun-Gebiete fortzusetzen. Dieser fand nun ausser dem 
von Herrn Wohltmann entdecktem Punkte am linken Ufer des Mungo zwischen 
Eliki und Mundame, welchen er „Wohltmann-Bank“ benannte, noch einen zweiten 
mit ganz ähnlichen Gesteinen und Fossilien, welchen er mit „Elefantenbank“ be- 
zeichnete, eine „Balangibank“ und eine sogenannte „Thonbank*. 

Die an diesen Punkten von ihm gesammelten Gesteine und Fossilien wurden 
im Sommer vorigen Jahres in seinem Namen durch Herrn Professor Wohltmann 
ebenfalls dem Geologischen Museum zu Göttingen verehrt. 

An Gesteinen befanden sich in dieser Sammlung von der Elefantenbank: 
1) graue Kalksandsteine, welche zum Theil recht thonig und dann dünn- 
schichtig sind, durch Verwitterung aber in braune, mürbe Sandsteine übergehen, 
2) harter, heller Sandstein, reich an weissen Glimmerschüppchen und ebenfalls 
Kalk-haltig, aber ohne Fossilien, mit einer streifigen, braunen Verwitterungsrinde. 
Von derselben Stelle stammt vielleicht auch ein graubrauner, sehr dünnschich- 
tiger, Glimmer-reicher Sandstein mit der Bezeichnung „über der neuen Kalkbank“. 

8* 
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3) Von der „Thonbank“ ein blaugrauer, in eckige Brocken zerfallender Thon 
mit Abdrücken und Steinkernen verdrückter Spatangiden, deren Schale fehlt; 
dieselben sind leider nicht näher bestimmbar. 4) Mit dem Fundort „Balangibank“ 
ist ein harter, bräunlicher, Glimmer-haltiger, ziemlich grober Kalksandstein be- 
zeichnet, welcher Bivalvenreste enthält. 

Die besser erhaltenen Fossilien sind mit Ausnahme des einen doppelklappigen 
Exemplares von Liopistha sulcata, welches auf der Wohltmann’s Bank gefunden 
wurde, sämmtlich Ammoniten, welche auf der Elefantenbank gesammelt waren, 
und bei dem Präpariren derselben wurden auch wieder verschiedene Mollusken 
und ein Bruchstück eines Spatangiden gefunden. Von ersteren waren auf ein- 
zelnen grossen Ammoniten zahlreiche Austern aufgewachsen, welche mit der 
S. 17 Taf. III f. 11 aufgeführten Art übereinzustimmen scheinen; dazu kommt 
ein kleiner, beschädigter Pecten von 6,5 mm Höhe, welcher sich von Pecten Ka- 
merunensis v. Koenen (S. 20 Taf. III f. 14, 15) durch sehr viel feinere Skulptur 
unterscheidet und wohl einer neuen Art angehört, ferner eine kleine Modiola, 
welche durch schlankere Gestalt, feinere Skulptur und das Fehlen der Einbuch- 
tung des vorderen Schalenrandes sich weit von Septifer convolutus v. Koenen 
(S.27 Taf. III f. 22, 23) entfernt, aber ungenügend erhalten ist, und Bruchstücke 
von anderen Bivalven, sowie endlich die im Folgenden beschriebene Aporrhais 
semilaevis. 

Besonders wichtig und interessant sind die Ammoniten von der Elefanten- 
bank. Ein unverdrücktes, grösseres Stück von Pulchellia perovalis gestattet 
eine sichere Vervollständigung der Beschreibung; ein leidlich erhaltenes Exem- 
plar eines Harpoceraten, welchen ich als Desmoceras Kamerunense beschrieben 
habe, würde auch Veranlassung geben, die Schichten als untere Kreide zu deuten, 
wenngleich eine ähnliche Form im ostindischen Cenoman auftritt. Mehrere zum 
Theil sehr grosse und wohl erhaltene Ammoniten gehören aber denselben 
oder doch ähnlichen Arten an, wie diejenigen, welche ich ihrer Lobenlinien 
wegen mit Hoplites Leopoldi d’Orb., aber auch mit Sonneratia bicurvata Mich. 
etc. verglichen hatte, während sie sich in Gestalt und Grösse allenfalls an die 
Gattung Neoptychites Kossmat anschliessen, zu welcher sie aber wegen ihrer 
Loben nicht passen. Das grösste Stück welches ich Tafel V fig. 3 in halber 
Grösse abgebildet habe, zeigt, abweichend von den übrigen, eine, wenn auch 
wenig deutliche Skulptur von flachen Rippen, und der Kiel der Externseite geht 
auf der letzten vorhandenen Windung in eine ziemlich gleichmässige Wölbung 
über. Das kleinere, Tafel V Figur 1 ebenfalls in halber Grösse abgebildete 
Stück hat dagegen einen besonders scharfen Kiel und sehr deutliche und ziem- 
lich regelmässige Rippen. Bei dem kleinen, Tafel VI Figur 3 a, b, abgebildeten 
Exemplar von H. latesellatus ist endlich das letzte Viertel der sichtbaren Win- 
dung deutlich gekielt und trägt seltene, flache Anschwellungen oder Rippen, und 
das erste Viertel hat eine abgeplattete Externseite, sowie recht regelmässige, 
zahlreichere Rippen, während der mittlere Theil den Uebergang von der letz- 
teren Jugend-Gestalt und Skulptur zu der Altersform zeigt. 
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Diese am vollständigsten bekannte Art möchte ich zum Typus einer neuen 
Gattung oder Untergattung Hoplitoides wählen, welche sich von Hoplites 
dadurch besonders unterscheidet, dass der erste Lateral-Lobus in zwei Haupt- 
stämme getheilt ist, welche nochmals gespalten sind, und dass der Nabel recht 
eng ist. Zu derselben gehören wohl auch die anderen grossen Arten vom Ufer 
des Mungo, welche ich im Folgenden als H. Wilsingi und H. n. sp.? beschreibe, 
und diejenigen welche ich früher als „Neoptychites? (Hoplites)“ beschrieb 
mit der ausdrücklichen Bemerkung (8. 7), dass sie nicht zu Neoptychites 
gehörten, vielmehr durch den ersten Laterallobus sich an den bisher zu der 
Gattung Hoplites gerechneten H. Leopoldinus d’Orb. anschlössen, also H. 
Wohltmanni und H. lentiformis, aber auch H. ingens. Von diesen Arten kenne 
ich freilich die Jugendformen nicht, falls nicht etwa die früher als Pulchellia 
gibbosula beschriebene kleine Form zu einer derselben gehört. Sie haben sämmt- 
lich in mittlerer Grösse einen kurz gerundeten Kiel auf der Externseite, ferner 
einen ganz engen Nabel und einen in zweimal zwei Aeste getheilten, sehr brei- 
ten und wenig tiefen ersten Laterallobus. Der zweite ist weit kleiner, wenig 
grösser, als der erste der (meist 3) Auxiliarloben, mit Ausnahme von H. lenti- 
formis, bei welchem der erste Laterallobus wesentlich weiter nach der Mitte 
der Seitenflächen gerückt ist, als bei den übrigen Arten, und die Auxiliar- 
loben sehr klein sind. 

H. ingens zeichnet sich dadurch aus, dass der erste Laterallobus in der 
Mitte nur sehr wenig tiefer gespalten ist, als seine beiden Hauptäste. 

Die Jugendform von H. latesellatus nähert sich nun einerseits in der Ge- 
stalt und Skulptur manchen Arten der Gattung Pulchellia, andererseits aber 
auch manchen, wenn auch feiner und schärfer gerippten, bisher zu der Gattung 
Hoplites gerechneten Arten der unteren Kreide, und mit solchen stimmt sie auch 
zunächst in der Lobenlinie überein, so namentlich mit H. Leopoldi d’Orb., wenn 
auch diese Art, von welcher mir nur ein Exemplar aus dem Hauterivien von 
Auberson in Wallis vorliegt, eine schärfere Nabelkante, einen etwas weiteren 
Nabel und dicht neben diesem einen einzigen Auxiliarlobus besitzt. 

Mit H. Leopoldi nahe verwandt sind auch unter Anderen H. Inostranzewi 
Andr. und H. Desori Andrussow von Biassala (Sitzungsber. Akad. d. Wissensch. 
Wien, Mathem.-Pbys. Klasse, Bd. 98, Heft IV S. 434 ff. Taf. I u. ID), sowie H. 
ef. neocomiensis (non d’Orb.) Neum. et Uhlig (Palaeontogr. XXVII S. 167 Taf. 
48 f. 3), den ich H. gibbosus benennen will. 

Einzelne Arten der Gattung Sonneratia des Aptien, besonders S. Heimi 
Sarasin (Bull. Soc. geol. de France, 3 serie t. XXI p. 159 f. 10) nähern sich ja 
nun in der Spaltung des ersten Laterallobus dem H. Leopoldi, doch ist der 
Lobus verhältnissmässig schmaler und weit stärker verzweigt, trotz der gerin- 
geren Grösse, und bei den meisten Arten der Gattung ist er noch schmaler, 
und eher als „unsymmetrisch verästelt“ zu bezeichnen. Dasselbe gilt von ver- 
schiedenen Hoplites-Arten des Neokom, wie H. oxygonius, H. cf. longinodus, H. 
hystrix und, in geringem Grade, von H. radiatus (Neum. et Uhlig). 
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Mit H. gibbosus zusammen ist aber bei Hoheneggelsen ein anderer Hoplit 
vorgekommen, den ich im Manuskript H. Brandesi genannt habe; dieser hat in 
der Jugend zahlreiche, scharfe Rippen, später nur noch dicke Knoten neben der 
Nabelkante, und wird im Alter glatt und hat eine abgerundete Externseite, so- 
wie einen ziemlich engen Nabel; die Loben sind in der Jugend denen von H. 
Leopoldi recht ähnlich, werden aber im Alter recht stark verzweigt, wenn auch 
nur kurz. 

Diese Art bildet dann einen Uebergang zu einer anderen, die bei Timmern 
zusammen mit einer dem H. Deshayesi ähnlichen, aber durch die Loben verschie- 
dener Art vorkommt und sich von dieser dadurch unterscheidet, dass sie in der 
Jugend zahlreichere und schwächere Rippen besitzt, welche sich auf der Extern- 
seite mehr und mehr abflachen, und dass sie im Alter fast ganz glatt wird und 
einen lang-eiförmigen Querschnitt der Windungen bekommt, so dass sie auch 
deshalb zur „Gruppe des H. Deshayesi“ (Zittel, Handb. d. Paläontologie LI. 
S. 476) nicht passt. Diese Art, die ich im Manuskript H. laeviusculus benannt 
habe, nähert sich durch ihre Loben dem H. Leopoldi, ist aber nach der Jugend- 
gestalt und Skulptur und der Lobenlinie, besonders dem ersten Laterallobus, 
nicht wohl zu einer anderen Gattung zu stellen, als der H. cf. Deshayesi von 
Timmern. Diese, dem Hoplites Deshayesi ähnliche und einige andere Formen 
gleichen in ihrem ersten Laterallobus in etwas dem H. quercifolius d’Orb., 
weichen auch durch ihre Skulptur und Gestalt, namentlich durch den weiteren 
Nabel, wesentlicher von H. Leopoldi ab und sind jedenfalls, wenn sie auch nicht 
derselben Untergattung oder Gattung zugerechnet werden, unmittelbar neben der- 
selben anzuführen. Aus jüngeren Schichten, als aus dem Aptien, kenne ich keine 
Form von ähnlicher Gestalt mit einem ähnlichen ersten Laterallobus. Amm. 
Requienianus d’Orb. hat jedenfalls eine ganz andere, flach -scheibenförmige Ge- 
stalt und einen ganz scharfen Kiel schon in der Jugend, und Formen wie A. 
Lafresnayanus d’Orb. weichen durch die Verästelung der Loben ab. 
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Beschreibung der Arten. 


Desmoceras Kamerunense v. Koenen. 
Tafel VII, Figur 1, 2, 3. 


Dem allein vorliegenden, bis an das Ende gekammerten Exemplar scheint 
nur die ganz verdrückte Wohnkammer zu fehlen, welche, nach den Resten der 
Naht zu urtheilen, etwa drei Fünftel-Windung eingenommen hat. Die letzte er- 
haltene Windung ist von einer Seite grossentheils stark angewittert und auf 
ihrer ersten Hälfte verdrückt, zum Theil auch mit Austern bewachsen, welche 
sich nicht vollständig entfernen lassen; die letzte Hälfte ist mit Kalkspath theil- 
weise erfüllt, aber ziemlich zerbrechlich, da die Kammern hohl sind, so dass sie 
mit Gyps ausgegossen werden mussten. 

Die letzte halbe Windung hat gegen 31 cm Durchmesser gehabt und ist 
zuletzt 92 mm hoch und 76 mm dick; der Nabel ist 53 mm weit, eine halbe 
Windung früher aber nur 37 mm weit. Etwa drei Achtel der Windungen wer- 
den von den folgenden umhüllt. Die vorletzte Windung dürfte zuletzt gegen 
40 mm dick und 64 mm hoch gewesen sein. 

Die Nabelwand steht ganz steil, biegt sich aber allmählich zu der ganz ab- 
gerundeten Nabelkante um. Die grösste Dicke der Röhre ist reichlich doppelt 
so weit von der Externseite entfernt, wie vom Nabel. Von hier konvergiren 
die ganz Nach gewölbten Seitenflächen nur wenig nach aussen, nehmen aber auf 
dem äusseren Drittel allmählich eine stärkere Wölbung an und gehen so in die 
ziemlich breit gerundete Externseite über, wie sie auch nach der Nabelkante zu 
eine stärkere Wölbung bekommen. 

Die Skulptur besteht aus schmalen, durch breite, ebene Zwischenräume ge- 
trennten Rippen, von welchen 6 auf der letzten Viertelwindung auf der Nabel- 
kante sich einstellen, schwach vorwärts gerichtet ausserhalb derselben ziemlich 
gerade bis zum äusseren Drittel laufen und sich dann allmählich nach vorn bie- 
gen, um dann mit mässiger Vorbiegung und Verstärkung über die Externseite 
hinwegzulaufen. 

Zwischen diesen Hauptrippen erscheinen auf der Mitte der Seitenflächen auf 
der letzten Viertel-Windung je eine, auf der vorhergehenden je 2 oder 3 
schwache, welche den ersteren parallel laufen und nach der Externseite zu 
an Stärke gleich werden. 

Die letzte Lobenlinie ist von der Externseite bis zur Nabelkante zu sehen, 
wenn auch die Sättel in Folge von Abnutzung nicht ganz erhalten sind. Die 
Kammerwand steigt bis zum Lateralsattel, welcher von der Externseite etwa 
eben so weit entfernt ist, wie vom Nabel, ein wenig an und läuft dann gerade 
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zum Nabel. Der erste Laterallobus ist um etwa zwei Drittel tiefer, als der 
zweite und der Externlobus, und fast 3mal so tief, wie der erste und der zweite 
Auxiliarlobus; letzterer liegt auf der abgerundeten Nabelkante und biegt sich 
nur unten noch etwas nach aussen, steht also etwas schief, ebenso wie der 
erstere. Die Sättel sind in der Mitte etwa bis zu einem Drittel ihrer Höhe ge- 
spalten und im Uebrigen stark und unsymmetrisch zerschlitzt. Der Externlobus 
hat jederseits 3 längere Seitenäste, von welchen der oberste der stärkste und 
längste ist. Bei den übrigen Loben alterniren die stark verzweigten äusseren 
und inneren Seitenäste, freilich nicht regelmässig, und die äusseren stehen höher 
und sind länger, als die inneren. 

Unsere Art zeigt in der Gestalt und Skulptur einige Aehnlichkeit mit Am- 
monites Denisonianus Stolitzka (Palaeontologia Indica, Cretac. Cephalop. p. 133 
Taf. 66) aus der Ootatoor und Trichinopoli-Gruppe, ist aber doch bedeutend 
bauchiger, und die Loben, besonders die Lateralloben, sind weit tiefer und spit- 
ziger, und sie nähert sich hierdurch manchen Desmoceras-Arten, doch fehlen an- 
scheinend ganz die Einschnürungen oder Varices, welche Zittel als wesentliches 
Gattungsmerkmal anführt (Handb. d. Paläontologie II. p. 465), obwohl die Rippen 
zum Theil an der Externseite einen etwas grösseren Abstand von einander haben. 

Wenn diese auch bei einzelnen Formen, wie denen der Reihe des D. Beu- 
danti und D. diffieilis Orb. nur in grösseren Abständen auftreten, so sind doch 
diese in der Gestalt ganz verschieden, und bei der Gattung Pachydiscus, die in 
der Gestalt ähnlich ist, ist der Externlobus ziemlich ebenso lang, wie der erste 
Laterallobus. Ich stelle unsere Art daher vorläufig und mit allem Vorbehalt 
zu der Gattung Desmomeras. 


Hoplitoides!) latesellatus v. Koenen. 
Tafel VI,.Figur. 1.2.32. D. 


Ein bis an das verdrückte Ende gekammertes Exemplar ist an der ersten 
halben Windung etwas beschädigt und verdrückt und auf einer Seite etwas an- 
gewittert. Die letzte halbe Windung hat reichlich 22cm Durchmesser und ist zu- 
erst 47mm dick und 87 mm hoch, zuletzt gegen 70 mm dick und gegen 130 mm 
hoch gewesen. Die grösste Dieke der Röhre ist etwa doppelt so weit von dem 
Nabel entfernt, wie von dem, den Sypho enthaltenden, abgerundeten Kiel der 
Externseite. Der Nabel ist nur gegen 10 mm weit und durch eine steil stehende 
Nabelwand begrenzt. Die Nabelkante ist ziemlich kurz gerundet; die Seiten- 
flächen nehmen neben ihr schnell eine recht flache Wölbung an und sind auf 
ihrem äusseren Drittel ziemlich eben. 

Der Lateralsattel ist fast eben so weit vom Kiel entfernt, wie vom Nabel. 
Die Kammerwände laufen von aussen bis zum zweiten Auxiliarsattel ziemlich 


1) Ueber die neue Gattung oder Untergattung Hoplitoides habe ich mich oben (Seite 53) 
ausgesprochen. 
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gerade und senken sich dann ein wenig. Der erste Laterallobus ist nahezu 
doppelt so lang, wie der zweite und wie der Externlobus, annähernd dreimal so 
lang, wie der erste und der zweite Auxiliarlobus; der dritte ist noch fast um 
die Hälfte kürzer, als diese, und liegt nahe der Nabelkante. 

Der erste Laterallobus ist ziemlich eben so breit, wie sein Abstand vom 
Kiel, und ist durch einen breiten, abgerundeten Nebensattel etwa bis zur Hälfte 
in zwei Theile gespalten, von welchen der innere bedeutend tiefer herabreicht 
und breiter ist, als der äussere; beide Theile sind nochmals in je zwei kurze, 
dicke, wenig verzweigte Aeste gespalten, von welchen der dem Nebensattel zu- 
nächst liegende breiter ist und tiefer herabhängt, als der andere. 

Der zweite Laterallobus ist kaum ein Drittel so breit, wie der erste; der 
erste Auxiliarlobus ist nur ein Viertel so breit, und die folgenden nehmen an 
Breite noch erheblich ab; der zweite Laterallobus und die Auxiliarloben sind 
unsymmetrisch und ganz kurz fingerförmig verzweigt. 

Alle Sättel sind abgerundet und verhältnissmässig breit und unsymme- 
trisch, wenig tief, zerschnitten. Der Lateralsattel und die Auxiliar-Sättel haben 
auf ihrer inneren Hälfte ein grosses, rundliches Blatt. Der Lateralsattel ist 
fast um ein Viertel breiter, als der Externsattel, um ein Drittel breiter, als der 
erste Auxiliarsattel, und um zwei Drittel breiter, als der zweite, aber andert- 
halb mal so breit, wie der dritte. 

Dieses Exemplar weicht durch die breiten Sättel und die Verästelung, be- 
sonders des ersten Laterallobus, sowie durch den Querschnitt der Röhre erheb- 
lich von den übrigen von mir beschriebenen Arten vom Mungo ab, namentlich 
von H. Wohltmanni. Zu H.latesellatus muss ich auch das grössere, stark ange- 
witterte Bruchstück von reichlich einer Viertel- Windung stellen, welches ich 
früher (8. 12) mit zu H. ingens gezogen hatte. 

Vermuthlich gehört zu derselben Art ein durchweg gekammerter, stark ange- 
witterter, kleiner Kalkspath - Steinkern, welcher anscheinend glatt gewesen ist, 
nach Entfernung der letzten Windung aber eine sehr deutliche Skulptur zeigt, 
und zwar augenscheinlich den Uebergang der Jugend- Skulptur in den glatten 
Alters-Zustand. 

Das Stück hat jetzt 68mm Durchmesser, eine halbe Windung früher 47 mm; 
die letzte halbe Windung ist zuletzt 39mm hoch und 23 mm dick, zuerst 24 mm 
hoch und 17 mm dick. Der tiefe Nabel ist gegen 5 mm weit und durch eine 
steile Nabelwand begrenzt; die Nabelkante ist ziemlich kurz gerundet. Die 
grösste Dicke liegt reichlich doppelt so weit vom Nabel, wie von der Extern- 
seite entfernt. Diese ist am Anfange der letzten Windung in einer Breite von 
reichlich 2 mm abgeplattet, und diese Platte wird durch stumpfe, wenig abge- 
rundete Kanten begrenzt. Eine halbe Windung später runden die Kanten und 
dann die Platte sich allmählich ab, und es bildet sich ein abgerundeter Kiel 
aus, auf welchem der Sypho am stärksten hervorragt. 

: Neben diesem Kiel, beziehungsweise den Kanten wird die Wölbung schnell 
Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Götingen. Math.-phys. Kl. N.F. Bandll, ı. 9 
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sehr flach, und die Seitenflächen sind dann bis zu ihrer Mitte ziemlich eben oder 
sogar ein wenig eingesenkt, wölben sich aber dann etwas deutlicher bis zur 
Nabelkante. Auf der stärksten Wölbung finden sich in etwas unregelmässigen 
Abständen 6 breite, rundliche Rippen oder Anschwellungen, welche auf der 
Nabelkante verschwinden, und zwar sind die 3 ersten höher und dicker und 
verschwinden später, als besonders die 2 letzten, welche sich bis zur Extern- 
seite allmählich ganz verflachen. Die ersten theilen sich nach aussen schon auf 
der stärksten Wölbung in je 3 schmalere und flachere Rippen, und zwischen 
ihnen schieben sich noch je 2 ganz ähnliche Rippen ein, so dass auf der ersten 
halben Windung gegen 14 solche Rippen in ziemlich gleichen Abständen nach 
den Kanten an der Externseite laufen und dort verschwinden, nachdem sie vor- 
her noch ein wenig höher geworden sind. 

In der Mitte der letzten Windung werden diese Rippen allmählich niedriger, 
und auf dem letzten Drittel verschwinden sie bald ganz; sie stehen übrigens 
auf beiden Seiten der Röhre alternirend. 

Die Loben stimmen im Wesentlichen in ihrer Zahl, Lage und Grösse mit 
denen des grösseren Exemplares überein, doch ist der Externlobus tiefer, der 
erste Laterallobus ist auf der abgebildeten Seite weniger gespalten, der zweite 
ist weniger tief, und die Kammerwand steigt auf der abgebildeten Seite bis 
zum Lateralsattel nicht unbedeutend an, von hier bis zum zweiten Auxiliarsattel 
nur noch schwach, und senkt sich dann ein wenig zum Nabel, während sie auf 
der anderen Seite zu Anfang der letzten Windung ziemlich gerade verläuft. 

Durch die zahlreicheren, an der Externseite alternirend stehenden Rippen 
und den schmalen Externsattel unterscheidet sich unser Exemplar genügend von 
der früher (S. 9, Taf. I, F. 5) als Pulchellia? gibbosula beschriebenen Form, 
welche nur um eine Viertel-Windung kleiner ist, aber im Bau der Loben, Ge- 
stalt und Skulptur so nahe steht, dass ich sie jetzt für den Jugendzustand einer 
anderen, verwandten Art von Hoplitoides halten möchte. 


Hoplitoidesingensv. Koenen 
Tafel V, Figur 3. Tafel VII, Fig. 4; 5. 


Neoptychites? ingens v. Koenen S. 12, Tafel I, F. 4; Tafel II, F.5 u. 8. 


Ein bis an das Ende gekammertes Exemplar von der Elefantenbank am 
Mungo ist von einer Seite auf seiner letzten Hälfte angewittert, aber, abgesehen 
von dem letzten Achtel, ganz unverdrückt. Die Schale fehlt fast ganz, so dass 
die Loben grossentheils schon von vorn herein sichtbar waren; das Innere ist 
mit Kalkspath erfüllt, soweit es nicht verdrückt ist. Der Durchmesser beträgt 
34 cm. Der Nabel ist innerhalb der hier erhaltenen, dieken Schale gegen 2 cm 
weit, diese abgerechnet gegen 8 cm. Die erste Hälfte der letzten Windung ist 
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zuerst 7 cm dick und 11 cm hoch, zuletzt 9 cm diek und 14 em hoch, und än- 
dert ihren Querschnitt sehr erheblich, indem zuerst ihre Seitenflächen an der 
Externseite eine Kante von 80 Grad bilden, welche nur durch den fast 6 mm 
dicken Sypho etwas abgerundet wird, und erst 2 cm von diesem nehmen die 
Seitenflächen allmählich eine etwas deutlichere Wölbung an. Schon eine Achtel- 
Windung später ist diese Kante aber nicht mehr kenntlich, sondern ganz abge- 
rundet, und die Seitenflächen sind in der Nähe der Externseite am stärksten 
gewölbt; später wird dies noch deutlicher, und etwa 2 cm vom Sypho liegt eine 
ganz stumpfe, abgerundete Kante, von welcher bis zur Mitte der Seitenflächen 
die Röhre ziemlich eben ist; sie nimmt aber dann allmählich wieder eine stär- 
kere Wölbung bis zu der kurz gerundeten Nabelkante an. Die Nabelwand steht 
ganz steil. Die grösste Dicke der Röhre liegt fast doppelt so weit vom Nabel, 
wie von der Externseite entfernt. 

Die Röhre trägt, besonders auf der Mitte ihrer äusseren Hälfte, mehrfach 
ganz flache, breite, nach aussen vorgebogenen Anschwellungen, welche von Mitte 
zu Mitte etwa eine Zwanzigstel-Windung von einander entfernt sind; ausserdem 
ist fast am Anfange der letzten Windung auf der Mitte ein faltenartiger Ein- 
druck zu sehen, welcher nach vorn weit schärfer begrenzt ist, als nach hinten, 
auf dem inneren und äusseren Drittel der Röhre schnell verschwindet und auf 
letzterem hinter einem weit kürzeren ähnlichen Eindrucke liegt. 

Das von mir Tafel I, Fig. 4 abgebildete, wesentlich kleinere Exemplar ist 
nun einerseits zum Theil etwas verdrückt und andrerseits stellenweise abgenutzt, 
und ich hatte geglaubt hierauf zurückführen zu müssen, dass es bis zu seiner 
letzten Drittel- Windung einen rundlichen Kiel hat, dann aber eine kurze Wöl- 
bung der Externseite bekommt. Diese Aenderung in der Gestalt entspricht 
aber derjenigen, welche auch das eben beschriebene , grössere Stück erkennen 
lässt. Bei diesem ist die Lobenlinie sehr ähnlich der Tafel II, Fig. 8 abgebil- 
deten, wenn auch die Loben selbst, entsprechend den grösseren Dimensionen, 
tiefer zerschnitten sind; ausserdem wird noch ein kleiner vierter Auxiliarlobus 
dicht über, der Nabelkante sichtbar, und der zweite ist etwas länger, bezie- 
hungsweise gleicht mehr den benachbarten Auxiliarloben, hat also wohl eine 
mehr normale Ausbildung, als bei jenem Exemplar. 

Das grosse, von einer Seite stark angewitterte Stück , welches ich mit zu 
N. ingens gestellt hatte, muss ich jetzt davon trennen, da es in der Wölbung 
der Windungen und auch in der Lobenlinie nicht genügend mit dem eben so 
grossen, jetzt Tafel V, Fig 1 abgebildeten übereinstimmt. 


Hoplitoides Wilsingi v. Koenen 
Tafel V, Figur 2; Tafel VI, Figur 6 und 7. 


Das bis an das Ende gekammerte, in halber Grösse abgebildete Exemplar 
9* 
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ist ziemlich stark beschädigt, doch lässt sich der fehlende Theil leicht ergänzen ; 
es hat gegen 28 em Durchmesser gehabt, und die Röhre ist zuletzt 165 mm 
hoch und 95 mm dick, und eine Windung vorher 86 mm hoch und 43 mm dick. 
Der Nabel ist trichterförmig, innen sehr eng und vermuthlich ganz geschlossen, 
wird aber durch eine breit abgerundete Nabelkante nur undeutlich begrenzt. 
Von dieser an nehmen die Seitenflächen zuerst schneller, dann immer langsamer 
eine flachere Wölbung an, so dass sie auf dem äussersten Viertel der letzten 
Drittel-Windung ziemlich eben sind; eine halbe Windung vorher haben sie sogar, 
sofern die Schale erhalten ist, auf dem äusseren Drittel eine flache Einsenkung, 
welche in der Nähe der Externseite am deutlichsten wird und den hier ca 6 mm 
dicken, den Sypho enthaltenden Kiel stärker hervortreten lässt. 

Der Lateralsattel ist fast eben so weit von der Externseite entfernt, wie 
vom Nabel, und nimmt etwa ein Sechstel der Seitenfläche ein; er ist um ein 
Viertel breiter, als der Externsattel, um zwei Fünftel breiter, als der erste 
Auxiliarsattel, und fast doppelt so breit, wie der zweite. Die Sättel sind breit 
abgerundet, wenig tief und unsymmetrisch gekerbt mit Ausnahme des Lateral- 
sattels. Der erste Laterallobus ist sehr breit, fast doppelt so tief, wie der 
zweite, und etwa um ein Viertel tiefer, als der Externlobus, mehr als doppelt 
so tief, wie der erste Auxiliarlobus, und etwa dreimal so tief, wie der zweite. 
Der erste Laterallobus ist bis auf etwa zwei Drittel ziemlich symmetrisch ge- 
spalten, doch hängt die innere Hälfte wesentlich tiefer herab, als die äussere, 
und beide sind nochmals in der Weise gespalten, dass auf beiden Seiten des 
Lobus ein weniger tiefer Ast liegt, in der Mitte die beiden tiefsten ; diese laufen 
in je 4 ganz unsymmetrische Zweige aus, jene in je 2, und der zweite Lateral- 
lobus sowie die beiden Auxiliarloben haben je 4 fast fingerförmige Aeste. Der 
Externlobus hat jederseits in halber Höhe einen stärkeren Seitenast, darunter 
einen schwächeren. 

Die Kammerwand steigt von aussen bis zum Lateralsattel nicht unbedeutend 
an und biegt sich dann allmählich gerade auf den Nabel hin. 

Derselben Art möchte ich auch ein kleineres, grossentheils stark angewit- 
tertes Exemplar zurechnen, dessen Röhre flacher gewölbt ist, bei 92 mm Höhe 
eine Dicke von 44 mm hat und eine Viertelwindung vorher, bei einer Höhe der 
Röhre von 76 mm, die Loben zeigt; diese sind natürlich weit kürzer und weniger 
zerschnitten, gleichen aber im Wesentlichen denen des grossen Stückes, nur ist 
der Externsattel reichlich so breit, wie der Lateralsattel, und die 4 einzelnen 
Aeste des ersten Laterallobus zeigen die Anlage zu einer etwas abweichenden 
Verzweigung. 

Unsere Art zeigt einige Aehnlichkeit in der Ausbildung der Lateral- und 
Auxiliar-Loben und Sättel mit dem Ammonites Requienianus d’Orb. (Cephalop. 
Terr. Cret. S. 315 Taf. 93) aus dem gres vert superieur von Uchaux ete., wäh- 
rend der Extern-Lobus und Sattel wesentlich abweichen. 
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Hoplitoides n. sp.? 
Tafel V, Figur 1; Tafel VI, Figur 5. 


Es liegt nur ein stark angewitterter, bis an das Ende gekammerter Kalk- 
spath-Steinkern vor, von welchem ich die letzte halbe Windung entfernte, so 
dass eine frühere, nicht angewitterte, aber stellenweise etwas verdrückte halbe 
Windung sichtbar wurde. Das Stück hat jetzt ca 150 mm Durchmesser und 
zuletzt ca 89 mm Höhe bei 53 mm Dicke der Röhre, eine Windung früher 45 mm 
Höhe bis 36 mm Dicke. Der Nabel, in welchem die Schale noch erhalten, ist, 
hat zuletzt einen Durchmesser von 10 mm und hat eine ganz steilstehende 
Wand, wird aber nach innen ganz eng und ist durch eine gänzlich abgerundete 
Nabelkante begrenzt. Neben dieser sind die Seitenflächen zunächst ziemlich 
flach, nehmen aber bald eine stärkere Wölbung an, von der Mitte an wieder eine 
flachere, und auf dem äusseren Drittel sind sie deutlich eingesenkt, so dass der 
mindestens zuerst recht scharfe Kiel der Externseite noch stärker hervortritt. 

Auf der letzten Viertelwindung finden sich 3 flache, rundliche Anschwel- 
lungen, welche auf der Mitte noch am deutlichsten sind, nach dem Nabel hin 
und anscheinend auch nach dem Kiel zu verschwinden; auf dem ersten Viertel 
der letzten Windung sind die Anschwellungen höher und schmaler, sodass sie 
niedrigen Rippen gleichen; auf der inneren Hälfte der Seitenflächen erheben sie 
sich am stärksten und verflachen sich wieder bis zur Nabelkante, verschwinden 
aber auch auf der äusseren Hälfte unter schwacher Vorbiegung erst nahe dem 
Kiel. Zwischen je zweien dieser Anschwellungen treten endlich auf dem äusseren 
Drittel der Seitenflächen je eine oder auch zwei schmale Falten auf. 

Die Lobenlinie zeigt am Anfange der letzten Windung grosse Aehnlichkeit 
mit der von A. Wilsingi, namentlich in der Zahl und Lage der Loben, sowie in 
deren freilich noch ganz geringfügiger Verzweigung, auch sind die Sättel breit- 
gerundet, wenig zerschlitzt, doch ist der Externsattel breiter, als der La- 
teralsattel, und die beiden Aeste des Externlobus sind weit mehr nach innen, 
als nach unten gerichtet. Ausserdem steigen die Kammerwände bis zum ersten 
Auxiliarsattel an und biegen sich dann erst allmählich dem Nabel zu. 

Eine halbe Windung später ändern sich die Loben besonders darin, dass 
ihre Stämme verhältnissmässig dick werden, während die Verzweigung ganz 
kurz bleibt; die äussere Hälfte des ersten Laterallobus und der Externlobus 
sind leider hier nicht erhalten. 

Dieses Exemplar hat aber eine so bedeutende Dicke im Verhältniss zu seinem 
Durchmesser, dass es nicht wohl zu N. Welsingi gestellt werden kann, aber 
auch zu den übrigen, von Kamerun vorliegenden Arten nicht passt, selbst wenn 
man die Berippung als Jugend-Skulptur ansehen will und ihr daher keinen oder 
doch nur geringen Werth als Merkmal beilegen will. 

Wenn es aber auch durch Gestalt und Skulptur sich anderen Gattungen 
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wie Lenticeras, nähert, so schliesst es sich doch durch seine Lobenlinie mehr an 
die übrigen, von mir zu Hoplitoides gestellten Formen an. 


Pulchellia? perovalis v. Koenen 
Tafel VI, Figur 4. 


Pulchellia? perovalis v. Koenen S. 10. Tafel I, Fig. 3; Taf. II, Fig. 6. 


Ein unverdrücktes, bis an das Ende gekammertes, mit Kalkspath erfülltes 
Exemplar, welches auf dem letzten Viertel an der Externseite beschädigt ist, 
hat 68 mm grösste Dicke und gegen 100 mm Durchmesser gehabt. Vor dem 
letzten Viertel ist die Röhre 60 mm diek und 80 mm hoch und eine halbe Win- 
dung vorher 43 mm dick und 57 mm hoch. Der Nabel ist mit hartem Kalksand- 
stein erfüllt, höchstens 5 mm weit. Die grösste Dicke der Schale ist vom Nabel 
nur etwa 12 mm entfernt; von dieser Stelle an nehmen die Seitenflächen bis zu 
der kurz gerundeten Nabelkante allmählich eine stärkere Wölbung an, während 
sie nach aussen zu recht flach gewölbt sind und mit durchschnittlich etwa 45 
Grad konvergiren bis in die Nähe der gleichmässig gerundeten Externseite. 

Die Dicke dieses Stückes ist somit verhältnissmässig etwas beträchtlicher, 
als ich bei dem kleineren, stark beschädigten, Tafel II, Fig. 6 abgebildeten an- 
genommen hatte. 

Die Lobenlinien zeigen aber genügende Uebereinstimmung, wenn auch bei 
dem grossen Exemplar die Loben wesentlich tiefer und, ebenso wie die Sättel, 
weit tiefer zerschlitzt sind, wie dies aber den grösseren Dimensionen entspre- 
chen dürfte; nur ist der Externlobus wesentlich kürzer, als bei dem kleinen 
Stück, kaum länger, als der zweite Laterallobus, und nur zwei Drittel so lang, 
wie der erste. 


Aporrhais semilaevis v. Koenen. 
Tafel VI, Figur 8. 


Aus dem harten, grauen Kalksandstein erhielt ich ausser einem kleinen Bruch- 
stücke ein Exemplar, welchem der unterste Theil der Mündung und die Gewinde- 
spitze, sowie ein grosser Theil der Schale fehlen ; dasselbe hat über 60 mm Länge 
und 20 mm Dicke auf der Mitte der Schlusswindung gehabt und enthält die 4 
letzten Windungen, von welchen die erste 6 mm dick und zuerst 4 mm hoch ist. 
Die fehlende Gewindespitze dürfte mindestens 5 oder 6 Windungen enthalten 
haben. Die Mündung hat wohl etwas mehr als die Hälfte der Gesammtlänge 
eingenommen. 


Die Mittelwindungen springen unter der Naht ein wenig vor und sind auf 
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ihrem obersten Drittel flach oder ein klein wenig eingesenkt, darunter flach gewölbt ; 
die Schlusswindung ist unterhalb der Nahtlinie anscheinend fast eben und hat 
erst nahe ihrem unteren Ende eine flache Einsenkung. 

Die ersten Mittelwindungen tragen je etwa 22 kantige Rippchen , welche 
etwa eben so breit wie ihre Zwischenräume sind, auf dem Nahtsaum etwas ver- 
breitert beginnen und auf der unteren Hälfte der Windungen ein wenig an- 
schwellen. Zuerst laufen sie ziemlich gerade von Naht zu Naht; auf der 
zweiten vorhandenen Windung erhalten sie nach unten zu eine allmählich deut- 
licher werdende Vorbiegung, werden dann flacher, unregelmässiger, mehr Falten- 
artig und treten schliesslich nur auf der unteren Hälfte der Schlusswindung und 
auch dicht unter der Naht als ganz unregelmässige, flache Anwachsfalten hervor. 

Ausserdem tragen die ersten Windungen gegen 20 flache, gedrängte Spiral- 
streifen, welche auf dem obersten Viertel noch am deutlichsten sind und auf 
der letzten Mittelwindung nur noch nahe unter der Naht zu erkennen sind. 

Nahe der Mündung erhält die Schale einige schärfere Falten und einen tie- 
fen Absatz, vielleicht in Folge eines ausgeheilten Bruches, und die Aussenlippe 
beginnt schon nahe unter der Naht sich vorzubiegen; die letzten Anwachsstreifen 
biegen sich bis zur Nahtlinie wieder gerade nach unten und dann ein wenig 
rückwärts. Der Bruch der Aussenlippe zeigt aber eine Schalendicke von über 
2 mm, so dass sie hier einen vorspringenden Flügel getragen haben dürfte. 
Diese innere Verdickung des mittleren Theiles der Schale reicht aber auch bis 
etwa eine Viertel-Windung vor der Mündung. 

Die Innenlippe ist ziemlich stark verdickt und reichte mindestens über die 
vorhergehende Windung hinweg; von einer Rinne ist nichts zu erkennen. 

Der Flügel könnte etwa eine ähnliche Form gehabt haben, wie bei Rostel- 
laria Robinaldina d’Orb. (Terr. Cret. Gastrop. pl. 206 f. 4) oder bei der re- 
centen A. occidentalis, da keine Spur eines Kieles oder auch nur einer Kante 
auf der Schlusswindung zu sehen ist; unsere Art könnte daher wohl zu der Un- 
tergattung Arrhoges Gabb gehören. 


Liopistha sulcata v. Koenen 
Tafel VII, Figur 6. 


Eine beschädigte linke Schale aus dem grauen Kalkssandstein und ein 
Steinkern eines ziemlich stark verdrückten, zweischaligen Exemplares aus dem 
bräunlichen, entkalkten Sandstein könnten ein und derselben Art angehören. 
Erstere ist gegen 70 mm breit, 50 mm hoch und nicht ganz 30 mm dick ge- 
wesen; das letztere Stück dürfte ähnliche Dimensionen gehabt haben und erin- 
nert in der Gestalt einigermassen an die Abbildung von Panopaea attenuata Ag. 
(Pietet et Campiche, Terr. Ordtaces de Ste Croix pl. CII, f. 2 u. 3) aus dem mitt- 
leren Neokom, hat aber viel spitzere und weit stärker umgebogene Wirbel. 
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Diese ragen bei der einzelnen Schale etwa 10 mm über der Schlosswand 
hinaus, sind nur mässig nach vorn gerichtet und stehen dicht hinter dem vor- 
dersten Drittel der Schale. Von aussen gesehen bilden die Seiten des Wirbels 
einen Winkel von 100 Grad; vor dem Wirbel liegt eine 8 mm breite und 25 mm 
lange, glatte, vertiefte Lunula, welche durch eine stumpfe, abgerundete Kante 
wenig scharf begrenzt wird und am vorderen Schalrand, etwa 10 mm vom Wirbel, 
eine ganz stumpfe Ecke enthält. 

Hinter dem Wirbel zeigt der Steinkern einen 80 mm langen, ziemlich ge- 
raden Schlossrand, welcher durch eine stumpfe, abgerundete Ecke vom hinteren 
Schalrande getrennt wird. Dieser läuft unter einem Winkel von durchschnitt- 
lich etwa 140 Grad schräg nach unten und ist auf eine Länge von ca. 25 mm 
nur schwach gekrümmt, biegt sich dann aber schnell stärker und geht so in den 
unteren Schalrand über, welcher bald wieder eine flache Biegung annimmt und 
erst auf der vorderen Hälfte sich allmählich etwas stärker aufbiegt. 

Die Schale ist vor ihrer Mitte am stärksten gewölbt, hinten am wenigsten; 
auf ihrer ersten Hälfte trägt sie ziemlich regelmässige, platte Anwachsrippen, 
welche nach oben steil abfallen, etwa doppelt so breit wie ihre Zwischenräume 
und zuletzt etwa 2 mm von Mitte zu Mitte von einander entfernt sind; auf der 
unteren Hälfte der Schale finden sich dagegen etwa 5 mm breite, durch flache 
Furchen getrennte Anschwellungen, auf welchen je 6 oder 7 niedrige, gedrängte, 
wenig deutliche Streifen liegen. Die Schale ist sehr dünn, auf ihrem unteren 
Theile höchstens bis zu 0,5 mm dick. 

Der Schlossrand ist angebrochen, zeigt aber hinter dem Wirbel eine nicht 
unbedeutende Verdickung, so dass hier wohl Schlosszähne gelegen haben; da- 
hinter scheint eine ziemlich lange Furche oder Ligamentgrube zu liegen. 

Unsere Art ist in Gestalt und Skulptur näher verwandt mit Panopaea fre- 
quens Zittel (Bivalven der Gosaubildungen S. 7, Taf. I, Fig. 5, 6) welche von 
Zittel (Handb. der Paläontologie Il, S. 131) selbst zu der Gattung Liopistha 
Meek gestellt wurde, und zu dieser dürfte denn auch unsere Art gehören, welche 
sich von L. frequens schon durch die doppelte Grösse und weit gröbere Skulptur 
unterscheidet. 
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Verzeichniss der im Nachtrage beschriebenen und besprochenen Arten. 


Aporrhais semilaevis v. Koenen Seite 62 Tafel VI Fig. 8. 
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Tafel V. 


Figur 1. Hoplitoides n. sp.? 1a. in halber Grösse. 1b. Loben am 
Anfange der letzten Windung. Querschnitt vergl. Tafel 
VI Eig#Dd. 

Figur 2. Hoplitoides Wilsingi v. Koenen in halber Grösse. Ver- 
gleiche den Querschnitt Tafel VI, Fig. 6 und 7. 

Figur 3. Hoplitoides ingens v. Koenen in halber Grösse. Vergleiche 
die Querschnitte Tafel VII, Fig 4 und 5, sowie Tafel I, 
Fig. 4 und Tafel II, Fig. 5 und 3. 
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Tafel VI. 


Figuri1, 2, 3. Hoplitoides latesellatus v. Koenen. 1 in halber Grösse. 
2. Querschnitt am Anfang des letzten Drittels. 3a,b. 


Jugend-Zustand. Seite 53, 56. 
Figur 4. Pulchellia ? perovalis v. Koenen. Vergleiche Tafel I, Fig. 3, 

bar. 11, .R19.00. R 62. 
Figur 5. Hoplitoides n. sp.? Querschnitt des Tafel V, Fig. 1 abge- 

bildeten Exemplares. 5 61. 


Figur 6. Hoplitoides Wilsingi v. Koenen. Querschnitt des Tafel V, 
Fig. 2 abgebildeten Exemplares am Anfange der letzten 
Windung und 
7. des anderen Exemplares. ® 59. 
Figur 8. Aporrhais semilaevis v. Koenen. 5 62. 
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Tafel VM. 


Figur 1, 2, 3. Desmoceras Kamerunense v. Koenen. 1. in halber Grösse. 
2. Querschnitt und 3. Lobenlinie nahe dem Ende der Röhre 
Figur 4, 5. Hoplitoides ingens v. Koenen. Querschnitte des Tafel V. 
Fig.3. abgebildeten Exemplares. 5. am Anfange der letzten 


Windung. 4. zwei Drittel-Windungen später. „08. 
Figur 6. Liopistha sulcata v. Koenen. 
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Von 
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Erster Teil. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 31. Juli 1897 durch W. Schur. 


Einleitung. 


1. Die Zahl der Entdeckungen kleiner Planeten hat sich in den letzten 
Jahren ausserordentlich vermehrt, seitdem die von Herrn Max Wolf eingeführte 
photographische Methode Anwendung gefunden hat, und es wird heutzutage 
solchen Neuentdeckungen weit weniger Interesse entgegengebracht als in frühe- 
ren Zeiten, wo dieselben noch verhältnissmässig selten waren. Die grosse Anzahl 
der bereits bekannten kleinen Planeten beginnt vielmehr die Astronomen in Ver- 
legenheit zu setzen, da es immer schwieriger wird, den Bewegungen dieser vie- 
len Himmelskörper rechnerisch zu folgen. Aus diesem Grunde hat man sogar 
davon sprechen hören, dass man den Planetenentdeckern anheim geben wolle, 
ihre Entdeckungen während einer längeren Zeit möglichst einzuschränken, um 
den Rechnern Gelegenheit zu geben, die Bahnen der bereits bekannten kleinen 
Planeten genauer festzulegen, ohne sie durch weitere Entdeckungen mit Rech- 
nungsmaterial zu überhäufen. 

Der Verfasser ist der Ansicht, dass es sehr verfehlt wäre, diesen Planeten- 
entdeckungen Einhalt thun zu wollen; denn eine jede Beobachtung kann für die 
Zukunft von grosser Wichtigkeit werden, wenn sie auch im Augenblicke wertlos 
erscheint, und wir müssen sicherlich danach streben, unsere Kenntniss des Sonnen- 
systems möglichst zu vervollkommnen. Wenn man Zweifel aussprechen hört an 
dem Werte der genannten Entdeckungen, so ist dies nur ein Anzeichen dafür, 
dass die Rechnung mit der Beobachtung nicht mehr gleichen Schritt halten kann. 
Dies hat aber seinen Grund nicht allein in der grossen Menge der neuentdeckten 
Planeten, sondern es sind thatsächlich die Fortschritte auf dem Gebiete der 
praktischen Störungsrechnung hinter denen der beobachtenden Astronomie zu- 
rückgeblieben, trotzdem auf dem Gebiete der Theorie, hauptsächlich in Schweden 

1* 


+ MARTIN BRENDEL, 


und in Frankreich, die letzte Zeit eine grosse Reihe hervorragender Arbeiten 
zu verzeichnen hat. Doch haben bei der Complicirtheit des Problems die theo- 
retischen Erfolge noch immer nicht rechte Früchte tragen können für die rech- 
nende Astronomie. 

Es erscheint daher als eine sehr dringliche Aufgabe, Methoden aufzustellen, 
mittels deren man den Bewegungen der zahlreichen kleinen Planeten rechnerisch 
folgen kann. Man wird von vornherein darauf verzichten müssen, die Coordi- 
naten aller dieser Himmelskörper mit derselben Genauigkeit durch die Rechnung 
darzustellen, mit der man den Bewegungen der grossen Planeten folgt, denn 
das Arbeitsmaterial würde zu gross werden. Nur diejenigen der kleinen Plane- 
ten, die aus irgend einem Grunde ein specielleres Interesse verdienen, wird man 
mit aller erreichbaren Schärfe berechnen. 

Es bieten sich demnach der rechnenden Astronomie in bezug auf die kleinen 
Planeten die folgenden beiden Aufgaben: | 

I. Ihre Coordinaten soweit genähert zu berechnen, dass man sie ohne 
Schwierigkeiten nach einem gewissen Zeitraum am Himmel wieder auffinden und 
die neuen Planeten von den bereits bekannten leicht unterscheiden kann. 

II. Ihre Coordinaten innerhalb der Beobachtungsfehler darzustellen, wenn 
es sich um die Bestimmung irgend einer der Constanten unseres Sonnensystems 
oder um Fragen der Mechanik oder der Cosmogonie handelt. 

Bei Bearbeitung der ersteren Aufgabe können offenbar die auszuführenden 
Störungsrechnungen sehr erheblich abgekürzt werden. Herr Berberich, dem die 
astronomische Welt für seine mühevolle Arbeit der Identifieirung des grössten 
Teils der in den letzten Jahren neu beobachteten Planeten verpflichtet ist, hat 
gezeigt, dass man mit Hilfe der Photographie einen Planeten nach mehreren 
Jahren wieder auffinden kann, ohne überhaupt Störungen zu rechnen, indem man 
die elliptische Bewegung zu Grunde legt. Es wird indessen angezeigter sein, 
die Störungen soweit zu bestimmen, dass man den Planeten nach einem Zeitraum 
von 50 bis 100 Jahren mit dem Fernrohr ohne besondere Schwierigkeit wie- 
der findet. 

Die Pariser Academie des Sciences hatte für den Prix Damoiseau für das 
Jahr 1894 folgende Aufgabe gestellt: 

„Perfeetionner les me&thodes de caleul des perturbations des petites planetes 
en se bornant Aä reprösenter leur position, & quelques minutes d’arc pres, 
dans un intervalle de cinquante ans; construire ensuite des tables numeriques 
permettant de determiner rapidement les parties principales des perturbations“. 

Es ist dies die erste der beiden eben genannten Aufgaben, mit der wir uns 
im Folgenden in erster Linie beschäftigen werden, und es ist die vorliegende 
Abhandlung im Wesentlichen eine weitere Ausarbeitung einer von der Akademie 
mit dem Preise gekrönten kürzeren Arbeit. Ich will aber die Grenzen noch 
etwas enger ziehen und: versuchen, die geocentrischen Coordinaten der Plane- 
ten während eines Jahrhunderts im Allgemeinen innerhalb der Bogenminute 
darzustellen; und ferner will ich den Entwicklungen eine solche Allgemeinheit 
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geben, dass sie auch zur Lösung der zweiten Aufgabe als Grundlage dienen 
können. 

Bei Bearbeitung der ersteren Aufgabe wird man Jupiter allein als stören- 
den Körper berücksichtigen (wenn man einige vereinzelte kleine Planeten aus- 
schliesst, welche von Seiten des Mars!) oder Saturns beträchtliche Störungen 
erleiden), und zwar wird man die Bewegung Jupiters als elliptisch ansehen. 

Im zweiten Falle muss man ausser dem Einflusse Jupiters auch noch die 
anderen störenden Körper einführen, und man wird auch die wahre Bewegung 
der störenden Körper betrachten müssen, wie sie aus ihrer gegenseitigen An- 
ziehung folgt. 

Ich werde versuchen, beiden Aufgaben gerecht zu werden, indem ich mich 
einerseits auf die Betrachtung eines einzigen störenden Körpers (Jupiters) be- 
schränke, da die Berücksichtigung mehrerer störender Körper keinen wesent- 
lichen Unterschied in den Entwicklungen bedingt. Andererseits aber werde ich 
die Bewegung Jupiters, um die Allgemeinheit des Problems zu wahren, nicht 
von vornherein als elliptisch ansehen, sondern ich werde seine wahre Bewegung 
in die Entwicklungen einführen. Im weiteren Verlaufe sollen dann mit Rück- 
sicht auf die erstere Aufgabe bedeutende Vereinfachungen vorgenommen werden, 
dadurch, dass ich die Bewegung Jupiters in die elliptische übergehen lasse. 

2. Unsere Entwicklungen und Annäherungen werden nach Potenzen von 
gewissen Oonstanten fortschreiten, die den Excentrieitäten und Neigungen in der 
elliptischen Bewegung analog, aber unabhängig von der störenden Masse sind; 
und zwar wird zunächst die Störungsfunktion nach Potenzen dieser Grössen 
entwickelt werden. Ich will jedes Glied, welches die n-te Potenz oder ein ent- 
sprechendes Produkt dieser Grössen als Faktor enthält, ein Glied »-ten Gra- 
des nennen, und bei der Entwicklung der Störungsfunktion die Glieder dritten 
Grades zunächst vernachlässigen. Bei der weitaus grössten Mehrzahl der klei- 
nen Planeten wird diese Genauigkeit ausreichend sein, um ihre Coordinaten 
innerhalb der in der ersten Aufgabe gegebenen Grenzen darzustellen. Nur für 
diejenigen Planeten, deren Excentricität oder Neigung einen aussergewöhnlich 
hohen Betrag erreicht, ebenso wie für diejenigen, deren mittlere Bewegung sehr 
nahe in einem commensurablen niedriezahligen Verhältniss zur mittleren Bewe- 
gung Jupiters steht, wird man eine weniger scharfe Darstellung erreichen. Doch 
wird es nicht schwierig sein, in diesen Fällen einige wichtigen Glieder dritten 
und vierten Grades nachzutragen. Ich werde demnach in den Differentialglei- 
chungen für die Coordinaten des gestörten Körpers die Glieder dritten Grades 
(welche sämmtlich mit der störenden Masse multiplieirt sind) bei Seite lassen; 
dagegen werde ich in den Integralen (oder richtiger Lösungen) dieser Gleichun- 
gen, d.h. in den Ausdrücken für die Coordinaten, nicht durchweg alle Glieder 
höheren als zweiten Grades vernachlässigen; denn aus Gliedern, welche in den 


1) Vgl. H. Lemke, Ueber die Mars- und Jupiterstörungen der kleinen Planeten vom Hebe: 
Typus. Inaugural-Dissertation, Berlin 1897. 
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Differentialgleichungen niederen als dritten Grades sind, können in den Integra- 
len beträchtliche Glieder vom dritten und von höheren Graden durch den Inte- 
grationsprocess (Kapitel VI—VIH) entstehen, namentlich, wenn die mittlere Be- 
wegung des betreffenden Planeten sehr nahe in einem commensurablen Verhält- 
niss zu derjenigen Jupiters steht. 

3. Die Excentrieitäten und Neigungen in der elliptischen Bewegung, nach 
deren Potenzen die Entwicklungen in den älteren Störungstheorieen fortschrei- 
ten, enthalten implieit die störende Masse; die Entwicklungen nach ihren Poten- 
zen enthalten also schon implieit eine Entwicklung nach den Potenzen der stö- 
renden Masse, was bei uns nicht der Fall ist. Ausserdem wird auch in den 
älteren Theorieen im Allgemeinen nach den Potenzen der explicit auftretenden 
störenden Masse entwickelt. Diese Entwicklungen sind nun in vielen Fällen 
unbedingt divergent, wie von Gylden und anderen gezeigt worden ist. Wir 
werden darum nicht in jedem Falle unsere Entwicklungen und Annäherungen 
nach den Potenzen der störenden Masse ordnen; dennoch will ich, der Ueber- 
sichtlichkeit halber, ein jedes Glied, das die »-te Potenz der störenden Masse 
enthält, als Glied »-ter Ordnung bezeichnen. Man kann in dieser Beziehung 
die Planeten in zwei Gruppen teilen: 

I. Solche Planeten, deren mittlere Bewegung so beschaffen ist, dass ihr 
Verhältniss zu derjenigen Jupiters keinem (niedrigzahligen) Bruche sehr nahe 
kommt; in diesem Falle können die Annäherungen unbedenklich nach den Poten- 
zen der störenden Masse geordnet werden; ich will diese Planeten gewöhn- 
liche nennen. 

II. Diejenigen Planeten, deren mittlere Bewegung sehr nahe commensura- 
bel mit derjenigen Jupiters ist; wir nennen sie nach einer von Gylden einge- 
führten Bezeichnungsweise charakteristische Planeten. Hier führen die Ent- 
wicklungen nach den Potenzen der störenden Masse langsam oder garnicht 
zum Ziele; ich werde daher bei diesen Planeten die wichtigen Störungsglieder 
höherer Ordnungen schon in der ersten Annäherung berücksichtigen. Diejenigen 
unter den charakteristischen Planeten, welche einem commensurablen Verhältniss 
in bezug auf die mittleren Bewegungen besonders nahe kommen, d.h. näher 
kommen als eine gewisse später zu bezeichnende untere Grenze, nenne ich kri- 
tische Planeten (in gewisser Analogie mit Gylden’s kritischen Gliedern); unter 
ihnen sind diejenigen einbegriffen, welche jene Form der Bewegung zeigen, die 
man Libration genannt hat. Ob indessen im Systeme der kleinen Planeten wirk- 
lich Fälle von Libration vorkommen, kann erst nach Abschluss der auszuführen- 
den Rechnungen entschieden werden. 

4. Die Methode, welche ich anwende, hat als Grundlage die Untersuchun- 
gen, welche Gylden in seiner schönen Theorie der absoluten Bahnen gegeben 
hat, und ich habe den Störungen im Wesentlichen dieselbe Form gegeben wie 
er. Gylden hat sich allerdings als Hauptziel eine Darstellung der Planetenbe- 
wegungen gesetzt, welche für einen unbegrenzten Zeitraum giltig sein und es 
daher auch erlauben soll, über die Stabilität des Systems zu entscheiden; wir 
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wollen uns vorläufig nur vornehmen, die Coordinaten des gestörten Körpers 
während eines beschränkten, wenn auch ziemlich langen Zeitraums (eines Jahr- 
hunderts) darzustellen, und deshalb können wir uns viele Umänderungen und 
Vereinfachungen gestatten, die zwar die unbeschränkte Convergenz unseres Ver- 
fahrens in Frage stellen, aber für die praktische Rechnung von bedeutendem 
Vorteil sind. 

Es sei noch besonders hervorgehoben, dass unsere Methode auch für die 
charakteristischen und kritischen Planeten anwendbar ist, und dass sie es auch 
ermöglicht, die Fälle zu behandeln, in denen Libration stattfindet. Das Haupt- 
prineip ist die strenge Anordnung der Annäherungen nach dem Grade der Grlie- 
der, nicht aber nach den Potenzen der störenden Masse. Die Grundzüge unserer 
Methode finden sich bereits in einer in schwedischer Sprache erschienenen Abhand- 
lung!) und in meiner Dissertation?), wenn sie auch seitdem recht erhebliche 
Vereinfachungen erfahren hat. Ich will indessen hier eine vollständige Dar- 
stellung geben, und es vermeiden, den Leser auf die genannten Arbeiten zu 
verweisen. 

5. Die unabhängige Veränderliche, welche ich nach dem Vorgange Gylden’s 
anwende, ist nicht die Zeit, sondern die wahre Länge des gestörten Planeten 
in seiner momentanen Bahnebene, die mit » bezeichnet wird. Ich habe mich 
überzeugt, dass dies Verfahren sehr bedeutende Vorteile mit sich bringt. Schon 
in der elliptischen Bewegung drückt man den Radiusvektor als Funktion der 
Länge aus; denn wenn man ihn als explieite Funktion der Zeit darstellen will, 
so erhält man einen sehr complieirten Ausdruck, der sich nur durch eine unend- 
liche Reihe geben lässt, die nach Potenzen der Excentrieität fortschreitet; führt 
man nun aber in die Differentialgleichung des Radiusvektors in der gestörten 
Bewegung die Zeit als unabhängige Veränderliche ein), so erhält man in dieser 
Gleichung eine ebensolche unendliche Reihe, welche nach den Potenzen der Ex- 
centrieität fortschreitet, und deren Glieder nicht mit der störenden Masse 
multiplicirt sind; vernachlässigt man dann, von einer gewissen Potenz der 
Excentricität an, die Glieder dieser Reihe, so vernachlässigt man Glieder, die 
man sonst in der ungestörten Bewegung berücksichtigt; wenn auch bei geringen 
Excentrieitäten diese Glieder sehr klein sein können, so bringt doch ein solches 
Verfahren erhebliche Nachteile mit sich. In den älteren Methoden drückt man 
auch thatsächlich den Radiusvektor durch die Gleichung 

a(1—e*) 


Me —— = 


1+ecos(w—r) 


als Funktion von v aus, und giebt dann allerdings gewöhnlich ecosxz und esinz 


1) Om användningen af den absoluta störingsteorien etc. Astronomiska Jakttagelser och 
Undersökningar anstälda pa Stockholms Observatorium. Utgifna af H. Gylden. Band IV Heft 3. 

2) Ueber die Anwendung der Gylden’schen absoluten Störungstheorie etc. Berlin-Göttingen 1890. 

3) Backlund,, Ueber die Bewegung einer gewissen Gruppe der kleinen Planeten. Me&moires de 
V’Academie Imperiale des Sciences de St.-Petersbourg, VII. Serie. Tome XXXVIII No. 11. 
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als Funktionen der Zeit, oder man fügt dem angeführten Ausdruck einen Faktor 
hinzu, der die Störungen des Radiusvektors als Funktionen der Zeit enthält. 
Gegen ein solches Verfahren lässt sich Nichts einwenden. Am vorteilhaftesten 
habe ich gefunden, einige der auftretenden Funktionen durch v, andere durch die 
Zeit auszudrücken; um jedoch die Integrationen nicht unnütz zu complieiren, habe 
ich zunächst überall v» als unabhängige Veränderliche beibehalten und ersetze 
dann da, wo es angemessen erscheint, vo durch die Zeit. Auch nimmt die Gyl- 
den’sche Entwicklung der Störungsfunktion, die nach diesem Prineip ausgeführt 
ist, eine sehr symmetrische Form an. 

In seinem Werke „Les Methodes nouvelles de la Mecanique celeste“ macht 
Herr Poincard!) einige Bemerkungen über den Gebrauch von v als unabhängiger 
Veränderlicher. Er sagt, die wahre Länge v’ des störenden Körpers, welche in 
der Störungsfunktion auftritt, sei eine bekannte Funktion der Zeit, aber eine 
unbekannte Funktion von v; bei Ersetzung von v’ durch v führe man also noch 
unbekannte Grössen ein, was man nicht thäte, wenn man v’ durch die Zeit 
ersetzt. Indessen enthält die Störungsfunktion nicht nur v’, sondern auch v, 
und vor allem die Differenz v—v'. Vermeidet man, v' selbst durch noch unbe- 
kannte Grössen auszudrücken, so findet man dieselben an anderer Stelle wieder, 
und die Differenz v—v' enthält stets solche unbekannten Grössen, wie man sie 
auch transformiren möge. 

6. Im vorliegenden ersten Teile werde ich die Grundformeln für die Be- 
wegung des gestörten Planeten geben und die Differentialgleichungen seiner 
Coordinaten integriren, d.h. die Relationen zwischen den heliocentrischen Coor- 
dinaten und der Zeit herstellen. Da wir als unabhängige Veränderliche die 
wahre Länge v einführen, so werden wir den Radiusvektor des Planeten, seine 
Breite über der Fundamentalebene und die Zeit als Funktion von v erhalten, 
und um die Coordinaten direkt als Funktion der Zeit darzustellen, ist noch eine 
unschwer auszuführende Transformation erforderlich, die ich im zweiten Teile 
zu geben beabsichtige. 

Zur leichteren Orientirung habe ich der Arbeit ein ausführliches Inhalts- 
verzeichniss beigegeben. 

Die Ausdrücke für die Coordinaten, die ich in diesem Teile ableite, sind so 
beschaffen, dass sie nach Potenzen der erwähnten mit den Excentricitäten und 
Neigungen vergleichbaren Grössen fortschreiten und dass ihre Coefficienten im 
Uebrigen nur von der mittleren Bewegung des gestörten Planeten abhängig sind 
und also mit derselben als Argument tabulirt werden können. Die zur Her- 
stellung solcher allgemeinen Tafeln nötigen Rechnungen sind für die Planeten, 
deren mittlere Bewegungen zwischen 700” und 1200” liegen, bereits im Gange, 
und ich hoffe sie dem zweiten Teile einverleiben zu können; aus ihnen können 
die Störungsglieder für einen beliebigen Planeten direkt entnommen werden. 

Begreiflicherweise kann ich im Folgenden die Formeln für die charakteri- 


1) Tome I pag. 204. 


THEORIE DER KLEINEN PLANETEN. EINLEITUNG. %) 


stischen Planeten nicht in solcher Ausführlichkeit geben wie für die gewöhn- 
lichen; denn je mehr ein Planet sich der strengen Commensurabilität nähert, 
desto mehr Glieder müssen berücksichtigt werden, und desto mehr Einfluss ge- 
winnt der Betrag der Excentrieität nnd der Neigung auf die Entwicklungen. 
Ich werde darum für die charakteristischen Planeten die Entwicklungen nur 
bis zu Gliedern niederen Grades vollständig geben, jedoch so, dass der wei- 
tere Gang der Rechnung ohne Schwierigkeiten zu übersehen ist. Aus dem ge- 
nannten Grunde lassen sich die charakteristischen (oder wenigstens die kriti- 
schen) Planeten auch nicht ohne Weiteres in die zu berechnenden allgemeinen 
Tafeln aufnehmen, und es empfiehlt sich mehr, sie einzeln zn berechnen. Dennoch 
werde ich bestrebt sein, die Lücken, welche unsere Tafeln in der Nähe der 
Commensurabilitäten zunächst zeigen werden, auszufüllen, wenn dies auch der 
wenigen Planeten wegen, welche sich dort befinden, nicht lohnend erscheinen 
mag. Es ist aber von hohem Interesse, eine Uebersicht zu gewinnen, wie fietive 
Planeten sich an diesen Stellen verhalten würden; und es ist das Endziel unserer 
Arbeit, beurteilen zu können, wie jeder beliebige kleine Planet sich bewegen 
würde, der sich in dieser Zone befinden kann. 

Im zweiten Teile soll von der numerischen Anwendung der im ersten ge- 
gebenen Entwicklungen die Rede sein und von der Herstellung der genannten 
allgemeinen Tafeln. Des weiteren soll der zweite Teil von der Bearbeitung 
der einzelnen Planeten handeln, d. h. also: 

Von der Bestimmung der Bahnelemente aus den Beobachtungen mit Berück- 
sichtigung der Störungen; 

Von der Herstellung kurzgefasster Tafeln für die einzelnen Planeten, aus 
denen entweder die jeweiligen osculirenden oder analoge (instantane) Elemente 
entnommen werden können; diese Tafeln, welche auf einen Zeitraum von je 
hundert Jahren ausgedehnt werden sollen, werden für je einen Planeten den 
Raum von zwei Quartseiten voraussichtlich nicht übersteigen. Für den Planeten 
(91) Aegina sind sie bereits berechnet; 

Endlich von der Verbesserung der Bahnelemente und der genannten Tafel- 
werte aus den gefundenen Differenzen „Beobachtung— Rechnung“, worin auch die 
im sechsten Kapitel dieses ersten Teils erwähnte seculare Variation der Elemente 
einbegriffen ist. 

%. Man wird vielleicht in dieser Arbeit Untersuchungen darüber vermissen, 
ob die angewandten Reihenentwicklungen und Annäherungsverfahren in streng 
mathematischem Sinne convergent sind. Ich bin aus begreiflichen Gründen in 
dieser Frage einstweilen nicht zu abschliessenden Resultaten gelangt, und habe 
mich mit der Thatsache begnügt, dass sie für die praktische Lösung unserer 
Aufgabe brauchbar sind, wie aus den wertvollen Untersuchungen des Herrn 
Poincare folgt, soweit es nicht im Folgenden selbst bewiesen ist. Meine Be- 
mühungen waren darauf gerichtet, mit einer gewissen mathematischen Strenge 
— zu der ich die Anregung Herrn Poincare’s wertvollem Werk!) verdanke —, 


1) Poincare, Les Methodes nouvelles de Ja Mecanique celeste. 
Abhadlgn. d. K, Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band 1, >. 2 
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vorzugehen, indem ich wenigstens die Vorbedingungen für die Brauchbarkeit 
unserer Methode festgestellt, und es vermieden habe, den Ausdruck Convergenz 
da zu brauchen, wo seine Berechtigung nicht nachgewiesen ist. 

Damit stelle ich mich auch nicht auf den Standpunkt, den nach Herrn Poin- 
car& die Astronomen im Allgemeinen einnehmen; es wäre zweckmässig, dass man 
sich stets des Ausdrucks fallende (und zwar stark oder schwach fallende) und 
steigende Reihen bediente, wenn es sich um asymptotische oder endliche Reihen 
handelt. Bei uns treten nämlich (Kap. VIIS4) u.a. steigende endliche Reihen 
auf, und auch die asymptotischen Reihen reduciren sich in der Praxis auf end- 
liche, die die betreffende Funktion genähert darstellen. 

8. In der längeren Reihe von Jahren, während der die vorliegende Arbeit 
entstanden ist, habe ich Gelegenheit gehabt, Ratschläge, die mir von vielen Sei- 
ten freundlichst erteilt wurden, zu befolgen, und aus dem Verkehr mit befreun- 
deten Astronomen Nutzen zu ziehen. 

In allererster Linie schulde ich meinem unvergesslichen Lehrer Gylden ein 
dankbares Andenken. Vom September 1885 bis zum Mai 1888 habe ich, mit 
nur 7-monatlicher Unterbrechung im Jahre 1857, in Stockholm unter seiner 
Leitung studirt. Ihm verdanke ich die Anregung zur vorliegenden Abhandlung, 
wenn ich auch in den Jahren seit 1890, in denen diese Arbeit die gegenwärtige 
Form erhalten hat, mehr und mehr den praktischen Zielen der Störungsrechnung 
gefolgt und häufig nicht unerheblich von den von Gylden eingeschlagenen Wegen 
abgewichen bin. 

Ich kann nicht unterlassen, zu erwähnen, dass über dieser Arbeit insofern 
ein trauriges Schicksal gewaltet hat, als ich während der Abfassung derselben 
den Tod dreier Männer zu beklagen hatte, die ihr nahe gestanden und ein leb- 
haftes Interesse für sie bekundet haben. Am 24. Mai 1895 starb Hans Masal 
im Alter von nur 28 Jahren, mit dem ich in Stockholm gemeinsam gearbeitet 
und oft die Pläne meiner Arbeiten besprochen habe. Am 20. Oktober 1896 
starb Tisserand, dem ich nicht nur für Erteilung wertvoller Ratschläge zur 
grössten Dankbarkeit verpflichtet bin, sondern auch für das Interesse, dass er 
mir in jeder Beziehung entgegenbrachte. Endlich am 9. November 1896 starb 
Gylden. 

Den Herren Bohlin und Callandreau verdanke ich ebenfalls manchen Gedan- 
ken, der für die Ausführung meines Planes von Wichtigkeit geworden ist; 
ersterer hat inzwischen eine sehr interessante Abhandlung!) veröffentlicht, die 
einen ähnlichen Zweck verfolgt, in der aber andere Methoden zur Anwendung 
kommen, so dass eine Vergleichung der auf beiden verschiedenen Wegen ge- 
wonnenen Resultate nicht nur eine wertvolle Controlle bietet, sondern auch in 
mancher anderen Hinsicht zu wichtigen Schlüssen führen dürfte. 

Bei der Berechnung der im Folgenden erwähnten allgemeinen Tafeln hat 


1) Karl Bohlin, Formeln und Tafeln zur gruppenweisen Berechnung der allgemeinen Störungen 
benachbarter Planeten. Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Upsala 1895—96. 
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mir Herr Wellmann, zuerst auf Veranlassung von Herrn Förster und dann auf 
Veranlassung von Herrn Bauschinger, Hilfe geleistet; der letztere, der mir 
auch sonst in dieser Angelegenheit freundlich entgegenkam, hat gleich nach der 
Uebernahme des Direktorats des astronomischen Recheninstituts die Organisa- 
tion!) der Bearbeitung der kleinen Planeten in einer Weise in die Hand ge- 
nommen, die die besten Aussichten auf Erfolg bietet. 

Endlich hat Herr Schur die Freundlichkeit gehabt, die Königliche Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Göttingen dafür zu gewinnen, dass sie die vorlie- 
gende Arbeit in ihre Abhandlungen aufnahm, was deswegen für mich von be- 
sonderem Wert war, weil ich nach längeren vergeblichen Bemühungen, eine Ge- 
legenheit für den Druck derselben in Deutschland zu finden, schon vollständig 
ratlos war. 

Allen diesen Herren, sowie der genannten Gesellschaft, sage ich meinen 
wärmsten Dank. 


Erstes Kapitel. 


Die Grundprincipien der Gylden’schen Störungs- 

theorie. — Die allgemeine Form der Differentialglei- 

chungen und ihrer Integrale. — Die Groylden’schen 
Ooordinaten 0, n und 8. 


1. Ich will nun die Grundlagen besprechen, auf denen unsere Methode be- 
ruht und werde dabei Gelegenheit haben, auf die Hauptpunkte der Gylden’schen 
Störungstheorie einzugehen. Seien: 

%, y, 2 die Coordinaten des gestörten Körpers in bezug auf drei rechtwink- 
lige Axen von unveränderlicher Richtung, deren Anfangspunkt in den Schwer- 
punkt der Sonne fällt, 

r sein Radiusvektor, 

m seine Masse in Teilen der Sonnenmasse, so dass also m eine absolute Zahl 
ohne Dimension ist, 

x, y', 2', r', m’ die analogen Grössen in bezug auf den störenden Körper, 

it die Zeit, 

%” das Quadrat der Constante der Gravitation, also die Sonnenmasse, aus- 


1) Bauschinger, Ueber die Bearbeitung der kleinen Planeten. Vierteljahrschrift der Astrono- 
mischen Gesellschaft. 31. Jahrgang (1896). IV. Heft pag. 284. 
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gedrückt in denselben Einheiten, die für die Entfernungen und für die Zeit 
angenommen werden. Nehmen wir als Einheit für die Entfernungen denjenigen 
Wert für die halbe grosse Axe der Erdbahn,, den Gauss benutzt hat, und als 
Einheit für die Zeit den mittleren Sonnentag, so ist logA? = 8.2355814—10. 

Bezeichnen wir endlich mit M = Ak’(1+m) die Summe der Massen der Sonne 
und des gestörten Körpers, so gelten die folgenden Differentialgleichungen für 
die Coordinaten des gestörten Körpers: 


1 

d22N MI , 9% ) 

TIrEn RR Mi 
dt v dx 
dy , My 02 

1) di? IE y? =: dy ’ 
d’z Ma u 0% 

di? NE dag 


wo die Störungsfunktion & durch folgenden Ausdruck gegeben ist: 


I 


Mm 1 a Hyy' ter 
Ne) a 


Dies sind die Gleichungen, welche wir zu lösen haben. Ihre rechten Seiten 
sind multiplieirt mit der störenden Masse m’, ohne dass jedoch von vornherein 
angenommen werden könnte, dass sie auch stets mit dieser Masse an Grösse 
vergleichbar bleiben. Wenn es sich indessen, wie in vorliegender Arbeit, um 
die Berechnung der Störungen handelt, welche die kleinen Planeten durch die 
grossen erleiden, so können wir aus den Beobachtungen, wie aus analytischen 
Untersuchungen, schliessen, dass — wenigstens während eines beschränkten und 
zwar beträchtlich langen Zeitraumes — die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

I. Die Radienvektoren der störenden und des gestörten Planeten oscilliren 
um gewisse Mittelwerte, von denen sie höchstens um Grössen abweichen, die 
mit den Excentrieitäten der gegenwärtigen osculirenden Ellipsen verglichen 
werden können. 

ll. Dieselbe Bedingung für die Geschwindigkeiten der Planeten. 

Ill. Die Differenzen zwischen den Radienvektoren der störenden und des 
gestörten Planeten und daher auch ihre gegenseitigen Entfernungen bleiben stets 
an Grösse vergleichbar mit den Radienvektoren selbst; es finden also keine be- 
deutenden Annäherungen zwischen den einzelnen Körpern des Systems statt. 

IV. Die momentanen Bahnebenen der störenden und des gestörten Körpers, 
d.h. die Ebenen, die durch den Radiusvektor und die augenblickliche Bewe- 
gungsrichtung (die Tangente an die Bahn) bestimmt sind, bilden unter sich Win- 


1) Ich bediene mich bei Darstellung partielier Difterentialquotienten stets dieser Schreibweise, 
da in der That das im Nenner stehende Differential ein totales ist, und man auf diese Weise sich 
leichter gegen Fehler schützen kann. 
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kel, welche stets mit den gegenseitigen Neigungen der gegenwärtigen osculiren- 
den Ellipsen vergleichbar bleiben. Hierdurch schliessen wir auch den Fall einer 
rückläufigen Bewegung aus. 


2. So lange diese Voraussetzungen erfüllt sind, sind die rechten Seiten 
der Gleichungen 1) nicht nur klein von der Ordnung der störenden Masse, son- 
dern sie können auch in Reihen entwickelt werden, die nach Potenzen von 
Grössen fortschreiten, welche von der Ordnung der genannten Excentricitäten 
und Neigungen sind. Dieses sind die Gesichtspunkte, welche den Weg angezeigt 
haben für die praktische Lösung des Dreikörperproblems nach den älteren Me- 
thoden. Man hat in der ersten Annäherung die rechten Seiten der Gleichungen 
1) vernachlässigt, woraus sich die elliptische Bewegung ergab, und hat die Glie- 
der, welche man bei späterer Berücksichtigung dieser rechten Seiten erhält, 
„Störungen“ genannt. Die successiven Annäherungen, welche man auf diese 
Weise erhielt, schreiten nach den Potenzen der störenden Masse m’ fort; aber 
nicht eigentlich nach den reinen Potenzen dieser Masse, sondern ihn Wahrheit 
nach solchen der Störungen selbst. Da nun aber diese Störungen in vielen 
Fällen beträchtlich grösser sind als die störende Masse, so wird dieses Verfah- 
ren häufig unbrauchbar. Es werden nämlich die Störungen durch Reihen darge- 
stellt, deren Glieder in die folgenden drei Gruppen zerfallen: 

I. Die secularen Glieder; dieselben sind Grössen von der Ordnung der 
störenden Masse multiplieirt mit der Zeit {, oder Potenzen solcher Grössen. 
Wenn es auch wahrscheinlich ist, dass bei richtiger Anordnung der Annäherun- 
gen die Reihen, welche diese Glieder bilden, convergent bleiben, so kann doch 
nur für beschränkte Werte von t ihre Convergenz hinreichend stark sein, um 
sie praktisch verwertbar zu machen. Sichere Schlüsse über den Verlauf der 
Planetenbewegungen während eines unbeschränkten Zeitraumes werden sich mit 
ihrer Hilfe schwerlich ziehen lassen. 

II. Die sogenannten langperiodischen Ungleichheiten; dieselben treten auf, 
wenn das Verhältniss der mittleren Bewegungen des störenden und des gestör- 
ten Körpers sich einem commensurablen Verhältniss nähert, in welchem Falle 
die betreffenden Glieder durch den Integrationsprocess sehr kleine Divisoren 
erhalten und beträchtlich gross werden. Wenn auch diese Glieder eine gewisse 
obere Grenze nicht überschreiten, so tritt doch der Fall ein, dass die Reihen, 
welche sich aus ihnen zusammensetzen, überhaupt erst bei einem späteren Gliede 
anfangen zu fallen. Infolge dessen führen die ersten Annäherungen zu illusori- 
schen Resultaten und bei nicht streng richtiger Anordnung der Entwicklungen 
wird man divergente Reihen erhalten. 

III. Die gewöhnlichen Glieder, d. h. die periodischen Glieder, deren abso- 
lute Werte mit der störenden Masse numerisch vergleichbar sind; durch ihr 
Auftreten wird die Brauchbarkeit des Näherungsverfahrens nicht in Frage ge- 
stellt, so dass sie keine Schwierigkeiten bieten. 


3. Die Unzuträglichkeiten, welche aus den Entwicklungen nach den Gliedern 
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der beiden ersten Klassen entstehen, haben Gylden veranlasst, neue Methoden 
aufzusuchen. Schon Lagrange und Laplace war es geglückt, die secularen Glie- 
der in periodischer Form darzustellen, allerdings mit Vernachlässigung der 
Glieder vierten Grades in bezug auf die Excentrieitäten und Neigungen; sie 
erhielten Glieder von ausserordentlich langen Perioden, die indessen nicht mehr 
die störende Masse als Faktor enthalten, sondern von der Ordnung der Excen- 
trieitäten und Neigungen selbst sind. Um die secularen Glieder in dieser perio- 
dischen Form darzustellen, hatte Lagrange die Gleichungen 1) integrirt, indem 
er bereits in der ersten Annäherung denjenigen Teil der rechten Seiten berück- 
sichtigte, welcher secularer Natur ist. Hiermit hatte er bereits die Keppler’sche 
Ellipse als Grundlage für die Annäherungen verlassen, und sich der wahren 
Form der Planetenbahnen genähert. Grylden hat sich vorgenommen, das Auftre- 
ten secularer Glieder in den Integralen der Gleichungen 1) vollständig zu ver- 
meiden, und zu diesem Zweck führt er Glieder ein, die den von Lagrange ge- 
fundenen analog sind, und die er elementare Glieder nennt. Die absolute Bahn 
Gylden’s ist eine Bahn, die man erhält, indem man die Gleichungen 1) mit Be- 
rücksichtigung aller dieser elementaren (also im Integrale die störende Masse 
nicht als Faktor enthaltenden) Glieder integrirt. Diese Bahn weicht von der 
wahren Bahn nur um Grössen ab, welche mit der störenden Masse multiplicirt 
sind, und sie ist vielleicht bei Untersuchungen über die Bewegungen der Plane- 
ten während eines erheblich langen (oder unbeschränkten) Zeitraumes, also auch 
über die Stabilität des Systems, von grösster Bedeutung. 

Die Differenz zwischen der wahren und der absoluten Bahn, nach der obi- 
gen Definition, die Gylden für die letztere giebt!), bleibt also stets unterhalb 
einer gewissen Grenze; indessen erreicht sie in vielen Fällen recht erhebliche 
Beträge, und die Berechnung der absoluten Bahn an und für sich ist für die 
praktische Rechnung in keiner Weise ausreichend, um den Ort eines Planeten 
so genau zu geben, dass seine Wiederauffindung mit dem Fernrohr ohne grosse 
Mühe möglich wäre. 

Bei Darstellung der Planetenbewegungen für einen Zeitraum von wenigen 
Jahren oder Jahrzehnten gewinnt man durch Anwendung der absoluten Bahn 
keinen wesentlichen Vorteil gegenüber der Keppler’schen Ellipse; denn diejeni- 
gen Störungsglieder, welche während eines kurzen Zeitraums am merklichsten 
sind, sind in derselben nicht einbegriffen. Die Bedeutung der absoluten Bahn 
liegt also auf dem Gebiete der theoretischen Untersuchungen über den Verlauf 
der Planetenbewegungen während eines sehr langen Zeitraumes und über die 
Stabilität unseres Planetensystemes, nicht aber auf dem Gebiete der praktischen 
Störungsrechnung. 

Man kann vielmehr bei diesen Rechnungen von der Herstellung des Aus- 
drucks für die absolute Bahn vollständig absehen und statt der elementaren 


1) Gylden, Traite analytique des Orbites absolues des 8 Planetes principales.. Tome I pag. 48 
und 33 fi. 
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Glieder die secularen Glieder der älteren Methoden anwenden. Zu dieser Frage 
verweise ich auf die Bemerkungen zu Anfang des sechsten und auf das achte Kapitel. 

Wenn nun auch die eigentliche absolute Bahn für die praktische Störungs- 
rechnung keine wesentlichen Vorteile mit sich bringt, so ist doch das sonst von 
Gylden eingeführte Verfahren zur Berechnung der Störungen dazu angethan, 
diese Rechnungen in ganz hervorragendem Maasse einfach und übersichtlich zu 
gestalten. Sehr verbreitet ist die irrige Meinung, dass die von Gylden ange- 
wandten teilweise recht complieirten Transformationen und Integrationsverfahren 
in jedem Falle von Störungsrechnung in der Praxis angewandt werden müssten; 
in Wahrheit sind aber die Grundzüge der Gylden’schen Störungstheorie ausser- 
ordentlich einfach und die complieirteren Entwicklungen treten nur da auf, wo 
es sich um Untersuchungen über die Stabilität des Systems und über besonders 
schwierige Fälle handelt, in welchen die älteren Methoden versagen. 

Gylden ist davon ausgegangen, dass die in den älteren Theorieen auftre- 
tenden Störungen von derselben Grösse sein können, wie die Abweichung der 
als Ausgangspunkt für die Annäherungen genommenen Keppler’schen Ellipse 
von einer Kreisbahn; er wollte daher den Untersuchungen bereits in der ersten 
Annäherung eine Bahn zu Grunde legen, welche der wahren so nahe kommt, 
dass die Abweichungen dieser Bahn von der wahren wirklich als kleine Grössen 
aufzufassen sind, und in dieser Absicht entwickelt er den Begriff der absolu- 
ten Bahn. 


4. Auch wir wollen versuchen, schon in der ersten Annäherung der wahren 
Bewegung möglichst nahe zu kommen, und zwar näher als die absolute Bahn, 
indem wir uns allerdings damit begnügen, diese Bewegung während eines be- 
schränkten Zeitraums darzustellen; wir stellen uns die folgende Aufgabe: 

Da es gegenwärtig unmöglich ist, die Differentialgleichungen 1) von vorn- 
herein mit voller Berücksichtigung der rechten Seiten zu integriren, so soll 
wenigstens bereits in der ersten Annäherung diesen rechten Seiten insoweit 
Rechnung getragen werden, dass die endgiltige Form der Lösungen sich von 
vornherein ergiebt. Die Form der Reihen, durch welche die Coordinaten dar- 
gestellt werden, soll also bereits in der ersten Annäherung hergestellt sein; 
durch die weiteren Annäherungen sollen die Coefficienten der Glieder dieser 
Reihen genauer bestimmt und nur solche neuen Glieder hinzugefügt werden, die 
denen der ersten Annäherung analog sind, d.h. keine von jenen wesentlich ver- 
schiedene Perioden haben. Diese Bedingung ist in den älteren Methoden nicht 
erfüllt, da namentlich in der ersten Annäherung denjenigen Gliedern nicht Rech- 
nung getragen ist, deren Perioden von der Umlaufszeit des störenden Körpers 
abhängen. 

Um sich der wahren Form der Planetenbewegungen möglichst zu nähern, 
führt Gylden mehrere Hilfsgrössen ein, von denen ich die Wichtigeren beibe- 
halten habe. Nehmen wir der Einfachheit wegen an, dass der gestörte Planet 
sich in einer festen Ebene bewege, und nennen wir r den Radiusvektor und v 
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die Länge des Planeten in dieser Ebene, gerechnet von irgend einer festen Rich- 

tung an, so können wir offenbar die Gleichung der vom Planeten beschriebenen 

Curve unter der Form i 
Se) 

2) sn 


schreiben; in dieser Gleichung bedeutet die Constante a einen gewissen Mittel- 
wert des Radiusvektor; n und e sind Funktionen der Länge v und sollen durch 
trigonometrische Reihen dargestellt werden. Ueber n wollen wir später ver- 
fügen und zwar so, dass es an Grösse mit der elliptischen Excentrieität ver- 
glichen werden kann und ausserdem sich nur sehr langsam mit v (oder mit der 
Zeit) ändert. Die Funktion g bestimmen wir durch Integration einer Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung, die wir später aus den Gleichungen 1) ableiten 
werden. Die Gleichung 2) steht also in gewisser Analogie mit der Gleichung 
der Ellipse 
a(l—e?) 


N 1+ecosw—n) 


Solange die obengenannte Bedingung I (pag. 12) besteht, wird offenbar o 
stets an Grösse mit der elliptischen Excentrieität verglichen werden können, 
wenn a passend gewählt wird. In seiner Theorie der absoluten Bahnen nennt 
Gylden a den Protometer; ich will diese Grösse im Folgenden Halbaxe der 
Bahn nennen, da sie bei uns nicht immer ein absolutes Element im Gylden’schen 
Sinne ist. 

Wir wollen nun die Relation zwischen der Länge v und der Zeit t be- 
trachten;; in der elliptischen Bewegung gilt das Princip von der Erhaltung der 
Flächen 


In der gestörten Bewegung ist dasselbe für den gestörten Planeten nicht mehr 
erfüllt; solange aber die Bedingung II (pag. 12) besteht, wird auch die Flächen- 
geschwindigkeit um einen gewissen Mittelwert oseilliren, so dass wir in Analogie 
mit der vorigen die folgende Gleichung ansetzen können: 


3) a, VMal-—) 
dt BEST 


wo also die Funktion 8 eine kleine Grösse ist. Es wird sich später zeigen, 
dass $ nur solche Glieder enthält, die mit der störenden Masse multiplieirt 
sind, also keine elementaren Glieder. Man bewirkt dies durch die Gylden’sche 
Definition der Funktion n, welche wir noch in diesem Kapitel geben wollen. 
Die Funktion $ bestimmt sich aus einer Differentialgleichung der ersten Ordnung, 
und zur Herstellung der Relation zwischen v und £ muss zuletzt noch die. Glei- 
chung 3) integrirt werden. 
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5. Die Gleichungen zur Bestimmung der Funktionen o, 8, n u.a., welche 
ich Gylden’sche Coordinaten nennen will, werden im zweiten Kapitel abgeleitet; 
wir wollen aber jetzt gleich einige Betrachtungen über die Form dieser Glei- 
chungen und ihrer Integrale machen und wollen auch dabei über die Funktion 
n verfügen. Diese Differentialgleichungen sind nämlich von folgenden beiden 


Typen: 


ds i 
4) Ed Da, sin (A,v—.B,) 
8 d’o 
5) dv? Fi (1 zu P)o ee DB cos (A,v —B,): 


Wir nehmen an, dass die Grössen a,, b,, A,, D, und ß Constante seien und dass 
die Grössen a,, b, und ß die störende Masse als Faktor enthalten und mit ihr 
an Grösse vergleichbar sind. In Wahrheit trifft dies nieht immer zu, doch 
werden unsere vorläufigen Betrachtungen durch diese Annahme nicht beein- 
trächtigt. | 


Die Integration der Gleichung 4) giebt uns: 
6) N MW NZ: 08 (Av —B,), 


wo a, die Integrationsconstante ist. Die Grösse der verschiedenen Glieder, aus 
denen sich die Funktion $ zusammensetzt, hängt also im Wesentlichen von den 
Divisoren A,, also von der Periode der Glieder ab; man kann drei Klassen die- 
ser Divisoren, von denen übrigens keiner gleich Null ist, unterscheiden, ent- 
sprechend den drei Klassen von Gliedern, die wir bei Besprechung der älteren 
Methoden pag. 13 erwähnt haben: 

I. Die Divisoren A,, welche klein von der Ordnung der störenden Masse 
sind; die von ihnen abhängigen Glieder werden durch die Integration um eine 
Ordnung der störenden Masse herabgedrückt und demnach sehr beträchtlich ver- 
grössert. Sind sie in der Differentialgleichung 4) mit der ersten Potenz der 
störenden Masse multiplieirt, so werden sie im Integral 6) diese Masse nicht 
mehr als Faktor enthalten, also nach Gylden’s Bezeichnung elementar werden. 
Da die Coeffiecienten A, in diesem Falle sehr klein sind, so werden sich die ent- 
sprechenden Glieder äusserst langsam mit der Zeit ändern; wir nennen sie 
darum langperiodisch elementare Glieder. 

II. Die Divisoren A, können auch klein sein, ohne die störende Masse als 
Faktor zu enthalten, wenn nämlich das Verhältniss der mittleren Bewegungen 
des störenden und des gestörten Planeten nahe commensurabel ist. Die ent- 
sprechenden Glieder in dem Integral 6) werden zwar erster Ordnung in bezug 
auf die störende Masse bleiben, indessen können sie ihrem numerischen Betrage 
nach weit grösser werden. Ich werde später zeigen, dass sie im Maximum 
(wenigstens in speciellen Fällen) von der Ordnung der dritten Wurzel aus der 
störenden Masse werden. Gylden nennt sie charakteristische Glieder, und da 

Abhalgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band], a. 3 
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auch für sie der Faktor A, klein ist, so können wir sie langperiodisch charak- 
teristische Glieder nennen. Gylden hat darauf aufmerksam gemacht, dass man 
sie nicht an Grösse mit der störenden Masse vergleichen darf, und also ihre 
höheren Potenzen in vielen Fällen schon bei der ersten Annäherung berücksich- 
tigen muss. Wir besitzen gegenwärtig mehrere Methoden zu ihrer Berechnung, 
welche ausser von Gylden selbst auch von den Herren Harzer, Backlund u.a. 
angewandt worden sind. Ich werde dasselbe äusserst einfache Verfahren anwen- 
den, dessen Grundzüge sich bereits in meiner vor 8 Jahren erschienenen schwe- 
dischen Arbeit finden, wenn dasselbe auch etwas modificirt werden muss, um 
allgemein angewandt werden zu können. 

III. Die Glieder, deren Divisoren A, nicht klein sind, wollen wir gewöhnliche 
Glieder nennen; sie sind im Integral nicht wesentlich grösser als in der Diffe- 
rentialgleichung. 

Dieses sind die drei Klassen von Gliedern, welche genau den drei oben er- 
wähnten Klassen der älteren Theorieen entsprechen. 

Wir wollen die 4, der ersten Klasse mit o, bezeichnen, wo also die 6, von 
der Ordnung der störenden Masse sind. Die Divisoren der zweiten Klasse be- 
zeichnen wir mit ö,, wo die ö, auch klein, jedoch erheblich grösser als die stö- 
rende Masse sind. 

Um unser Verfahren übersichtlicher zu gestalten, wollen wir die Glieder 
der drei Klassen trennen und die Gleichung 4) schreiben, wie folgt: 


4a) n —= Ya, sin(6,v—A,)-+ Da, sin (6,0 — C,)+ Na) sin (A,v— B,), 


wo die A, also nicht mehr kleine Grössen vorstellen. Das Integral wird: 


6a) Se W-N == cos (%—A)—-N 5" cos (v—-6)—-2 => n 
Wir wollen nun in gleicher Weise die Gleichung 5) betrachten. Wenn wir 
sie integriren, so erhalten wir: 


7) e = xcos[yl-ßv—-T]+N- = Ba: cos(A,v— B,), 


wo x und I’ die beiden Integrationsconstanten sind. Wir bemerken von vorn- 
herein, dass, wie sich unten zeigen wird, keiner der Coefficienten A, gleich 
V1-ß ist, was zur Folge hätte, dass das re Glied den De Null 
erhielte; indessen befinden sich unter den 4: 

I. Solche, welche sich von der Einheit nur um eine Grösse von der Ord- 


nung der störenden Masse unterscheiden; wir setzen sie unter die Form: 
A =1-6,, 


n 


wo die o,, wie oben, Grössen von der Ordnung der störenden Masse sind. Die 


METZ 


re 
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entsprechenden Glieder in o erhalten dann einen Divisor von eben dieser Ord- 
nung und werden elementar sein, aber nicht von langer Periode (wenigstens 
nicht in der Form, in der sie hier auftreten); ihre Periode wird sich vielmehr 
um äusserst wenig von der Umlaufszeit des Planeten unterscheiden; wir nennen 
sie kurzperiodisch elementare Glieder. 

Ferner befinden sich unter den A,: 

Il. Solche, welche sich von der Einheit um kleine Grössen von der Ord- 
nung der oben erwähnten Ö, unterscheiden: wir geben ihnen die Form: 


1, —=1-6, 


und nennen die so definirten Glieder kurzperiodisch charakteristische, da ihre 
Divisoren ebenfalls von der Ordnung der Ö, sind, und auch sie durch die Inte- 
gration stark vergrössert werden. 

III. Diejenigen der Coefficienten A,, welche beträchtlich von der Einheit 
abweichen, verursachen keine kleinen Divisoren; die von ihnen abhängigen Glie- 
der werden durch die Integration nicht wesentlich vergrössert und wir nennen 
sie gewöhnliche Glieder. 

Die eben genannten drei Klassen von Gliedern entsprechen ebenfalls den in 
der Funktion $, sowie den in der älteren Störungstheorie auftretenden Klassen. 

Wir zerlegen die in o vorkommenden Glieder wieder, indem wir schreiben: 


da) 


72 44-6 = ZD,cos[L—6,)—T,]+ Ndoos[(1-8,)0—D,]+3B!00s(4,0—B.), 


wo die I, und die D, Constante sind, und wo nunmehr unter den A, nur dieje- 
nigen begriffen sind, welche zu gewöhnlichen Gliedern gehören. Man hat dann 


7a) = xcos[(1-s)v—T] + Dx,cos[(1-0,w—T | +Dß,cos[(1—0,)v»—D,]+Db,cos(A v—B,), 


wo bezeichnet ist: 


1-: = vi1-ß 
7 USE an = b, 
= 20,-—0,-ß 2e,—s)—-(0- 35°) 
en 2 
". 20,-6,-ß 2(6,—5)—- (9° — 9°) 
BR b" 
2 1-47 —B 


6. Wir können nun die Funktion n bestimmen. Zu diesem Zweck bezeich- 
nen wir nach Gylden mit (e) den Teil der Funktion oe, welcher elementarer 
Form ist; wir setzen also’ 

3* 
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8) (0) = x cos[(1- s)v»—T]+ x, cos [(1-0,)v—T,]. 


Zur Abkürzung bezeichne ich: 


= I+w 
9% 
211000 
so dass: 
8a) (0) = #c0s (!—o)-+ Dr, c08 (!— @,). 


Wir bestimmen nun die beiden Funktionen n und IT so, dass 


10 ncosIIl = #xc08s@+ %,C0S 0, 

nsinIT = »sn®o-+ x, sino,, 
und wenn wir die erste dieser Gleichungen mit cosv und die zweite mit sin® 
multiplieiren und addiren, so kommt: 


11) (0) = neos(w—II). 


Die Funktionen n und IZ sind also aus langperiodisch elementaren Gliedern zu- 
sammengesetzt, und für II können wir schreiben: 


12) M— U, leo. 
Es gelten dann auch die folgenden Relationen: 


10a) ncosII, = #cosI’+ x, cos (w, — sv) 


nsin IL, = »sin I’ + x, sin (o, — sv) 
neos(I,—IT) = #»+)%,cos (0, — ©) 


10b) £ 
ns (4, T).— >x, sin (©, — ®), 


welch letztere von Gylden angewandt werden, dessen x mit unserem II, iden- 
tisch ist. Ferner: 


13) 7 = (0) ae), 


dv 


wo das Differentialzeichen D bedeutet, dass bei der Differentiation die Grössen 
© und ®, als Constanten anzusehen sind. 


‘. Offenbar wird, solange die pag. 12 gegebenen Bedingungen erfüllt sind, 
e numerisch mit den elliptischen Exeentrieitäten verglichen werden können; es 
wird dies auch der Fall sein für die Funktion n und für die Coeffieienten x und 
%,. Allerdings ist das für die letzteren von vornherein nicht unbedingt notwen- 
dig: es könnten einige dieser Coefficienten sogar recht erhebliche Werte haben, 
ihre Summe aber während eines sehr langen Zeitraumes sich auf eine kleine 
Grösse redueiren, wenn ihre Perioden sehr nahe gleich sind; indessen folgt aus 


THEORIE EER KLEINEN PLANETEN. ERSTES KAPITEL. li 


den Ausführungen des achten Kapitels, dass während eines beschränkten Zeit- 
raums sich alle «, als solche kleine Grössen darstellen lassen. 

Wir nennen nun, wie schon pag. 5 bemerkt, eine jede Grösse, die die n-te 
Potenz von n oder ein äquivalentes Produkt der x,-Coeffiecienten enthält, eine 
Grösse n-ten Grades; dazu bemerken wir, dass (ausser x selbst) nur soviele 
der x,-Coeffieienten ersten Grades sind, wie es störende Körper giebt, dass die 
übrigen höheren und zwar stets ungeraden Grades sind; im Folgenden wird sich 
dies ergeben. Ebenso werden wir später sehen, dass die Funktion e auch Glie- 
der nullten Grades enthält, welche ihrem numerischen Betrage nach nicht grösser 
werden können als die elliptischen Excentricitäten; es ist aber infolge dessen 
z.B. nur die Grösse (e)’, und nicht auch o*, vom n-ten Grade. 

Unter den Coefficienten 5b, der Gleichung 5) werden natürlich auch solche 
sich befinden, welche mit dem Quadrat oder einer höheren Potenz der störenden 
Masse multiplieirt sind; dieselben werden durch den Integrationsprocess nicht 
eigentlich elementar (nullter Ordnung in bezug auf die störende Masse), sondern 
sie werden nur um eine Grössenordnung erniedrigt. Gylden nennt sie subele- 
mentare Glieder; sie haben durchaus dieselbe Form wie die elementaren, 
und da es überhaupt nicht immer thunlich ist, sie von den letzteren zu trennen, 
so denken wir sie uns stets mit einbegriffen, wenn wir von Gliedern elementarer 
Form sprechen. 

Ich will nun noch eine Bezeichnung einführen, die ich bereits in meinen 
früheren Arbeiten benutzt habe. Es soll nämlich nach dem gewöhnlichen Ge- 
brauch ein Glied, das die n-te Potenz der störenden Masse als Faktor enthält, 
kurz ein Glied »-ter Ordnung genannt werden. Da aber diese Bezeichnung 
häufig keine richtige Vorstellung von der numerischen Grösse des betreffenden 
Gliedes giebt, da dasselbe kleine Divisoren von der Ordnung der d, enthalten 
kann, so nenne ich ein Glied, das die n-te Potenz der störenden Masse enthält 
und auch seinem absoluten Betrage nach mit derselben verglichen werden kann, 
ein Glied rein n-ter Ordnung. Es werden demnach z. B. in der Gleichung 7a) 
die gewöhnlichen Glieder (also die Coeffieienten b,) rein erster Ordnung, die 
charakteristischen (also die Coefficienten ß,) aber nicht rein erster Ordnung sein; 
ein Produkt aus einem b,- und einem ß,-Coeffieienten wird zwar zweiter Ordnung, 
aber nur rein erster Ordnung sein. Ich befolge stets das Princip, die Glieder 
rein erster Ordnung durch lateinische Buchstaben, diejenigen, welche kleine Di- 
visoren von der Ordnung der d, enthalten, dagegen mit griechischen Buchstaben 
zu bezeichnen, so dass man sich leicht eine Vorstellung vom Betrage eines jeden 
Gliedes machen kann. 

Wir erinnern zum Schluss daran, dass wir also vor allem vier Arten von 
Gliedern zu betrachten haben, deren Argumente die folgenden sind: 


low, C) 90-06, 
14) 
Bl ze)o I, DE dzeW 2, 


22 MARTIN BRENDEL, 


wie sie schon Herr Harzer!) bezeichnet hat, und wir wollen sie im Folgenden 
kurz Glieder der Form A, B, © oder D nennen. Die Glieder der Formen A 
und B sind die elementaren (und subelementaren), die der Formen C und D 
die charakteristischen. Andererseits sind die Glieder A und © langpe- 
riodisch, die Glieder B und D kurzperiodisch. Weiter unten wird sich 
zeigen, dass die Glieder A stets von einem geraden, mindestens vom zwei- 
ten Grade, dagegen die Glieder B stets von einem ungeraden Grade sind. 

Alle Glieder, welche keiner der Formen 14) angehören, nenne ich „ge- 
wöhnliche“ Glieder. 


Zweites Kapitel. 


Ableitung der Differentialgleichungen für die Gyl- 
den’schen Coordinaten. — Formeln für die Bewegung 
des Planeten ın seiner momentanen Bahnebene. 


1. Kehren wir zurück zu den Gleichungen 1) für die Coordinaten des ge- 
störten Körpers: 


dx .Mx 02 
di? 2. a a da ? 
@y My 0,08 
15) de? y3 Kant om 
d’z Me 0% 
re er 


wo man für die Störungsfunktion & hat, ausgedrückt in rechtwinkligen Coor- 
dinaten: 


m ) 1 au +yy' + 22 


Bl 1-m IA > r'® 


‚ d= Ve-a?+Y-y+@-), 


und ausgedrückt in Polareoordinaten, wenn man mit H den Winkel zwischen 

den Radienvektoren des gestörten und des störenden Körpers bezeichnet: 
mil 

1+m)4 


17) gi 


= “r cos Mn, A = Vr+r?—2rr' cosH. 


1) Harzer, Untersuchungen über einen speciellen Fall des Problems der drei Körper. Memoi- 
res de l’Academie Imperiale des Sciences de St.-Petersbourg, VII. Serie. Tome XXXIV No. 12. 
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Wir wollen die Coordinaten xyz auf irgend eine als fest angenommene Lage 
der Ekliptik beziehen; im allgemeinen wird man hierfür die mittlere Ekliptik 
irgend eines bestimmten Jahresanfangs, wie 1850.0, 1900.0 u.s. w. wählen. 

Zunächst haben wir nun die Gleichungen 15) in derselben Weise zu trans- 
formiren, wie dies schon Hansen gethan hat, indem wir die Bewegung des Pla- 
neten in seiner momentanen Bahnebene — welche durch den Radiusvektor und 
die augenblickliche Bewegungsrichtung, also die Tangente an die Bahn bestimmt 
ist — trennen von der Bewegung dieser beweglichen Bahnebene gegen die feste 
Ekliptikalebene der xy. Wir führen zu diesem Zweck ein zweites rechtwink- 
liges Coordinatensystem ein, dessen Axen von veränderlicher Richtung sind, 
aber denselben Anfangspunkt haben wie das System der «&yz; wir nennen die 
Coordinaten in bezug auf dieses Systems &, y, 2, 

Wenn «, ß,y, &, Bi; Y%ı, %, ß,, 9, die Cosinus der Winkel bedeuten, welche 
die positiven Axen der x und z,, der x und y,, der x und z,, u.s.w. mit ein- 
ander bilden, so bestehen die drei Relationen: 


mo u+ßy+r 2% 
18) ya +ßyı+Y%) 
2 = tt Y32; 
und umgekehrt 
, = a4 0,y+ 0,2, 
19) Y = Be+Pßy+B,2, 
2, = YyETrYıYH Y2?- 
Zwischen den neun Cosinus «, ß,y u.s. w., welche übrigens variable Grössen 


sind, gelten die sechs folgenden Bedingungen, welche ausdrücken, dass die bei- 
den Coordinatensysteme rechtwinklig sind: 


++, —|1, eßB+aß,+a,Pß, = 0, 
20) Bent il, orte tn — 0, 
Ve, = bh Br+Br. +9, = 09), 
und umgekehrt: 
u eu.+B ht 9, 
21) a, eu +ßB+r7 9 — 0, 
++ = 1, 0, +ßß,+Yı9% — I. 
Aus diesen Relationen lassen sich die folgenden ableiten: 
| = pn-P 91; B = mn Y,; vr = Maß, 
2) „= Br PH; =en-%%5 Y=%Pß-aBß, 


a, — ß MBıyp, P, 0,9 0 Ye. a ß,—a,ß . 
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Die Gleichungen 20) bis 22) enthalten nur 6 unabhängige Bedingungen; es blei- 
ben also zur Bestimmung der neun Cosinus, d.h. der Lage des Coordinatensy- 
stems der &,y, 2, noch drei Relationen zu wählen. Wenn wir, wie Hansen, 
als x,y,-Ebene die momentane Bahnebene des Planeten nehmen, so muss der 
Radiusvektor des Planeten in dieser Ebene liegen, also 


23) Fl) 
sein, oder: 
a) yı+yıytr9%? = 0. 


Dies ist die Gleichung aller Ebenen, welche den Radiusvektor zur Zeit £t ent- 
halten; für diejenige unter ihnen, welche auch die Tangente an die Bahn enthält, 
muss die Gleichung a) auch noch bestehen, wenn man x, y, 2 durch z-+d&, y-+dy, 
£+dz ersetzt. Es muss also auch 


b) ydatydy+y,d2 = 0 
sein, aus welcher Gleichung mit Hilfe von a) sich die folgende ergiebt: 
24) cdy+ydy,+2zdy, =. 


Durch die Bedingungen a) und b) haben wir die x,y,-Ebene in die momentane 
Bahnebene des Planeten gelegt; es bleibt nun noch die Aufstellung einer dritten 
Relation übrig, welche die Lage der x,-Axe in dieser Ebene definirt. Wir be- 
stimmen dieselbe durch die Relation 


) Pda+ B,de, + P,de, oh, 
oder, wie mit Hilfe von 20) hieraus folst, 
c,) adß+a,dß,+0,dß, =0, 


womit die Lage der z,-Axe durch eine Differentialgleichung bestimmt ist; es 
wird uns also später (Kap. Il Nr.4) noch übrig bleiben, die Integrationscon- 
stante zu wählen, welche die Lage dieser Axe für einen bestimmten Zeitpunkt giebt. 


2. Wir multiplieiren nunmehr die drei Gleichungen 18) der Reihe nach 
einmal mit de, d«e,, d«, und ein andermal mit dß, dß,, dß, und addiren; dann wird 
mit Hilfe der Relationen 20), 23) und ce): 


xde-+yda,+2dae, —= 0, 
| xdßB-+-ydß,+2zdß, = 0, 
welche Gleichungen mit 24) zusammengestellt werden können. Wenn wir nun 


die Gleichungen 19) differenziren, und auf 24) und 25) Rücksicht nehmen, so 
kommt: 


25) 
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de, = adx+a,dy+o,dz 

26) dy, = Pdx+P,dy+ß,dz 

0 = ydıty,dy+y,de, 
deren letzte identisch mit b) ist. Man kann also die Gleichungen 19) differen- 
ziren, indem man die Cosinus «, ß,y u.s.w. als constant ansieht, was auch 
daraus folgt, dass die Ebene der x,y, mit der Ebene der osculirenden Ellipse 

zusammenfällt. 

Wir multiplieiren nun wieder die drei letzten Gleichungen der Reihe nach 


einmal mit «, ß, y, ein andermal mit «,,ß,, 9, und ein drittes Mal mit «,, ß,, Y,, 
und addiren, so wird mit Rücksicht auf 21): 


de = ou dz,+ßdy, 
dy = a,de, + P,dy, 
de = a,dr, +ß,dy,, 
und wenn wir endlich diese Gleichungen wieder der Reihe nach einmal mit 


da, d«,, de, und ein andermal mit dß, dß,, dß, multiplieiren und wieder addiren, 
so wird nach den Gleichungen 20) und ce): 


dead +da, dy+dea,dz = 0 

dBdx+dß,dy+dß,dz =. 
Nun differenziren wir die Gleichungen 26) ein zweites Mal und erhalten mit 
Hilfe der vorigen: 
dx, = ad’r+a,d’y-+o,d’z 


27) 
d’y, Fan Ba’z+P,d’y+B,d’2. 


Man kann also die Gleichungen 19) zweimal differenziren, indem man die Cosi- 
nus «, ß,y u.s.w. als constant ansieht; dies haben wir durch unsere Definition 
der Lage der x,-Axe (Gleichung c)) erreicht, welche schon Hansen angewandt hat. 


3. Wir können jetzt die Gleichungen 15) in derselben Weise transformiren 
wie Hansen, indem wir sie der Reihe nach einmal mit «, «,, «, und ein ander- 
mal mit ß, f,, ß, multipliciren und addiren. Wir erhalten dann mit Berücksich- 
tigung von 27) und 19) 


0%, , Mz, fo) 08 0% 
dar u ra] 
d’y, , Myı 


® 0% 
h+Z - u e +} 


Da aber nach 18): 


Abhdlgn. d, K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F, Band 1,a. 4 
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0% Sao IN ROZ 
re ee an 
0X er dYy 2202 

ß ze Ay,’ ß, SE dy,’ ß, Perez: dy, ’ 


so erhalten wir die Differentialgleichungen für die Bewegung des gestörten Pla- 
neten in seiner momentanen Bahnebene in folgender Gestalt: 


dan. Mas, 0,0% 

ee # da, 
28) 

d’y, , My, 02 

a ve a 


also ganz analog den Gleichungen 15). 


4. Im die Gleichungen 28) führen wir nun Polarcoordinaten ein durch die 
Relationen: 
29) %, = 7.0089, Ye r Sind), 


wo v der Winkel zwischen der positiven x,-Axe und dem Radiusvektor (also 
die wahre Länge des Planeten in seiner momentanen Bahnebene) ist, dieselbe 
Grösse, welche in den Gleichungen 4) und 5) der Einleitung figurirt. Da die 
Ebene der x,y, nicht fest im Raume ist, also die vom Planeten beschriebene 
Curve keine geschlossene ist, so darf man v nicht überall in Perioden von 360° 
zählen, sondern im Allgemeinen von —coo bis +00. Man wird so disponiren, 
dass v ungefähr in der Mitte des Zeitraums, auf den man die Rechnungen aus- 
dehnt, gleich Null ist. 
Aus den Gleichungen 28) leitet man leicht die folgenden ab: 


ey, dr, IR 08 
30) 2 di? —Yı de | 


Die linke Seite dieser Gleichung ist Nichts anderes als der Differentialquotient 
des vom Radiusvektor während des Zeitelements dt beschriebenen Flächenele- 
ments nach der Zeit, also gleich: 


d E dy, | 1 2 2dV 
del a 2 an ma a) 


und da nach 29) 


so wird die rechte Seite der Gleichung 30) gleich: 


2 oy, , 98 ı 0 
dy, dv‘ da, dv 
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0% 
dv 
Durch die Gleichung 16) ist 2& gegeben als Funktion der drei Variabeln x, y, 2, 
wenn wir von den Coordinaten des störenden Körpers absehen, die bei der 
Differentiation von.’2 als Constanten fungiren. In den Gleichungen 28) muss 
man sich im Ausdruck für & die Variabeln &,y,2 mit Hilfe von 18) ersetzt 
denken durch x,, y, und die Cosinus «, ß, y u.s. w., welche zusammen die dritte 
Variable (2, ist gleich Null) vorstellen. Hiernach sind die Differentialguotienten 
02 2 
Er und 7 
ein, so wird & Funktion der drei Variabeln », v und der Cosinus «, ß,y u.s. w. 
oder irgend einer anderen dritten Variabeln, die die Lage der momentanen 
Bahnebene gegen die feste ausdrückt. Bei Bildung der Differentialguotienten 
02 0% 
FE und ar Ä 
einander beziehen, als constant anzusehen ; es ist wichtig, dies zu bemerken, da 
v in den Grössen, welche die Lage beider Ebenen definiren, implieit vorkommt. 
Die Gleichung 30) geht also über in: 


d (» a fRe 


Der partielle Differentialquotient ist folgendermassen zu verstehen: 


unzweideutig definirt. Führen wir nun nach 29) Polarcoordinaten 


sind also die Grössen, die sich auf die Lage beider Ebenen zu 


31) er) = IT 


dv 


Ferner leiten wir aus den Gleichungen 28) die folgende ab: 


Be ame 00.08 
32) %, di? +Y, di? a == ul +32, | 
Da aber 
en Ok Yı 
din = ar 937 
so wird 
i% dx, a aan: 
Aus den Gleichungen 29) folgt aber: 
a7, d’y, GET KUN 
a N Nr (a) 
Die Gleichung 32) geht also in die folgende über: 
dr  ‚(dv® M 92 
> | a =) ln: 


welche Gleichung, ebenso wie 31), mit den von Hansen angewandten identisch ist. 


5. Wir wollen nun in die Gleichungen 31) und 33), welche die Bewegang 
4* 
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des Planeten in seiner momentanen Bahnebene bestimmen, als abhängige Verän- 
derliche die Gyld&n’schen Coordinaten 0, n und $, und als unabhängige Verän- 
derliche die wahre Länge v einführen; hierzu dienen uns die Gleichungen 2) 
und 3), die wir jetzt auf die momentane Bahnebene beziehen: 


al) „do VMaA-?) 
eu ron’ 3) ee 


Die Gleichung 31) geht mit Hilfe von 3) unmittelbar über in: 


ee 8 
N SITES) 


und wenn man die Differentiation linker Hand ausführt, sowie dt mit Hilfe von 
3) durch dv ersetzt, so kommt: 


as | 1 de 


ee Fr 2 pe er 
N) Te 
wo gesetzt ist: 
y. 0% 
3) den ger 


Die vorstehende Gleichung wird zur Bestimmung von $ dienen. 
Um die Differentialgleichung für die Funktion g abzuleiten, bemerken wir, 
dass wir nach 3) haben: 


dr de  NMalen) d, 
ER dt er dv ’ 


woraus durch Differentiation sich ergiebt: 


d’r Ma(l—) 


© di ana 
de —  PALS) 


ee! 


ij? oo w 148» mi’ 


oder mit Rücksicht auf 34): 


— rat az. 


@r __ Mal) (d* 
a — T PALS) 


Setzt man diesen Wert ein in die Gleichung 33), und ersetzt man dort 


durch seinen Wert 3), so wird: 


35) al — are FR 


+41+8)Q 


1l R ee „08% 
el A438) = -rd+sy 


Aus 2) ergeben sich aber durch Differentiation die folgenden Relationen: 
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ae le dor IHh0 dm? 
vd al-P)Id 1-7 dv 
er a, Le irolaı 
w al) 1I-n do dv 1-7) na 


und mit ihrer Hilfe geht Gleichung 35) in die folgende über: 


2 2 dv’ 1 
0 ed ++ P 42548 -(1+8) P 
Ren 2 Bam u 
11 dv? eye 0“ = io), 


wo wir bezeichnet haben: 


36a) P= r—. 


Die vorstehende Gleichung dient uns zur Bestimmung der Funktion oe und 
die in der zweiten Reihe stehenden Glieder können fast immer vernachlässigt 
werden. Wenn wir die Störungsfunktion und ihre Derivirten P und Q in tri- 
gonometrische Reihen entwickeln, so werden offenbar die Gleichungen 34) und 
36) auf die Form der oben besprochenen Gleichungen 4) und 5) geführt werden. 

Die Integrale der Gleichungen 34) und 36) geben die Bewegung des gestör- 
ten Planeten in seiner momentanen Bahnebene; indessen wird hierzu noch die 
Integration der Gleichung 3) erfordert, welche wir zu diesem Zweck im Folgen- 
den auf eine etwas andere Form bringen wollen. 


6. Wir wollen nun einige Betrachtungen machen über die Bewegung des 
gestörten Planeten in seiner momentanen Bahnebene, und wollen die nötigen 
Formeln herstellen zur Berechnung von r und v für einen gegebenen Wert der 
Zeit; hierbei soll zugleich die Gleichung 3) auf eine Form gebracht werden, die 
für ihre Integration von Vorteil ist. 

Wir haben mit (oe) denjenigen Teil der Funktion oe bezeichnet, welcher von 
der Form B ist, und wenn wir setzen 


37) e=(O+R, 
so ist die Funktion R offenbar erster Ordnung, wenn sie auch ihrem absoluten 
Betrage nach erheblich grösser sein kann als die störende Masse. 
Sind die Funktionen n, Il und R bekannt, so kann der Radiusvektor aus v 
berechnet werden mit Hilfe der Relation 
er 2 a2 
rn a an) 


 1+(@)+R  1-+peosv+R’ 
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wo gesetzt ist 
39) v=v-I. 


Gylden definirt den „absoluten Radiusvektor“ (r) durch die Relation 


ya allem) Salz 
2 Eon ee 
woraus also folgt: 
Er we 
41) r 
a 1+ncosv 


Wir wollen nun, nach Gylden, eine neue Variable & einführen‘, welche in 
gewisser Analogie zur excentrischen Anomalie der elliptischen Bewegung (steht. 
Wir setzen nämlich: 

42) (r) = a(l—ncose). 
Es wird also: 


ren a Una cos N. N em: 
43) 1—neose = T+peosv’ COosE = Itpeosv’ ne = Itnesv 9 
woraus sich ergiebt: 
a VAN 


Ebenso führen wir in Analogie mit der elliptischen Bewegung die mittlere Ano- 
malie M ein durch die Gleichung: 


45) M= s-ysine 


Man kann nun die Grössen e und M als Funktionen von v darstellen durch 
die folgenden Reihen, welche denen der elliptischen Bewegung durchaus ent- 
sprechen, und welche wir darum hier nicht besonders ableiten), 


e = v+ DA, sinmv, 


wo 
Ar N) es 12 7" Se 
Bel vd): 
und 
46) M= s—nsine = v+NXND,sinnv, 
wo 


— 11 n 
B,= 9. — en A+ny1-). 


1) Siehe Tisserand, Trait& de Mecanique celeste. Tome I pag. 223. 
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Wenn man die Ausdrücke für die P, nach Potenzen von n entwickelt, so 
erhält man bis zu den Gliedern fünften Grades: 


BB; == —27 B, — Sn + DEaRetaRs 
47) Bb, = amy—Iin'+:-- B: — - Ho 
BI an an nn 


Differenziren wir die Gleichung 46), indem wir n als constant ansehen und 
das Differential durch den Buchstaben D bezeichnen, so wird: 


48) (1—ncose) — —= 1+)2nB, cos nv. 


Aus den Gleichungen 43) ergiebt sich aber 
De Vi-? 


Dv 1-+neosv’ 


und 
da 
(1+neosv) 


Durch Einsetzen dieses Wertes in 48) erhält man die Entwicklung 


De 
A neose)n- — 


3 
dem 
49) RE 1+D>nB,cosnv, 


von der ich im Folgenden Gebrauch machen werde. 
%. Wir kehren nun zurück zur Gleichung 3) (pag. 28) zwischen der wahren 
Länge v und der Zeit, welche wir schreiben: 


du ende s) 
dv VMal-?) 


Wir setzen 
50) en 


a* 


und nennen n die „Bewegungsconstante“* des Planeten. Die vorige Relation 
lässt sich dann, wie folgt, schreiben: 


a 
und diese haben wir zu integriren. 
Die mittlere Länge des Planeten Z definiren wir durch die Gleichung: 


52) L=n+A, 
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wo 4A Integrationsconstante ist und die mittlere Länge zur Zeiti= O0 be- 
zeichnet. 
Ferner führen wir die redueirte Zeit (£) ein durch die Relation 


53) nd+A= M+I. 
Es wird also nach 46) 
54) n)+A=v+DD, sin nv.') 


Wenn wir diese letztere Gleichung differenziren und berücksichtigen, dass 


B,sinnv = B, cosnIIsinnv— B, sinnIIcosnv, 
so wird 
ae: ds 
na 1+2nb,cosnvt, \ 
wo gesetzt ist 
dä _ — d(B,cosnIl) . d(B,sinn/T) 
55) a > Sim > a 


Bedenkt man die Entwicklung 49), so hat man endlich: 


do __ Am de 
> er (U-emeosye © dv 


Wenn wir nun die Differenz zwischen der wahren und der reducirten Zeit durch 
eine Funktion W darstellen, indem wir setzen: 


57) nt = n(t)+W, 
so wird 
57a) L=nt+A=v+NDB,sinnv+W, 
und 
dm Nat, do 
57b) a lee 
oder nach 51) und 56): 
3 
58) A 1) 1+8 ve _da 
dv (1-++ncos v) (1 R ) dv 
+ 
1+ncosv 


Wenn wir die Entwicklung 49) bedenken, und den vorigen Ausdruck auch nach 
Potenzen von R und 8 entwickeln, so erhalten wir zur Bestimmung von W die 
folgende Differentialgleichung: 


1) Dass der Buchstabe n hier in zwei verschiedenen Bedeutungen vorkommt, kann wohl zu 
keinem Missverständniss führen. 
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59) Lan S-2R-2RS+3R+..... 
+ 6R—28-12R’+6RS + ----Incosv 
3’ R+138-6RH+...-In?cos2v 
Se eeietder. 
rn 


Wir haben diese Gleichung, welche an Stelle von 3) tritt, hier nur soweit ent- 
wickelt, wie sie für die uns vorliegende Aufgabe von Wichtigkeit ist. Man 
sieht, dass sie vom selben Typus ist, wie die Gleichung 6) für 8. Die Integra- 
tionsconstante, welche bei ihrer Integration auftritt, werden wir gleich Null 
setzen, da sie sich mit A vereinigt. 


8. Die Funktion & ist äusserst klein, und kann fast immer bei Seite ge- 
lassen werden; man kann sie aus 55) bestimmen. Die in 55) auftretenden 
Grössen D,cosnII und B,sinnII sind von der Form A, ihre Differentiale sind 
also rein erster Ordnung, und da sie in Gleichung 55) mit sinnv und cos nv 
multipliecirt werden, so ist & von der Form B, und durch die Integration dieser 
Gleichung werden keine Glieder vergrössert. # ist also rein erster Ordnung 
und übrigens ersten Grades, also äusserst klein; will man diese Funktion doch 


bestimmen, so kann man 55) partiell integriren und erhält: 


1 d(B,cosnII) Ri 


60) — wo, 0 sw—)\Y 


1 d(B,sinnlII) . 
sin nv 
N dv 


1 (@’(B,cosnII) 
er RE 


cosmvdv+), > a) sin nv de. 


Die in der zweiten Reihe stehenden Glieder werden in allen Fällen vernach- 
lässigt werden können, da die zweiten Differentialquotienten von B,cosn/I und 
B,sinnII rein zweiter Ordnung sind; auch kann man die partielle Integration 
fortsetzen, und erhält dann eine sehr stark convergirende Reihe für &. 


Indessen lässt sich die Funktion & noch auf eine bequemere Weise be- 
stimmen; die Gleichung 55) lässt sich nämlich folgendermaassen schreiben: 


ds D(B, sin nv) 


> un ae 


wo das Zeichen D bedeutet, dass die Differentiation nur in bezug auf n und 11 
auszuführen ist, und nicht in bezug auf v, soweit es explieit in B, sinnv vor- 
kommt. Man kann diese Gleichung auch schreiben: 


Us > o(b,sinnv) dn nn o(B,sinnv) dII 
dv dn dv dll dv 


Abhälgn. d. K, Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band 1, a. 5 
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Doch ist diese Form zur Rechnung nicht geeignet. Zur Integration der Glei- 
chung 61) kann man im Ausdruck B,sin»v mit Hilfe der Gleichungen 10) 
und II durch die Grössen «#, und ®, ersetzen, wonach sich die weitere Rechnung 
sehr einfach gestaltet. 


9. Unsere Aufgabe ist jetzt auf die Integration der drei Gleichungen 34), 
36) und 59) geführt. Ist diese Integration, von der wir im Folgenden handeln, 
ausgeführt und sind die Funktionen 8, n, II, R und W bestimmt, so gestaltet 
sich die Berechnung der Coordinaten r und v folgendermaassen: 

Es ergiebt sich die mittlere Länge aus: 


L=n+A, 
dann die mittlere Anomalie nach den Gleichungen 53) und 57) aus: 
M= L-NI-W, 


ferner die excentrische Anomalie aus: 


62) 
e—nsine = M, 
und die wahre Anomalie aus: 
BE (Val 
| 185 - Vor, 


Die wahre Länge in der Bahn und der Radiusvektor werden dann gefunden 
mittels der Relationen: 


v=v-+IlI 
(r) = a(l—ne0ose) 
62) 
POReRUuN.,, 
N 
I+ncosv 


Es wird angebracht sein, diese Relationen mit den entsprechenden Hansen’- 
schen zu vergleichen; dieselben lauten bekanntlich: 


N, = nb+e,+Nn0d2 


e—e,sne = Nn2 


1) Ich werde im zweiten Teile diesen Relationen noch eine andere Form geben, die sich besser 
zur praktischen Rechnung eignet. 
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v=f+n, 
r = a(1-ec0se) 
r= r(i-+»). 


Unsere Funktion W giebt also im Wesentlichen die Hansen’schen Störungen 
der mittleren Anomalie, also die Grösse n,dz wieder; doch sind die Störungen 
der Form B von ihr abgezweigt und durch Einführung der Funktionen n und 
II berücksichtigt. Dagegen legen wir unseren Rechnungen durchaus andere 
Bahnelemente zu Grunde als Hansen. Hansen’s Elemente n,, @,, &,, C,, 7, Sind 
mit einer gewissen Willkürlichkeit zu wählen; sie sollen gleich den osculirenden 
elliptischen Elementen in irgend einem Zeitpunkt sein, oder wenigstens über- 
haupt innerhalb der Grenzen liegen, zwischen denen die osculirenden Elemente 
schwanken können. Diese Grenzen werden, wie Hansen hervorhebt, allerdings 
nur um Grössen auseinanderliegen, welche von der Ordnung der störenden Masse 
sind (wobei natürlich von den secularen Störungen abgesehen ist), aber diese 
Grössen können ihrem numerischen Betrage nach sehr erheblich sein; sie sind 
nach unserer Definition nicht rein erster Ordnung. Wenn man also nach der 
Hansen’schen Methode rechnet, so kann es sich ereignen, dass man die Rechnung 
mit Voraussetzung von Elementen beginnt, welche zwar innerhalb der festge- 
setzten Grenzen liegen, aber von den wahren (oder mittleren) Elementen erheb- 
lich abweichen. Hierdurch können die Resultate gänzlich entstellt werden, 
namentlich dann, wenn der angenommene Wert von n,, aus dem die Integra- 
tionsdivisoren bestimmt werden, vom wahren stark abweicht. 

In unseren Formeln sind die Elemente n, a, #, A, T' strenger definirt, und 
wenn wir stets zu brauchbaren Resultaten kommen wollen, so ist der Spielraum, 
den man zu ihrer Wahl hat, ausserordentlich klein, jedenfalls viel kleiner als 
die Schwankungen, denen die osculirenden Elemente ausgesetzt sind. 


Drittes Kapitel. 


Hormeln für die heliocentrische Bewegung des Pla- 
neten. — Liage der momentanen Bahnebene zu der 
als Kundamentalebene gewählten Ekliptik. 


1. Nachdem wir im vorigen Kapitel die Bewegung des Planeten in seiner 
momentanen Bahnebene betrachtet haben, wollen wir jetzt seine Position in 
bezug auf die feste Fundamentalebene behandeln, damit man im Stande ist, seine 
heliocentrischen und geocentrischen Coordinaten im Raum zu berechnen. 

5* 
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Sei AB der grösste Kreis, in dem die feste Fundamentalebene der xy die 
um den Schwerpunkt der Sonne mit dem Radius Eins beschriebene Kugelfläche 
schneidet,.und sei CD der grösste 
Kreis, in dem die momentane Bahn- 
ebene des Planeten diese Kugel 
schneidet. Sei x der Durchschnitts- 
_„p punkt der «-Axe mit dem Kreise 
Are -ı N AB und x, der Durchschnittspunkt 

we der x,-Axe mit dem Kreise OD, 
A T ferner M der Durchschnittspunkt 
$r des Radiusvektors des Planeten 

Ö mit dem Kreise OD. Fällen wir 
von M ein Lot auf AB, und nennen seinen Fusspunkt N, so ist xN die Länge 
und MN die Breite des Planeten in bezug auf die Fundamentalebene, welche 
Grössen wir durch ! und 5 bezeichnen. Der Pfeil bei B giebt die Richtung der 
Zählweise von Z und der Pfeil bei D die Richtung der Bewegung des Planeten 
an. Weiter nennen wir K den Schnittpunkt der beiden Kreise AB und CD, 
also den aufsteigenden Knoten der momentanen Bahnebene und i die Neigung 
der letzteren. Endlich sei 9, die Länge des aufsteigenden Knotens oder der 
Bogen «K, sowie Z der Bogen x,K. Der Bogen «,M ist dann die wahre Länge 
v» des Planeten in seiner Bahnebene, und der Bogen XM, d.h. das Argument 
der Breite, ist gleich v— 2. 

Aus dem Dreieck KMN folgen die Relationen: 


mr? 


SH 


v 


64) sind = sinisin(v— 2) 
cosdsin I- IL) = cosisinw— 2) 
65) 
cosbeos((- QL) = e0os(w— 2) 
66) tgs(l- N) = esitg w— 2). 


Man kann mit Hilfe der dritten der Gleichungen 15) nach einigen Transfor- 
mationen die Grössen i, Q, und & bestimmen, und dann die Coordinaten / und 5b 
des Planeten nach den obigen Formeln aus v berechnen. Indessen wird es ange- 
brachter sein, } und b direkt als Funktionen der Zeit oder der Länge v darzu- 
stellen. 


2. Hiermit wollen wir uns zunächst beschäftigen und erst später die Re- 
lationen für die Grössen i, I und & aufstellen. Die dritte der Gleichungen 15) 
lautet: 

d’?e Me , 98 
67) Tyan Er M ER 


Es ist aber: 
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2) —erisındy 
und wenn wir mit Gylden bezeichnen 
68) 2 — sın!d, 


so wird 
EB g 


und die Gleichung 67) geht in die folgende über: 


ds dr 2 dd M _ _M 0% 
ee, aa 


Ersetzen wir durch seinen aus 33) folgenden Wert, so wird: 


d’r 
di’ 


69) PR N a, Pr Er: Fe 


d’ d 2a dd M 02 MM 0% 
rl +4 [R 5 } 


In diese Gleichung führen wir nun wieder die wahre Länge v als unabhängige 
Veränderliche ein nach Gleichung 3); man hat: 


Be Mad Aa auch an le deli 


an Ars Var au ?I-N Do om1+S do dv 


oder mit Berücksichtigung von 34): 


Dar aeris): 


d; 1 Mil-n)(d3 2 dc, dr 
de» 7..dv dv 


-- rare. 


Ferner ist 
ler 
dt 

Ma(l—n) dz dr 

(1485) dv dv’ 


dy dr 
dt dt 


und Gleichung 69) geht über in die folgende, welche uns zur Bestimmung von 
; dienen wird: 

d’} 
70) 108 


+3 arsıgz S+(1+S°Z, 
wo wir bezeichnet haben: 


708) ar | 


z a) kamen | 
Diesen Wert von Z wollen wir noch transformiren; man erhält nämlich aus 
dem Ausdrucke 16) von 2: 
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0% m’ £ j ıL 
Tee le) 


dg 1-+m 


und aus dem Ausdruck 17): 
0% m! 


dr 1+m 


2 (5) 
et 4: „a cosH 


Wenn wir b' die Breite des störenden Planeten in bezug auf die Fundamental- 
eben nennen und 

32 — sind, 
setzen, so wird auch 


und die Relation 70a) geht mit Hilfe der vorstehenden in die folgende über: 


m rer! ( 1 


7 BR 1 
= An Ii+m al-») era. — 3005). 


Diesen Ausdruck werden wir zur Entwicklung von Z benutzen. 


3. Ich will nun einige Bemerkungen machen über die Integration der Glei- 
chung 70) und über die Form, unter der sich die Funktion 5 darstellen wird. 
Man sieht, dass diese Gleichung vom selben Typus ist wie die Gleichung 36) 
für o, also auch wie die Gleichung 5). Die Bemerkungen, welche wir über die 
Integration der letzteren im ersten Kapitel pag. 18f. gemacht haben, finden dem- 
nach auch auf 3 Anwendung. Diese Funktion wird also elementare Glieder der 
Form B und charakteristische der Form D enthalten. 

Wir setzen darum, ähnlich wie für die Funktion oe, 


72) = W+B; 


wo (3) alle Glieder der Form B enthalten soll, und 3 demnach mit der stören- 
den Masse multiplieirt ist. In 3 werden sich aber, gerade wie in R, charakte- 
ristische Glieder der Form D vorfinden, wenn das Verhältniss der mittleren 
Bewegungen des störenden und des gestörten Planeten nahezu commensurabel ist. 

Ebenso wie wir für (e) den Ausdruck 8) eingeführt haben, setzen wir (3) 
unter die Form: 


g) = snısn[1+9)v— 0]+N sin: sn|1+7,)v—®,]|, 


n 


wo die Grössen ı,, r, r,, ©, Constanten und ı und ® die beiden Integrations- 
constanten sind. 7 und die z, sind von der Ordnung der störenden Massen. 
Wir setzen weiter: 

=0-rv 

D, Er ® uU 


n 


75) 


wonach also: 
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74) g) = snısn(®— 9) +D sin, sin®—®,). 


Gylden hat nun zwei Funktionen sinj und 6 eingeführt, welche wie 7 und 
IT langperiodischer Natur und von der Form A sind; wir setzen: 


BECOS Fee cos 
75) nn I Min PFISINL, ein Par 
Es wird dann: 
76) (4) = sinjsin(®— 6) = sinjsind, 
wenn wir nämlich bezeichnen: 
77) b=v-o. 


Die Funktion 6 wird indessen, wie Il, auch einen secularen Teil enthalten 
und man kann setzen: 


78) e= 6,-w. 


Es bestehen dann auch die Relationen: 


sinjcos6, —= sinıcos® + Dsinı, cos (®, + v) 
a sinjsin 6, = sinısin 9+ I sinı, sin (9,+ ro) 
sinj cos(6,—®) —= snı+ Dsin:, cos (9, — 9) 
” sinjsin (,—®) = D sin: sin (#, —#), 
sowie 
81) sin; = +), 


wo das Zeichen D bedeutet, dass bei der Differentiation die Grössen $ und ®, 
als constant anzusehen sind. 

Die Funktion sinj und die Grössen sins und sinı, werden ihrem Betrage 
nach vergleichbar sein mit den Neigungssinus der momentanen Bahnebenen der 
Planeten gegen die Ekliptik und wir werden sie, ebenso wie n und die «, als 
Grössen vom ersten Grade bezeichnen; ein jedes Glied, dass die n-te Potenz 
einer dieser Grössen oder ein äquivalentes Produkt enthält, wird also vom n-ten 
Grade sein. 


4. Das Integral der Gleichung 70) giebt uns die Breite des gestörten Pla- 
neten, da 3 = sind; ich will nun auch den Ausdruck für die Länge / aufstellen. 
Wenn wir die Gleichung 66) differenziren und dabei nach dem Principe der 
Osculation <, I und & als constant ansehen, so kommt: 


dl, 3. . cos U— SL) 


dw)" 
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Aus dem Dreieck MNK in der Figur pag. 36 folgt aber: 
cos — 2) — cosbeos((— SL), 
also wird 
di cos 
<a ao: 60820 ° 
in welcher Gleichung wir noch i und 5b durch 3 und a ersetzen wollen; wir 
können die Gleichung 


85) 3 = sind = sinisin®— 2) 


differenziren, indem wir wieder und & als constant ansehen uud erhalten: 
dz Br 
85a) 7, — glnöcos w—-2). 


Es folgt aus den beiden letzten Gleichungen: 


84) sin, — 3} +2): 

also auch 

ee 
v 


Die Gleichung 82) geht also in die folgende über: 


m. 
2 Se 
a_ Vi-r-(a) 


dv 1- 


Va 


= 


oder integrirt: 


; five 


2 
Der Ausdruck unter dem Integralzeichen kann nach Potenzen von 3° und (3&) 


dv. 


entwickelt werden, da 3 vom ersten Grade ist, und es wird: 
87) = 24 [Ir-( o )\@& in 


wo ich die Glieder vom vierten Grade ab vernachlässigt habe, da sie meist 
äusserst klein sind. 


1) Vgl. Harzer, Untersuchungen über einen speciellen Fall des Problems der drei Körper. 
Memoires de l’Academie de St. Petersbourg. VI. Serie. Tome XXXIV, No. 12, pag. 22. 


THEORIE DER KLEINEN PLANETEN. DRITTES KAPITEL. 41 


Die Relation 87) enthält eine überzählige Integrationsconstante; wir setzen 


sie gleich Null, bestimmen sie also so, dass 2 = v wird, wenn iö —= 0), oder, was 
dasselbe ist, wenn 3 = a = Q ist. Hierdurch ist auch die Integrationscon- 
stante der Gleichungen c,) und c,) (pag. 24) bestimmt, welche die Lage der z,- 
Axe für einen bestimmten Zeitpunkt giebt. 

Nach dem Vorigen werden sich die Längen ! und v, und ebenso die Knoten- 


längen I und 2 von einander nur um Grössen zweiten Grades unterscheiden. 


5. Die Integration der Gleichung 87) ist leicht auszuführen ; indessen muss 


bedacht werden, dass die Integrale " 3_.dv und Hl dv ausserordentlich grosse 


Glieder von der Form A enthalten, die sich in der Differenz / a dr 
herausheben. Ich will darum den Ausdruck für die letztere analytisch ableiten, 
damit das Auftreten dieser grossen Glieder in den numerischen Rechnungen 
vermieden werde. 

Wenn wir der Kürze halber bezeichnen: 


88) v, = Sinjc0s6, v, — sinjsine, 


so sind offenbar v, und v, elementare Grössen von der Form A, welche bei 
jeder Differentiation einen der Faktoren z, erhalten. 


Es wird 
(4) = v,sinv—v, cosv 
89) 
AR) r dr dv, 
er v, an Sn. — EP cos®. 


Aus dieser Gleichung leitet man die folgende ab, mit Vernachlässigung der 
Glieder rein zweiter Ordnung, die wohl in keinem Falle merklich werden dürften: 


or (2) = — (N —v,) cos %— 2v,v, sin 2v 


dv, Av |R: dv, dv, 
m, va = sin2v-+ vo tr To | cos &v 
dv, dv, 
ange 
oder integrirt: 
d@)\” vv . dv dv 
BERGE UNO N T 2 Ba ah 
il (3) (7 )\@ ae sin2v+ v, v, cos 20 el Fer ja 


Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N, F. Band, 2. 6 
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Mit Berücksichtigung von 88) geht diese Relation aber über in: 


oa 


Wir wollen nun die Integrale rechter Hand in dieser Gleichung ausführen. Es 
ist nach 88) und 75); 


wa 
dv 


v, 


dv = 4 sin’jsin et [ 


dv Ne ! : 
Io = rsinssin® +) z sin. sın®, 
91) 
dv, 2 ; 
dp Ip anıcos F— DT,SInLı,Ccos®,, 
und demnach: 
dv dr Ä 
2 1a 2 2 ih) 
ee re a er Sr, sın.v 
— (T-+r,)sin: sinı,cos(9,—9)—(T+T,) sin ı sin 1, c08s(9,—9)— (T-+ T,) sin ı sinı,00s (9, — 9) —:--- 


—(7,+7,)sinı, sinı,cos (#,—9,)—(T,+T,) sin, sinı,cos(d,—9,)—-- 
— (T,+7,)sinı,sint,cos (9, —9,)— 


und die Integration dieses Ausdrucks führt zu elementaren Gliedern zweiten 
Grades. 
Wir können endlich nach dem Vorigen die Gleichung 87), wie folgt, schreiben: 


92) = v—-isinjsn®»+H,+H,, 
wo 
9% H, = -4 Irsin’ı+ Dr,sin’ı,|v 
1 T-+T, ° e & 1 T+7T, E R i 
Re > sin sin, sin (9,—9)—4 PRRSE sin ı sin ı, sin (9, — 9) — En 
N 2 
4 sin , sin, sin (9, —9,)— +: 

en IB, | _,(dB 

93a) rl), 


und wo die Funktion H, fast immer vernachlässigt werden kann. Für diejenigen 
Planeten, für welche dies nicht der Fall ist, weil 5 beträchtlich wird, werde 
ich übrigens im zweiten Teile die Relation für 7 in etwas veränderter Form 
aufstellen. 

Die Funktion H, enthält ein seculares Glied, das allerdings während eines 
kürzeren Zeitraums unmerklich klein bleibt; dies Glied findet sich also in der 
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Differenz !—v und, wie wir gleich sehen werden, auch in der Differenz Q— 
Man kann es natürlich zum Verschwinden bringen, und zwar am einfachsten da- 
durch, dass man die Lage der x,-Axe so wählt, dass 2 gleich Z& wird; dann 
gelten aber die Bedingungen c,) und c,) des zweiten Kapitels nicht mehr, und 
unsere übrigen Differentialgleichungen würden sich wesentlich complieiren. 


6. Es sollen nun die Ausdrücke für die Funktionen i, I und & hergeleitet 
werden, für den Fall, dass man die Lage der momentanen Bahnebene bestimmen 
will. 

Wir haben oben schon die Gleichung 84) 
gefunden, aus der ö berechnet werden kann. Ich will jedoch noch eine zweck- 
mässigere Relation ableiten. Wenn man nämlich von den beiden Gleichungen 


3 = sinisin®— 2) und - = sinicos(— 2), 


die erste mit sinv, die zweite mit cosv multiplicirt, und addirt, so wird: 


94) sinicosi = zsine + (3 coso, 

und wenn man die erste mit —cosv, die zweite mit sinvo multiplieirt und wieder 
addirt, so wird: 

dz 


— sinv. 
dv 


95) sinisin® —= —3c0osv-+ 
Diese Relationen dienen zur Bestimmung von i und &; man kann sie noch weiter 
transformiren mit Hilfe von 89) und 88) und erhält dann mit Vernachlässigung 
der Glieder rein erster Ordnung: 


sinicos2 — sin) cos +3 sino+ CR cos» 
96) - 
sinisind® — sin sin 6— 8 eos + ID sinv. 


In den Fällen, wo 3 nicht sehr gross ist oder wo es sich nicht um sehr grosse 
Genauigkeit handelt, setzt man einfach: 


97) ei) und PA —LıE 


Zur Berechnung der Knotenlänge Q endlich will ich die Gleichungen 65) 
benutzen. Multipliciren wir die erste mit —cos(w— 2), die zweite mit sin(w—2) 


und addiren wir, so wird: 
6* 
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; i 1—cosi . 
sin®—I+ Q—-2) = as sin (v—-2)cos !— 2). 
Da man aber hat: 
dd 
cosd = V1-? sinw— 2) = 3 cos (v— 2) = 2 
i sin? ’ sin? ’ 
so wird: 
1 dv 


le ? 


oder endlich mit Hilfe von 85): 
Kr 
: in dv 
98) sinw—I+N-Z) = — 


ee 


oder mit Vernachlässigung der Glieder vierten Grades: 


un 10,708 


Aus dieser Gleichung lässt sich durch Differentiation und Vergleichung mit 
87) auch die folgende ableiten: 


99a) 


welche man natürlich auch direkt finden kann. Wir wollen indessen die Form 
99) beibehalten, und da bis auf Glieder rein erster Ordnung: 


@Q)-- = !sin’jsin2b, 


so erhalten wir mit derselben Genauigkeit nach 92): 


1008) N-Z=-H-+H,440) es ED 1, 


oder nach einer unschwer auszuführenden Transformation: 


0) 2-2= 84 (n[S8+3]+a[®4+0]+3[4°+38]@, 


wofür man in fast allen Fällen setzen kann; 


100e) Q-Z=H. 
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Viertes Kapitel. 


Eintwicklung der Störungsfunktion 2 und ihrer par- 
tiellen Ableitungen Q, P und Z. 


1. Zur Integration der Differentialgleichungen 34) und 36) brauchen wir 
die Funktionen Q@ und P, welche jetzt entwickelt werden sollen. Die Störungs- 
funktion & ist durch die Gleichung 17) gegeben; wir multipliciren sie mit der 
Halbaxe «a, die durch die Relation 2) eingeführt wurde und haben: 


101) a2 — Re 2, _ Tr cos ÄA 


m 7 ‚wo 4 = Vr+r?—-2rr cosh. 


Ich will zunächst den Ausdruck cos 4 transformiren, der sowohl implieit in 4 
als auch explieit vorkommt und zwar soll er nach Potenzen der Neigungen ent- 
wickelt werden. 

Bekanntlich ist Tisserand'!) der erste gewesen, welcher eine Entwicklung 
der Störungsfunktion gegeben hat, die auch bei grossen Bahnneigungen brauch- 
bar bleibt. Ich wende dasselbe Princip an, wie Tisserand und Gyld£n, und die 
Hauptzüge der folgenden Entwicklung wird man auch in Gylden’s „Trait& des 
Orbites absolues“ (Tome I. Livre II. Chap. II und Livre III. Chap. II.) vorfinden. 
Da wir die Glieder dritten Grades hier vernachlässigen, so können wir unsere 
Entwicklungen äusserst einfach gestalten. 

Es ist bekanntlich: 


I I I 
CC +yy +22 


welche Relation übrigens durch Vergleichung von 16) und 17) verificirt werden 
kann. Mit Hilfe der Gleichungen 


& = rcosbcos! x = r'cosb’ cos!’ 


| 


y= reosbsinl Yy r' cos b' sin !’ 

2 =rsind, - 2, — 9 sin.b,, 
wo sich die mit einem Accent versehenen Grössen auf den störenden Körper 
beziehen, findet man: 


cos H = cosb.cosb' cos (1-1!) + sinbsinD'. 


1) Tisserand, Developpement de la fonction perturbatrice etc. Annales de l’Observatoire de 
Paris. Memoires, Tome XV. — Und Traite de Mecanique Celeste. Tome I. Kapitel XXVIII. — 
Siehe auch Backlund, Zur Entwicklung der Störungsfunktion. Me&moires de l’Academie Imperiale 
des Sciences de St. Petersbourg. VII. Serie. Tome XXX. No. 4. 
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Bedenkt man die Relationen: 
4 — sınd und 5 = sin b', 
so wird: 
102) cos H= Y1-3 Vl-3?cos(l—N) +33), 
oder wenn man nach Potenzen von 3° und 3'” entwickelt und die Grössen vierten 
Grades fortlässt: 
BIER x ' +3” I I 
103) Cosa eos (IP) — cos N)+3. 
Die Gleichung 99) giebt nun aber mit derselben Genauigkeit: 


d 
= o+(Q-2)-337, 


und da man für den störenden Körper ganz ähnlich hat: 


da’ 
I! Bar + N-Z)—43 a 
so kommt: | 
l 1 I I ANERS dz 1 di 
= Od HA-DAR- Nr 


Ich führe der grösseren Bequemlichkeit halber die Bezeichnungen: 


103a) N-Z=H, NV—-z' = H' 
ein und setze 
104) H, = v-vV+H-H'. 


Es folgt aus den vorstehenden Gleichungen, wieder mit Vernachlässigung 
der Glieder vierten Grades: 
Gl 


ee 
cos((—!) = cos u sin A. 

Schreiben wir nun Gleichung 103) folgendermassen, wie schon Gylden ge- 
than hat: 


105) cosH = cosH, +h, 


so ist die Funktion % mit Fortlassung der Glieder vierten Grades, wie folgt, 
gegeben: 
LT pe 


21,1 h) 1 
5 +5 SR nl smH, +33. 


106) 
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Den Wert 105) für cos H führen wir in die Gleichung 101) ein, indem wir nach 
Potenzen von h entwickeln; wenn wir bezeichnen: 


107) (2) = Vr+r?—2rr' cos H, 


I 
mM ar 
—z 608 EHEN, 


10) ze 1+m la ’ 


so ist offenbar nach Fortlassung von h?, welches vierten Grades ist: 


2% ad) 
109) ad —= al2)+ AieoIER: h, 
wo bei der Differentiation natürlich r und r’ als constant anzusehen sind. Wir 
d(2 : 
haben also die beiden Ausdrücke a(2) und _. zu entwickeln. 
2. Zur Entwicklung von 

m a Er 
108) a(2) = ar ern 
setzen wir: 
110) ©) — R,+2R,cos H,+2R,c0os2H, +-----, 


und haben nach Fourier’s Theorem: 


EST Ih cos nd db 


R — 5 
rn ) Vr+r?—2rr' cosı 


n 


Wenn es sich um Störungen der kleinen Planeten durch Jupiter handelt, so ist 
beständig r’ grösser als r, und wir schreiben: 


cosnY dıy 


s : 
r r 

—| —2— cos 

7) Bl (1) 


7T 
il 
ar) Vi+( 


Wir stellen nun den Radiusvektor r’ des störenden Planeten in ganz derselben 
Weise dar, wie den des gestörten und setzen in Analogie mit der Relation 2) 


111) „o_ den) 


wo a’ die Halbaxe der Bahn des störenden Planeten ist, eine Grösse, die, ebenso 
wie die Funktionen oe’ und 7 als bekannt angenommen wird. n' ist von der 
Ordnung der Excentrieität des störenden Körpers und wir bezeichnen diese 
Funktion ebenso wie n als eine Grösse ersten Grades. Im allgemeinen wird 
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man, wie schon oben bemerkt, an Stelle der Gleichung 111) einfach die Gleichung 
der Ellipse setzen können. 


Es soll ferner, wie gewöhnlich, bezeichnet werden: 
112) a = 


so dass « in den von uns behandelten Fällen kleiner als Eins ıst. Wir setzen 
weiter 


113) (*) 2) 9, 


und dann ist A offenbar, nach 2) und 111) von derselben Grössenordnung wie @ 
und e’ ist; es wird: 


r\® s 
(7) 2 ade 
und wir können R, in der folgenden Form schreiben: 


17 \ 
114) RB a 2 cos nıb dab ns 
a VI -ERU 9% cosıy 


wo wir zur Abkürzung 


(4 rl 
F 


gesetzt haben. Das Integral 114) lässt sich mit Hilfe einiger bekannter Sätze 
auf eine geeignetere Form bringen; da wir in der nächsten No. eine ähnliche 
Umformung vorzunehmen haben, so soll dieselbe gleich hier in allgemeinerer 
Form angesetzt werden. 


Nach Jacobi ist nämlich '): 


[+ oz a _ 
(1+%?’— 2% cos v)8 0 


1-3-5----(2n—]1) de non 


und auf die rechte Seite dieser Relation kann man die Landen’sche Transfor- 
mation anwenden, indem man setzt: 


cosp — ksin’p+cospyYl—K’sin’g, 


woraus folgt: 


1) Siehe Gylden, Traite analytique des Orbites absolues des 8 Planötes prineipales.. Tomel. 
pag. 394. 
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sinyp — sing |/1—A’sinp—kcos p| 


Tas Ho ae AR ee emai in) sind 
VI+R—2kcosyp = Yl—-Rsinp-kcosp — Se 
1 Br V1-Rsnp+kceosp 
VIHR—2 cosy Ei 
dab De dp 


VIHR-Mcsv Vi-RPsng 


und hiermit geht die Jacobi’sche Relation über in: 


m cosnd db m(m-+2)- ++ [m+2(n—1)| 3 n-ı Sin” p do 
115) il me a In—1 12 = IVI- h’sin?’ P+keosp | Aue pre ge 
- 0 (I+k_2%cosy)? @n—1) ( vi-Rsin’p 


Diese Transformation können wir anwenden auf das Integral rechter Hand 


der Gleichung 114), indem wir m = 1 annehmen und erhalten: 
Bee 3 un 
EN vi-ed-Asnp 9 


Da dies Integral zwischen den Grenzen O0 und = denselben Wert hat, wie zwi- 
2 
schen den Grenzen 5 und x, so wird, wenn wir den Ausdruck unter dem 
Wurzelzeichen etwas anders schreiben : 
A 


I sin” pdp 2 u [2 sin” pdp 
n" one A) sin?’ ER | e’ Asin’ 
p Va: sin? or erg 


Jetzt entwickeln wir endlich das Integral nach Potenzen von A, und erhalten 
folgende Reihe: 


1 ie in 
116 —0, ar n0 tt n' P—+ RE ’ 
) IT N 0? er) sin’p Y 0 Y I 2 ? 


wo wir nach Gylden’s a. bezeichnen: 


ge 2 2 eins nm"”pdp 
Y (1—eo’ sin .p)® 
117) a a a EN a are 
„1850-1 unot gan 
4 2.4.6---26 ve 


Abhälgn. d. K, Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Bandll, a. 7 
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und hiermit wird: 


a 


118) R, FF yr d-a)2ly, rate! 


Die Coefficienten y,., hängen nur von dem Verhältnisse « ab, und sind ohne 
Schwierigkeiten zu berechnen. Für die ß/” hat bereits Masal!) Tafeln hergestellt, 
aus denen man mit log« als Argument diese Ooeffiecienten entnehmen kann, und 
ähnliche Tafeln für die y,, hat Gylden kurz vor seinem Tode fertiggestellt 2). 

Nun ist nach 108) 


m 


1-+m 


a 


A) ml) 


a' 1 
ee, o®(1—A)?cosH, |; 
es kommt also: 


m! 


! „ 
R,+|2R,— Sr0(i 2) cos H,+2R, O2 + 


Wir schreiben: 


a(2) = +22, cos H,+2R, cos2H,+--- 
— 231192, cosn H,, 


wo der Accent am >) -Zeichen bedeutet, dass im ersten Gliede der Reihe (für 
n = 0) der Faktor 2 zu unterdrücken ist; man hat also: 


m 


De 1 Te 


für alle Werte von n, mit Ausnahme von » = 1, wo zu setzen ist: 


m a 1 

2 rear 
Bezeichnet man 
119) Mar, —— Ina 
so ist 

aaO R \— 

2, Dr Tamm d m: ni EIS P—+: & | , 
wo 
Yn.0 I Yn-o 
1) Hans Masal, Tables de l’Integrale j 2 wu Astronomiska Iakttagelser och 


0 (l—e? sin?p)® 
Undersökningar anstälda pä Stockholms Observatorium. Band IV. Heft 5. 
2) Gylden, Hülfstafeln. Publication der astronomischen Gesellschaft. No. XXI. 
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zu nehmen ist, mit Ausnahme des Wertes n = 1, für den die Relation 


119) gilt. 
In der letzteren Gleichung für &, sollen A und r’ durch die Grössen o, _', 


n und n' ersetzt werden, nach deren Potenzen wir die 2, entwickeln. 
Man hat 
1-?\ /1+0'\ 
ale) 
oder wenn man entwickelt und die Glieder dritten Grades noch berücksichtigt: 
A = 20—20' 
— 3g-+4g0' — g*"+2n° 2m” 
+49°—6o’g'+ 290" don’ + ton’ +4” — do'n” 
= 40°—800'+40” 
— 120° + 280°9'— 2090” +40" +8on?— 807 —8o'n’— Be'n” 
"= 80° — 240°0' — 24oo”— Bo”. 
Ferner bildet man leicht: 
Gh EEE 
= 1-ne+m+1)e' 


N 


120) 


1203) ED EI en (a4 


naııl)n2, nal, wat) „ a1 
nt Dat?) ROH), Ort), na DnntD, 


+’ —n(n+V)o' m —n(n+1)on”+(n+1)o'n”. 
Diese Werte führen wir ein in den obigen Ausdruck für &,, und setzen: 


S 2v I 
121) 2, = ZIP Russ) y0 en 7 


a2) = 2 Rs vee" N n cosnH,, 


wo ich statt des fünffachen &-Zeichens ein einfaches gesetzt habe, und wo der 
Faktor 2 für n = 0 zu unterdrücken ist. 
Dann wird, wenn wir der Kürze halber in den rechten Seiten der folgenden 


vl 
Relationen!) den Faktor u fortlassen, und wenn wir die Indices v» und v', 


1-+m 


1) Siehe auch die pag. 24 citirte Abhandlung von Herrn Harzer, wo indessen für v = 1 die 
2-Coefficienten anderes Vorzeichen haben. 
7* 
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da wo sie beide gleich Null sind, ebenfalls fortlassen, also stets 2... schreiben 
für n.s.s)oo: 


122) 2.0.0 = Yan 

2.1.0 eher: Nyao RR ri 

2.0.1 — (n +1) y.ot Ha 
il 

2.2.0 mer au De ee [) 

una == Be, 
1\ 

an EN Han +3) Yu tr 

2n.0.0)1.0 SEE NY ra 


Roy = mtl) y + Ha 


n(n+1)(n-+2) 


An ee, nid, Aura Ba 
Au = HT, +80 410049 7.,+4804+97..4247,, 
a = EI, En’ +80 +6)7,,—40n+)y,,— Mr. 
a a 


2n1.9ı = N Yan +4{n+1)y,, 48%; 

An = nn +1) y.0-2an +3) y.1— 81. 
21 = NnR+1)Y,-2(2an +3) ya 
2.0.10. =: (+1) y,.+4n +2) Pt Ya 


Man beachte die Beziehungen: 


122a) 82.0.1 er ER + 2,0 
Auaı u: Da 
2.0.2 TER uno 


2 n.0.0)1.0 — Ko 
2 m.0.0)o.1 I 2.0 


n 


I „,n+2 n2n n?* D 
m 2n+1l a’ a (1A are [” sin” pdo 2e1- De, +’ odp 


n 
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Le 2.1 | — 32. SS0GmR Dr 

2.1.2 Dr 32.0 tr. m 
2.03 Bar var 2.3.0 == nn 

2 n.1.0)1.0 u N -1-1 ar 2, 


2 m.0Nı.0 = Se 
m.1.00-1 au 32,. 1-1 


 m.0.10-ı Sn —R,. 11 tr 2, 
3. Wir wollen nun den Ausdruck TEE entwickeln. Nach 108) und 107) ist: 
ad2) m (wr ar 
> dcsH, In are 


Wir setzen: 


ayvr 


a — — R,+2R, cosH,+2R, cos2H, +: 


und haben nach dem Fourier’schen Theorem 


RZ =: cosnyddıy 
x (1? Hr? 2rr' cos p)? 


und, wenn wir wieder FE mit % bezeichnen, sowie die Bezeichnung 112) an- 


wenden, so wird: 


Re I of cosnYbdı 
zn (1+B—2% cos y)* 


Wir erinnern uns nun der Transformationsformel 115), in der wir m = 3 zu 
setzen haben, und erhalten 


2n--La! -ak"*! 
za r(d 7): 


d T sin?etD d 
1 u 1 Se 080. 
Eu V1-R sin? ve ee si a 


Das letzte dieser drei Integrale ist gleich Null, und es wird also: 


se 


zn r (1-0? np) 


VI-ed-a)sinp d-1)smp) 
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Wenn wir jetzt aber die Formel 116) bedenken, so können wir schreiben: 


n+1 
a a' a(1—A) ? \ 
124) R, ur (2n +1) y! (1-o®?+a?4) 80851 i+ +}, 
wo 
125) 8. = (+0?) Y... — 2 Yarı.o 


n SINE +2 Yn:0 len a 


A = & a) fi .o Sr a? In: 0-1 — 20 u a a 


Es bleibt noch der Faktor zu entwickeln, zu welchem Zwecke wir 


& 
(1-a’+a’4)? 
eine Bezeichnung von Gylden einführen, nämlich 


a ° 
126) = 


Dann wird 


ea a ri tens 


und wenn man endlich setzt: 
3 r+1 
127) RB, = a9) (,-g.A+g +, 
so sind die g,., durch folgende Relationen gegeben: 
128) Ian Kl er GR) se Ge 2): E, 
I = en) a Et) 


9. = &n+1) ey IE. +2ß°&.+3ßt 0 


Inc (an Ar De | 80 Er 2P° A ale 3pß* a 1000 | . 


di ee) 
Auch die g,, hängen, wie oben die y,,, nur von der Grösse « ab. 
Es war nun: 


ad(2) m \arr! 


ar»; 3 
des, Irma yerldı 
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und wir setzen 
_ad(2) 
dcos H, 


— 2 R,cosnH,, 


wo für n = 0 wieder der Faktor 2 zu unterdrücken ist; man hat dann: 


! 


Le 7 
4 1--m""* 
für alle Werte von » mit Ausnahme von n = 0, wo zu setzen ist: 
— m \..0:, 4 
2, = SE RB, 7 (1-4) . 
Schreibt man 
129) 0% Fr u 
so kommt 
= m' a er = 2 
130) ee a 
wo zu nehmen ist 
De =. 9:0 


für alle Werte von n mit Ausnahme von n = 0, wo die Relation 129) gilt. 
In die Gleichung 130) sollen nun statt r’ und A die Funktionen o, oE', n und 
n' eingeführt werden, nach deren Potenzen wir entwickeln. Dies ist leicht aus- 
zuführen, indem man sich der Entwicklungen 120) und 120a) erinnert, in deren 
letzterer man n-+1 statt n zu setzen hat. Bezeichnet man: 
2, — ZIEER en” 


’ 


oder 
=) eh = 2 een m” cosnH,, 
so ist, wenn ich wieder den Faktor = fortlasse : 
ls Bo = Im 
2 = -(Rn+D9,..— 29... 


2. Sant n+2)9.+ 29. 


Diese Formeln ergeben sich übrigens auch sofort aus 122), wenn man dort 
g statt y, und in den Faktoren durchgehends n+1 statt n setzt. Für unsere 
Zwecke brauchen wir nur die eben angeführten Coeflicienten. 
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Es ist also nach dem Vorhergehenden mit Fortlassung von Gliedern vierten 
Grades 


133) a = 2A. 0 tn cosnH, +2! Rasse en” hcosnH,, 


wo h durch die Relation 106) gegeben ist. 


4. Jetzt werde ich die Entwicklungen der Funktionen Q@, P und Z geben. 
Nach 34a) haben wir 


; Be 
I an) do 20.00 


Aus der Gleichung 133) folgt aber 


1 =, ar = A-)(l-2 +3’ +2! Ans en m cosnH, 


+41-P)A1-20+30°—-+:--) DD eo om n. N” hcosnH.. 
Wenn man also setzt 


= 7” 2v 127 9 s_ıs 2 
He) RA nt” con, +2 Aare nn” heosnH,, 


so folgt aus der Vergleichung der beiden letzten Gleichungen: 


134) 


135) ass) = ns!) 2 Ans t 3 m.s—2. par — ec 
— ns 2 Ans1.s mm unser tn 
Im. sy Am. Ss 2Qm. s-L._s)y. ar eur... 
= Rp. SI yo + 28m. sl) er , 


wo diejenigen 2-Coeflicienten fortzulassen sind, welche negative Indices erhalten 
würden; dadurch werden diese nach den 2-Coefhcienten fortschreitenden Reihen 
endlich, und man hat speciell: 


135a) Qu.0.0 = 2.0.0 1.3.0 = m .3.0 — 2R%n.2.0 +3Rn.1.0 — 4Rn.0.0 
An2ı = an2ı -2dm11ı + 3R%n.01 
Onı12 = A112 — 22.02 


n.0.3 == 2.0.3 


0.1.91. = %n.1.01.0— 2% n.0.01.0— %n.1.o + 2.0.0 


On.1.0 == 2.1.0 — 22.0.0 
On. — 2.0.1 


n.20 = n20— 2&n.1.0+ 3Pn.0.0 
Onıı — An a 22.0.1 


—=_Q, —2% 
Q. = 08 O1). 2 n.1:0)o.ı (r.0.0)0-1 
— 2a... = An... — %n.0.1 
2 n.0.0)1.0 = 2 n.0.0)1:0 — 2.0.0 R.0.10. Sm: a n01)o.ı 


m.0.0%0. nn 0.001 


n.0o0 = 22.0.0. 
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Um die Entwicklung von @ zu erhalten, brauchen wir jetzt nur 134) partiell 
nach v zu differenziren; da 


et we = —msinmH,, 
so wird, bei Vernachlässigung von Gliedern dritten Grades: 


136) Q.— =22n 0m..2,0 ES n” sinnH, 


93 On. o.ohsinnH, 


93.0,.00 = cosnH.- 


5. Zur Bildung des Ausdrucks von P erinnern wir uns der Relation 36a) 


on 
Sn N era 


6) a 


welche wir mit Rücksicht auf 134) schreiben können: 
P= -(1-PW2EsRassyr0 ug" N 7” cosnH, 
- A- PER, on m hcosnH,. 
Wenn wir also P unter die folgende Form setzen: 


137) P = 22 Pa.,, 00" nn” cosnH, +22" Pu. „eo nn” hcosH,, 


so wırd offenbar: 


138) Pn.ssyey nr (s == 1) n.sH1s)yupi SF (s F 1) An.s +1. 
Pasıy = CH N) Rossi „+ CH 1) Rnstımnar 

wo wieder die 2-Coefficienten mit negativen Indices fortzulassen sind. Man hat 
speciell: 
138a) P,.0.0 eng! 2.1.0 Pn.0.0)1.0 Sim n.1.0)1:0 SF 2.1.0 

P,..0 = — 22.2.0 P 0.0.00. ET m.1.0)o.1 

P.0.1 SI) me na Bro = on 

P,.2.0 A lee 39. 3.0 

nal ea: 22. 2.1 

P n.0.2 0, 1.2 


Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl, N. F. Band 1,a. 8 


» 
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Mit Vernachlässigung von Gliedern dritten Grades ist dann 
139)  — 22 Para a cos nH, 
+28 P,o0Rh cos nH.. 


6. Zur Bildung der Funktion Z haben wir Gleichung 71) 


an y3 y' 1 1 
ie 1-+m ne RN =) (7 —3c0osH). 

Wenn man setzt: 

m! gar! 1 n | 

2 = 1-m all —n‘) Be: mu AR | (3 —3c08 H,) ; 
so ist 
ER d(Z) 
Z= (Z) Togase H, here. 


Da aber h zweiten Grades und 3% und 3’ ersten Grades sind, so ist mit Ver- 
nachlässigung der Glieder dritten Grades 


7 =.«(2). 
Wir bezeichnen 


— m! y?ry' 1 1 
1) gs 1l+m al-r) er ee 


woraus folgt, mit entsprechender Genauigkeit _ 
141) Z= Z('-3c0s H,). 
Mit Hilfe von Gleichung 123) wird aber: 


1-7? ad) 
(1+o)” dceosH, ’ 


Z= 


und bei Berücksichtigung von 131): 
Z= A-P)l-2 430-4...) Raven cosnAH.. 
Wenn man also setzt: 
ca) Ze BE Nyon m CosnHl,, 
so folgt aus der Vergleichung der beiden letzten Gleichungen: 


143) Kuss) Sg uns Iy E37 2A. Zr Isar —— re. 
= Ans: ar 2 n.s-1 Sy. are ame) 
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oder nach 135) 


Kssier = Inseln. 
Man erhält speciell: 
143a) Xr.00 = 2.0.0 
TO = 0 2Rn.0.0 
Xn.0.1 = ot 


Setzt man in gleicher Weise wie oben 


v'ı2V 


144) 2 7c0sıH; — DD nee eo" mn” cosnH,, 
so hat man: 
Rn “5% ae Xen 8.8 )yV’ 
145) ss, = m en D) re) 
für alle Werte von n mit Ausnahme von n = 0, wo zu nehmen ist: 
1453) Yossyy = — Kass)uw- 
Aus den Entwicklungen 142) und 144) folgt aber sofort mit Rücksicht auf 
141): 
146) Ze 22 Y.:,,0°0" 7 9” zcosnH, 


2 VL 


fr 223 Kon s)n o' enN 5 cos nH,. 


Fünftes Kapitel. 


Transformation der für die Funktionen Q@, P und Z 
gefundenen Ausdrücke. 


1. Die Entwicklungen 136), 139) und 146) sind noch nicht unmittelbar an- 
wendbar bei der Integration der Differentialgleichungen für die Funktionen 8, 
o und 3, da sie die beiden Veränderlichen v und v’ neben einander enthalten. 
Wir denken uns nämlich o', n' und 3’ als bekannte Funktionen von v’, und diese 
Grösse kommt auch im Winkel 


A, =v-V+(A-D)-(V-2) = vo-v’+H-H' 
8*+ 
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vor; auch Q’— 2% ist eine bekannte Funktion von v’. Wenn man eine scharfe 
Lösung des Problems beabsichtigt, so wird Q’— 2’ durch eine der Gleichung 99) 
oder 100) ganz analoge Relation gegeben sein; ferner wird man nach 111) und 
in Analogie mit den Gleichungen 37) und 8) bis 12) zunächst haben: 


en) 
1+e' 
"= (+ E 
(0) = Zricos[d-e)v’—Ti] 
147) n cos®' — 2xcos(I!+s!v') 
nsin®z' = 3ulsn(I!+s\v) 
(0) = n'cosv' 
v=-vW—-I 


wo die Grössen #/, s/, IT! und die Funktion R'’ als bekannt vorausgesetzt wer- 
den. Man wird nun v’, und ebenso oe’ und H, als Funktion von v allein aus- 
drücken, um in den Differentialgleichungen 34), 36) und 70) nur diese eine Ver- 
änderliche zu haben. Gylden hat im Jahre 1886 in seinen Vorlesungen auf dem 
Stockholmer Observatorium ein sehr schönes Verfahren gegeben, um diese Trans- 
formation von v’ auf v auszuführen; dasselbe findet sich übrigens publieirt in 
seinem Werke „Trait& des Orbites absolues ete.* Da wir die Glieder dritten 
Grades hier vernachlässigen wollen, so können wir diese Transformationen auf 
sehr einfache Weise vornehmen. 

Wenn wir die Bewegungsconstante n’ des störenden Planeten durch die Re- 
lation 


148) ee wo . . M' = #:(l+m)) 


definiren, so haben wir ähnlich der Gleichung 57a) 
149) nt+A4' = v+Z&B!lsnnv +W', 


wo die Funktion W’ analog der Funktion W ist und ebenfalls als bekannt an- 
gesehen wird; übrigens können wir sie bei unseren Untersuchungen vernachläs- 
sigen, wie wir gleich des Näheren erörtern werden. Die Coefficienten .B/ sind 
ähnlich den B,; sie sind durch die Relationen 47) gegeben, wenn man dort n' 
für n schreibt. 

Multiplieiren wir die Gleichung 57a) mit dem Verhältniss der Bewegungs- 
constanten 


150) Ku, 
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so haben wir 
nt+uA = w-+uZB,sinnv+uW. 


Vergleicht man diese Relation mit 149) und bezeichnet man 


B= A-uA 


151) 

G — uZB,sinnv— ZB} sin nv’, 
so ist: 
152) vo = w+B+G+uW-W". 


Diese Gleichung dient dazu, v’ und seine Funktionen durch v auszudrücken, nach- 
dem man in G und W' ebenfalls v’ durch v ersetzt hat. 

Hierzu müssen wir zunächst in den Gleichungen 147) die Länge v als un- 
abhänginge Veränderliche einführen; die Relationen: 


cos cos 
I I ' 

EN — DE BR EN 
sın N sın ( a ) 
können wir nach 152) folgendermaassen schreiben: 


N Bl ER 


ei in [E+nB+H-H 4045642, W-,W-H+H'). 


Die Funktion W kann, wie wir später sehen werden, einen secularen Teil ent- 
halten, und die Funktionen H und H’ enthalten ebenfalls einen solchen; ich will 


bezeichnen: 


p. sec. W = yv') 


153) w = u(l+y) 
pesee H — 
pr sec. Hi — ip. see.2C. 0 —Uu,ci9, 


wo übrigens c und ec’ zweiten Grades sind. Weiter führe ich die Bezeichnungen 
ein: 


I 11clB 
153a) „= m,—-ctu,c 
| o, —=T,+s,v. 


Dann kann ich die obigen Gleichungen, wie folgt, schreiben: 


, cos 


153b) sin 
2% un ® Hm) G-+us! W-:!W-H+H'|x De FHHNE.... 


a — 


1) „p. sec.“ brauche ich als Abkürzung für „pars secularis“. 
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wo der Strich über den Funktionen W, H und H’ bedeutet, dass in ihnen der 
seculare Teil zu unterdrücken ist. Das zweite Glied rechter Hand ist teils 
dritten Grades, teils infolge Hinzutretens des Faktors s/ ausserordentlich klein. 
Will man es behufs äusserster Genauigkeit doch berücksichtigen, so hat man 
für die Funktionen @ u. s. w. ihre Werte einzusetzen, nachdem man sie bestimmt 
hat; es werden sich dann aus den Produkten teils Glieder der Form A, teils 
solche anderer Formen ergeben; die ersteren belässt man in der Gleichung 153b), 
während die übrigen in die Funktion R’ übergeführt werden müssen; wie dies 
zu geschehen hat, wird man an der Hand der Relationen 147) unschwer übersehen. 


Nach dem Gesagten schreibe ich also: 


CORE oe ‚cos Hp 
sin E23 %, it » 


0 = (d)+M) 


154) (0) = Dr! cos! —@,—H-+H') = n'cos(w' — IL) = n'cosv} 


Vu IL. 


Ich habe in diesen Gleichungen (e') zum Unterschiede von (g)' und (R’) zum 
Unterschiede von R’ in 147) geschrieben; auch die x, haben hier, streng ge- 
nommen, eine etwas andere Bedeutung als dort, indem aus der Entwicklung der 
Gleichung 153b) noch Teile höherer Grade und Ordnungen zu ihnen hinzutreten; 
diese Unterschiede sind indessen so gering, dass sie für unsere Aufgabe garnicht 
in Betracht kommen und ich habe die vorstehenden Bemerkungen überhaupt nur 
gemacht für den Fall, dass man eine sehr weit gehende Lösung unseres Problems 
beabsichtigte. 


Ferner habe ich in die Funktionen Hi II, dieselben Argumente ®, einge- 


führt, welche nach 10) in 1 vorkommen; dass dieselben wirklich identisch 


sind, wird sich zeigen; jedoch auch, wenn dies nicht der Fall wäre, liesse sich 
gegen diese Bezeichnungsweise nichts einwenden, da man nur den n verschiedene 
Werte zu erteilen brauchte. 


Wenn ich nun noch setze: 


154a) I, = I-H+H, 
so wird offenbar 

‚cos 2 ‚cos 
154b) en I = Dix! sin Qu 


2. Nachdem wir jetzt n' und II, als Funktionen von v ausgedrückt haben, 
kann die weitere Transformation in folgender Weise vor sich gehen; ich setze: 
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U=uW-W'-H+H 


155) vw = l-w»—-B-U 
v2 
und erhalte 
HH =w-@6 
155a) v—= -w,tv+G+H-H 
v=-w+6G+Yv. 


Mit Hilfe dieser Relationen sollen nun die Argumente A, und v; durch w, 
und v, ersetzt werden, indem man nach Potenzen von @ entwickelt, welches 
offenbar vom ersten Grade ist. Diese Entwicklung können wir successive 
machen. Man hat mit Vernachlässigung der Glieder dritten Grades nach 151) 
und 47): 

Cr ee ! 
156) G 2un a 2n'sin 2 
+2 un’ sin2v— 29” sin2v!. 


Hierin habe ich v! für v’ geschrieben, da die Differenz beider Grössen für uns 
verschwindend ist. Wenn man will, kann man die Transformation unschwer 
ausführen, und die bei den Entwicklungen entstehenden äusserst kleinen Glieder 
teils in @ belassen, teils mit Rücksicht auf die Relation 149) nach W’ überführen. 


Mit Vernachlässigung der Glieder zweiten Grades ist: 
G = —2unsinv— 2n'sin(w, —V,). 


Mit Hilfe dieses letzten Ausdrucks findet man aber bis zu den Gliedern zweiten 
Grades eingeschlossen : 
nsinv = —n sin (w— v,)+@n'cos(w, — V,) 
—= — n' sin (w,—v,)— un’ sin (w,+v—v,)+unn' sin (w,—v—v,)— sin (2w,—2v,) 
n”sin2v, =—n” sin (2w, —2v,), 


und hieraus mit derselben Genauigkeit nach 156): 


G—=—2uy sin v— 2n'sin (w, — V,) 

+2 un’sin2v— unn' sin (w, + v—v,)+2unn' sin (w, —v—v,)— 29" sin(2w,—2v,) 
 1562)@’= 2u’n’—2u’n’ cos2v | 
— 4unn' eos (w, +v— v,)+4unn' cos (w, —v—v,) 
+27” —2n' cos (2w, — 2V,). 


Man bildet nun endlich ohne Schwierigkeit die folgenden Entwicklungen von 
cosn H, und sinn H.: 
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= nH, = en wEnG ns nw, — nn a nw, 
sin sin cos n 
— SE nw, +num In (nw, +v) u Er nw, 
num se (nw,—v) + | ar _ im| m en (nw ,+2v) 
—nn Es (»—1)w,+ vi) En | zu + ine) 7” es (nw, —2v) 
Ham lm —vi| —na-Dum —;, m Dwtrtw] 
157) Hanne  ,, [@+Dw+v-v.] 
Hanau  ;, [n-Dw-v+v.] 
—n(n+1)unn' = (nr +1)w,—v—v;] 
wm” = nw, 
+l5-in lo tn 20,42) 
+ + "5, [R+9w-2v. 


3. Die vorstehenden Ausdrücke dienen zur Darstellung der Produkte 


s_ 19 _2v 2% C0S 
een mrHh 
als explieite Funktionen von v. 

In allen Fällen, auf die wir gegenwärtig Rücksicht nehmen, können wir die 
Funktion R' sowie die in den Argumenten auftretende Funktion W’ vernachläs- 
sigen. Die Gründe hierfür sind leicht zu ersehen; indessen will ich sie hier aus- 
einandersetzen, damit kein Zweifel an der Berechtigung dieses Verfahrens ent- 
stehe. Die genannten Funktionen enthalten natürlich einige grosse Glieder, vor 
allem die sogenannten grossen Ungleichheiten in der Bewegung Jupiters, die 
durch Saturn veranlasst werden, da seine mittlere Bewegung zu der Jupiters 
sehr nahe im Verhältniss 2 steht. Dieselben sind mit der Saturnsmasse multi- 
plieirt und erhalten bei uns noch einen der Faktoren 2u.s.s),.., die rein erster 
Ordnung sind. Die von diesen Funktionen abhängigen Glieder sind also von 
vornherein sehr klein; die zu ihnen gehörigen Argumente hängen aber ab von 
der mittleren Bewegung Salurns ; sie können also durch die Integration nur 


THEORIE DER KLEINEN PLANETEN. FÜNFTES KAPITEL. 65 


vergrössert werden, wenn zwischen der mittleren Bewegung des gestörten Pla- 
neten und derjenigen Saturns genäherte Commensurabilität besteht; und in 
diesem Falle würde man, ehe man auf sie Rücksicht nimmt, die direkten Saturn- 
störungen berechnen müssen, die natürlich grösser sind. Aber auch diese letz- 
teren liegen im Allgemeinen unterhalb der Grösse, die ich mir in dieser Arbeit 
als Genauigkeitsgrenze gesteckt habe. Will man eine grössere Genauigkeit er- 
reichen, oder handelt es sich um einen Planeten, der ganz aussergewöhnliche 
Saturnstörungen erleidet (oder zu erleiden scheint), so hindert nichts, wie schon 
anfangs bemerkt, die von uns gegebenen Entwicklungen weiter auszudehnen. 

Im Gegensatz hierzu können wir die Funktionen R und W nicht als klein 
betrachten, da sie nicht nur in vielen Fällen thatsächlich sehr gross sind und 
sogar grösser sein können als die Excentrität der ungestörten Bahn, sondern da 
sie auch immer wieder zu solchen Gliedern höherer Ordnung Anlass geben, die 
durch den Integrationsprocess weiter vergrössert werden. 

Eingehende Betrachtungen haben mich dazu geführt, allgemein die dritten 
Potenzen dieser Grössen zu vernachlässigen, und grösstenteils, aber nicht immer, 
auch die zweiten. 


Nach dem Vorhergehenden haben wir die Relationen 


(0)= necosv 
(oe )=n eosvi=n'cos(w, —v,)+ G@n' sin (w, — V,) 
158) = n'cos(w,—v,)+unn'cos(w,+v—v,)—unn'cos(w, —v—v,)—y"+n"cos (Aw, —2v,) 
(0)? = 4’ +4? cos2v KR | 
(0) (0')= 4m’ cos (w, + v—v,) + 4m’ cos (w, —v—v,) 
(0 = 4m” + 4m” cos (2w, — 2v,), 


und hieraus folgen mit Rücksicht auf 157) die Entwicklungen : 


1) tn) Hamm, bo +2v) 
+ In. (nw, —v) — Inu’, (nw, —2v) 
—Innn' .. [m- Yutrtn) 
+3nnm + Dw+v—v)] 
> | — In u (r—-1)w—v-+v;)] 


Hana! on In +1)w—v-v,] 


Abhdlgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band Eh 9 
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159) 


(Oe) 5, nH 


Nachdem wir nun die Ausdrücke (g)’(e') 
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cos 
+47 en (nw, + 2v) 
cos 
han en (nw, —2v) 


cos 


am | [m Dw+v+vi] 
ae [a+1)w,+v—v;] 


(nr -D)w-—-v+v)] 


1,1008 NR 
a2 sin [R 


2)w,+2v,] 


1, 608 


an, in 1 +2)w,—2v,]. 


g COS 


S 


‚cos 
sin In=1) 


cos co 
RD tvil +3 Daum 
+30’ [+ 0 —v,] +4m+1) um‘ 
3 (n—1)um 
30 + Dumm, 
na 
ee a cos 
a —1)n RN 
+4(n+1)n” 
1,2 c0 
le 


„er-Dw+v+v]| 
[+1 w, Evil 
WE vn] 


„[a+Dw, —v—v] 


Ir —2)w, + 2v,] 


cos 
sin (R +Dw, —2v,] 


= nH, bis zu den Gliedern zweiten 


Grades gebildet haben, bietet die Bildung der vollständigen Produkte 
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s .ı! gr COS 
nd, 
en rH: 


keine Schwierigkeiten mehr; man vernachlässigt R’ und setzt: 
se = ,3 
LE Las nee 
und erhält z.B. bei der Entwicklung der Funktion @: 


160) 2 Oasen sinn, = 


1 1)(s 2 2 s I v_ı2V/_* 
2 n dans. ut (Ss +2) a a ee. (0) (o) 'r n 3 sinnH,. 


4. Um endlich die definitive Form herzustellen, die ich den Funktionen @, 
P und Z geben will, transformiren wir schliesslich noch das Argument: 


w, = (l-u)v—-B-U. 
Es ist nach 155) 
U=uW-W'-H+H. 


Die Funktion U enthält keine Constante, da die constanten Glieder in B auf- 
genommen sind, aber sie wird im Allgemeinen ein seculares Glied enthalten ; 
dasselbe kommt auf folgende Weise zu Stande: 

Die Differentialgleichung 59) für W enthält rechter Hand verschiedene con- 
stante Glieder, sowohl erster wie höherer Ordnungen. Der wichtigste Teil erster 
Ordnung entsteht aus den Gliedern S-2 R, und wenn wir mit a, den constanten 
Teil von $S, mit b, den constanten Teil von R bezeichnen, so ist der constante 


Teil von EN ‚ soweit er erster Ordnung ist, im Wesentlichsten 


= w—2b, 


Nun ist a, die Integrationsconstante, welche bei Integration der Gleichung 34) 
entsteht (und welche wir auch schon in Gleichung 6) so bezeichnet haben); und 
zwar ist diese Integrationsconstante eine überzählige, über welche wir verfügen 
können. Jedenfalls müssen wir sie so wählen, dass sie höchstens eine Grösse 
rein erster Ordnung wird, denn sonst würde man bei den Entwicklungen nach 
e Potenzen von $ auf Unannehmlichkeiten stossen. Wie sich später zeigen wird, 
ist bei einer derartigen Wahl von a, auch b, eine Grösse rein erster Ordnung. 
Es erscheint nun am Einfachsten, wenn man a, so bestimmt, dass der constante 


Teil von zu verschwindet, und wir werden auch in der Regel so verfahren '). 


1) Siehe Kap. VI. $ 2. Nr. 4. 


9* 
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Indessen giebt es Fälle, in denen es nicht möglich ist, den constanten Teil 


von zum Verschwinden zu bringen; handelt es sich nämlich um einen Pla- 


dv 
neten, dessen mittlere Bewegung besonders nahe commensurabel ist mit derje- 
nigen Jupiters, und enthält infolgedessen die Funktion R eines oder mehrere 
auffallend grosse Glieder, so ist der constante Teil von 3%’, welche Grösse in 
der rechten Seite der Gleichung 59) auftritt, grösser als die störende Masse, 
obwohl er zweiter Ordnung ist; um den constanten Teil von Er zum Ver- 
schwinden zu bringen, müsste dann a, erheblich gross gewählt werden, und man 
würde überhaupt bei einem solchen Verfahren zu divergenten Resultaten geführt 
werden. In den besonders schwierigen Fällen des Systems der kleinen Pla- 
neten ist also die Annullirung des constanten Teils rechter Hand der Gleichung 
59) nicht ausführbar; und wir wollen deshalb die Summe der constanten Glieder 
rechter Hand dieser Gleichung, welche rein erster Ordnung oder kleiner sind, 
mit c,, den Teil aber, welcher gross ist im Verhältniss zur störenden Masse, 
und hauptsächlich aus dem Gliede 3.R? entsteht, mit y bezeichnen; dann kann 
man schreiben: 


aw 


161) =, 


—= (,+y+-periodische Glieder. 

Man hat sich nur zu erinnern, dass «, stets zum Verschwinden gebracht werden 
kann, und dass y nur bei denjenigen Planeten von Null verschieden ist, deren 
mittlere Bewegung äusserst nahe commensurabel ist mit der Jupiters und die 
unter die Klasse der kritischen Planeten (Kap. VII. $1) fallen. Als Maximalwert, 
den y überhaupt erreicht, kann man eine Grösse annehmen, welche mit dem 
Quadrat der elliptischen Excentrieität verglichen werden kann, und zwar des- 
halb, weil der Maximalwert von R eben mit der elliptischen Excentrieität ver- 
gleichbar ist. Uebrigens sind wohl von den bis jetzt entdeckten Planeten nur 
Hilda (153) und Ismene (190) als kritisch anzusehen und auch von diesen ist es 
zweifelhaft. 

Wenn wir aber den Ausdruck 161) integriren, so entsteht in W nicht nur 
das seculare Glied (e,+y)v, sondern auch die Integration der periodischen Glieder 
erzeugt einen secularen Teil, welcher mindestens zweiten Grades ist. Es ist 
dies die Folge unseres in den folgenden Kapiteln zu behandelnden Integrations- 
verfahrens, das ich nach dem Vorgange Gylden’s anwende, und mit Hilfe dessen 
wir in allen Fällen zu brauchbaren Entwicklungen gelangen. 

Man erhält W in der Form: 


161a) W = (c,+Yy-+9,)v+ periodische Glieder, 


und nach pag. 61 haben wir: 


y I 1 u a 2 


| 
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Es wird sich zeigen, dass y stets positiv ist, während y, auch negativ sein 
kann, aber mindestens zweiten Grades ist. 

Von der Funktion W’, welche wir vernachlässigen, kann man annehmen, 
dass sie keinen secularen Teil enthält, da die Störungen, denen Jupiter ausge- 
setzt ist, so klein sind, dass man diesen Teil zum Verschwinden bringen kann. 

Die Funktionen H und H’ enthalten beide einen secularen Teil, der zwei- 
ten Grades und ausserordentlich klein ist, und den man aus den Gleichungen 100) 
und 93) entnimmt. Nach 155) hatten wir bezeichnet: 


pe see. Hr — 6% 
p. sec. JH Anncrv 
u, — u(1-+7). 
Es ıst also: 
p- sec. w — d-u)v»— ul +y+Yy)v+(le—u,e)v Tr A—m,)o+(—p,c)v, 
aber 


dw 8 , 
Zt rernletnte—d. 


p- eonst. 


Wenn wir nun U, wie folgt, zerlegen : 
162) U=u(a+r)votuktuV, 


‘wo die Funktionen X und V gleich defmirt werden sollen,_ und wenn wir be- 
zeichnen: 


- 163) a =ul+atp) 


so wird: 
w = (1-w)v—B-uK-uV. 


Die Funktion V soll so bestimmt werden, dass sie alle Glieder der Formen 
A und CO enthält, welche in w, vorkommen, während alle anderen periodischen 
Glieder zu X gezogen werden; ferner soll X kein seculares Glied enthalten. 
Es ist dann: | 


p. se. V = 9v-(c—u,e')v, 


und 


dV ; 
p- const. re —ZCHU,C. 


Nun endlich setzen wir: 
164) w= (l-uw)v—-B-uV, 
woraus folgt: 


vw =w-uK, 


165) 
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und führen in die obigen Entwicklungen für e°e'” je »H, statt des Winkels w, 


den Winkel w ein, indem wir nach Potenzen von X entwickeln. 


5. Es ist nun nicht schwer, mit Hilfe der Entwicklungen 159), sowie der 
Formel 160), und indem man, wie eben bemerkt, nach Potenzen von K ent- 
wickelt, den Ausdruck 136) für die Funktion @ in die folgende definitive Form 
überzuführen: 


Q = 3A, sinnw +LA,,R sinnw — Inu A,... K cos nw 

+24, R’ sinnw — Inu Ay). RKcosnw —4In’w’ A, K’sinnw 

+ LA) nsin(nw-+v +2AH,%° Rysin (nw-+ v) — Inu AU), Kncos (nw-+v 
n+1-0 N 

+LAT nsin (nw — v) +24, Rosin (nw— v) — Inu AY), Kncos(nw— v) 

+3A” n’sin(nw-+v + 3A: Rn’ sin (nw-+-v,) — Inu Al, Kn' cos(nw-+v 
n»-0-1 N 1 n-0-1 N T: 

+LAT,n' sin(nw— v,) +24, Rn sin (nw— v,) — Inu Ar, Kr cos(nw— v,) 

+3A,,. N sinnw +24, Rn’ sinnw — InuA,.,., Kn? cosnw 

+3A, Psin(nw+2v) +2455%° Rn’ sin (nw-+2v) — Inu A, Kn? cos (nw-+2v) 

+LAT,y sin(nw—2v) +24, Ro’sin(nw—2v) —LnuAT), Kn?cos (nw — 2v) 


+ LAND, nn sin(nw-+v+v,)+ 2A Ryn' sin (mo+v-+ v,)— InuA®?, Km’ cos(nw-+v-v,) 


n-1-1 
+LAN) nn’ sin (nw+v— v,)+ 24° Ron! sin (nw-+v— v,)—InuA%), Kyn' cos (nw+v-—v,) 
+24, nn’ sin(nw—v-+v,)+ 24,1" Rom’ sin (nw— v+v,)— Inu AD, Km’ cos(nw—v--v,) 


n+l-1l 


+LA7 nm sin (new — v—v,)+ LA, Rom’ sin (nw — v—v,)— Inu A,, Kyn' cos(nw—v—v,) 


Nolel n+le1l 


+24, ,.n” sinnw +24}, Rn’ sinnw — InuA, ,. Ky" cosnw 

+24.” sin (nw+2v,) +24 Rn” sin(nw+2v,) —InuA%2, Kn'cos(nw-+2v,) 

+2A,,.,n”sin(nw—2v) +24, Ro”sin(nw—2v) —InuA?, Kn” cos(nw— 2v,) 
+0. 


Ich habe hier mit Q@, denjenigen Teil von Q bezeichnet, der von den Neigungen 
abhängt und den ich in No. 7 dieses Kapitels entwickeln will. Vernachlässigt 
habe ich R', W', die dritten Potenzen von R und X, und endlich die zweiten 
Potenzen dieser Funktionen, wenn sie noch mit n oder n' multiplieirt sind, sowie 
die Glieder dritten Grades. 


Die Wahl der Indices für die A-Coefficienten hoffe ich in möglichst über- 
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sichtlicher Weise getroffen zu haben: von den unteren Indices giebt der erste 
den Faktor von w, der zweite die Potenz von n, der dritte die Potenz von 7’; 
von den oberen Indices giebt der mit einem Vorzeichen versehene die ganze Zahl, 
mit der v oder v,, oder auch beide multiplieirt sind; von den beiden anderen 
oberen Indices giebt der erste die Potenz von R, der zweite die von R’; der 
letztere ist natürlich hier stets Null. 

Für die A-Coefficienten findet man schliesslich die folgenden Ausdrücke !), wo 
ich der grösseren Klarheit wegen für die Coefficienten, deren Index n gleich 
Null ist, die Werte ausdrücklich hingeschrieben habe, da sie einerseits halb zu 
nehmen sind, andererseits sich teilweise zusammenziehen lassen. In einem Falle 
habe ich dies auch für n — 1 gethan; es dürfte somit in den angeführten For- 


meln keine Unklarheit sein. 


166) A: s5 — —2n 0.0.0 p A0.0.0 — Oo 
Au —.—il | Ou.1.0 Sr 2nu 2.0.0 1 AT —,0 
Ss ——UuN | An.ı1.o aim 2nu On.o.0 | ’ AN =( 
A, 77 (n SIE 1) | On 1.0.1 2 (n + 1) O2 +1.0.0 | ’ A — 1.01 + 2 01.0.0 
AN, = -n-]) | &a—-101+2(n 1) 9 - 1.0.01 , A: 0 
| Ann = N 92020’ Qu0.0+ 20.0.0107, Ak 0 
| 2 
| A, = MW | 3 An.2.0+ Nu On.1.0 ir (n? NE 3 nu) Qn.0.0 | , A, — 
ARE er: N | 4 n.2.0 — NU On.1.o Ar (n? u? +3 nu) On.0.0 N , An —E0 


Al, = (+1) 4 On (nH) Qasaotna On (n+l)uQan.oot, AO 


As =. (n—1) | dat (n—1) Qu-1.1.0+ nudn-1.0+ 2n (n—1)u0,_1.0.0! y A — 191.11 > Qı.1.0 
An = Hl) 3a (n+1) nr. 1.0 nu Önr1.0.1+2n (n+1)uQn+1.0.01, As. 0 
Au. = ml) | dat 1) Ban. nu Q-1.0.1—2n (n—1 )uO2_1.0.0 | NA 0 


1) In seinen bereits pag. 50 erwähnten „Hülfstafeln“ giebt Gylden die numerischen Werte 
der A- und B-Coefficienten. Der Umstand, dass diese Coefficienten bei uns in anderer Form auf- 
treten, als bei Gylden, ist gewiss etwas hinderlich. bei Benutzung dieser Tafeln. Indessen scheinen 
mir die Vorteile der hier angewandten Bezeichnungsweise so bedeutende, dass ich nicht davon ab- 
gehen wollte, namentlich da die Gylden’sche Bezeichnung nicht immer eindeutig ist. — Ausserdem 
muss ich bemerken, dass unsere A- und B-Coefficienten von der Apsidenbewegung vollkommen un- 
abhängig, ihre Werte also strenge sind. Vgl. die Bemerkung auf pag. X in den Hülfstafeln. 
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Asa = —N | 1.0.2 TR 20.0.1 FE 2n? 2.0.0 =: 20m... | ’ Alan, Ze 0 
AS a Ir (n Ar 2) | 101+2.0.2 Fa (n 3= 1) An+2.0.1 Sr (n? Ir z N-+ 8) On-t2.0.0 | ’ A, er Qi 4 PO TERR 3 BO Re 
AD, = -n-DH9n 202 +n-1) 0201 + m —unt3) Qua A, —=0 
Aa Sm 3 O2 FR 4 ae 
A, = -MOn.1.0, 4 — 0 
Ann Tel) | 20.2.0 Sr 2nu Qu.1.0! ) A TE 0 
Ans = N 20.2.0 — 2nu Qu.1.0 |, At 0 


A +1) Oma 2 (mt Dr, Aa Ant 2Qri 
A nn t+2 RN) mn), Au 0 


| 
ere) 


An | 30n.3.0 —2nu Onı1.ot+ 20.1.0. | , Ada 
A —n130n30+ 2 Qn2.o+ (mw — Inu) Our), Ada 
42 —n130u.3.0— Zr Qn20+ Mu’ + Fra) Quo, As — 


A — (Rn +D) Qn4121-2n +1) orı2o+n0 Qua 2 (Rn +1) Qnpıaol, An = Ast Qi 
AH — (n1)|Q&-121420 1) 1.2040 it 20 m 1) uno A ir 
A: = —(n+1) | n+r1.2.1—2(n +1) Qn+ı.2.0— nu Qn+ıı1t+2n(n +1) “Oro, er Ü 
A. —-(n-1) | 912142 (n— 1) n-12.0— nu n-111—2n(n—1) O1), A2U—=0 


AN, = —N 10n.12— 20n.11— 2% On.1.0+ 20.1.00.1 | ; ) 
A — — (n-+2) [400101 — (n-+ 1) Onrenit (m + En + 2) Our.) AO 8 
A—= — (n—2) | 10221240 —1) n-211+ m —zn+3) Qn—.1.0 | ‚Au =0 


n:0+2 
10 __1 1 
Ars —— 9.4 


«l « 2:0 
Arne = —2n n.2.0; Arch — a0: 


Rn 


6. Wir wollen nun den Ausdruck @, entwickeln, welcher von den Nei- 
gungen ahhängt. Nach 186) ist offenbar, wenn wir w, für 4, schreiben, da wir 
ja die Glieder dritten Grades vernachlässigen wollen: 

167) Q, = —2:nQ,ooh sinnw, 


-- h 
+22 Q0,.0.0 — cos mw, , 


und in diesem Ausdruck sollen % und = zunächst durch 3 und 3' ersetzt werden. 
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Es ist nach 106), wenn wir”für Z, das Argument w, setzen, also Glieder dritten 
Grades fortlassen: 


4 _ 1% 


2 12 07,720 r 
al, cos w, 4 = 5) 2 sinw, +33. 


{ RG ' a oh . 
Durch Differentiation dieses Ausdrucks erhält man I’ indem man bei dieser 


Differentiation alle Grössen, welche sich auf die Lage der Bahnebene beziehen, 
als constant ansieht. Dann ist nämlich: 


Ocosw, } ösinw, 
———_- —siınw, ——= cos5w 
dv : dv r 
au 
da DO ER 
do av. le 
und man erhält: 
ON da 2.03 
169) a ) u nn Era av ‚da 
Ge De re 


Die Ausdrücke 168) und 169) wollen wir zunächst noch weiter umformen. Man 
hat nämlich: 


3 = sinjsindv+3$, 


woraus folgt, ähnlich der Relation 89) 


a dv, . dv, ds 
TE Ayla el 
Die ausserordentliche Kleinheit der Funktionen nn und = gestattet uns, die- 


selben hier zu vernachlässigen und wir bilden die folgenden Ausdrücke: 


> = 1sin’j—4sin’jcos2»+23sinjsinv+ 8° 


170) (3) = 1sin’j+4sin’jcos 2v+2 2 sinj cosb-+ (>) 
n = }sin’jsin2v+$sinjcosb+ 8 sinjsinn+3 


Aehnliche Ausdrücke lassen sich für den störenden Körper bilden; man 
hat nämlich in Analogie mit den Gleichungen 72) bis 77): 
Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band |], a. 10 
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I 


3 
6) 


COS 
SIN7.N N LG 
sın 


(9) 
v’ 


I 


171) 


und hieraus bilden wir: 


zo) an) 


2 sinı, sin[(l+r/)v’—®!] 


“. /COS 
Zsinı . (0—-r!v)) 
sın % 


N 


sin)’ sin dv’ 


— v6), 


da’ dv! dv; dz' 
Ns = N ' 1 a ! 2 I 

Page sın) cosV + ER sınv — An! COSUN Se: 
wo in Analogie mit 88) gesetzt ist: 

171a) v! = .sinj'coso', v;, = sin) sino'. 


Die vorstehenden Ausdrücke transformiren wir ebenso wie 
erhalten 


6-0). 
= 9-7, 
0, = 0.-t,B 


BET; ol l 
T, Se: UT, He—U,C 


4) = Zsiniılsin(vV" —9,— H+H') 
o .‚coSs 2 cos 
7 B> pie Be SET, 
172) sin)’, = Zsinu . ($,+H-M) 
(#) = sinj'sinv, 
vi = v—-o 
6, = 6 —H+H 
sin’ = 07 — sind. ne $, 
sın sın 
da’ er, ; dv, Eee) dv, : ag’ 
he a a): 


147) und 


I 
wo ich (8) und ($ geschrieben habe, da in diesen beiden Funktionen die kleinen 


dv' 


Glieder aufgenommen sind, die durch Einführung von v! an Stelle von db’ ent- 


stehen. Die Constanten ı,, r/ und ®! setzen wir als bekannt voraus. 
Ferner sei: 


173) 
woraus nach 152) und 155): 
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174) = -w+d,+@. 


n U ! 
Wir vernachlässigen u 
für das Argument v‘ die Argumente w, und v, ein; die Funktion @ lassen wir 
bei Seite, da dies der Vernachlässigung der Glieder dritten Grades gleichkommt. 
Wir erhalten so: 


und 8’ und führen mit Hilfe der Relation 174) 


3” = 1sin?j' —1sin’j' cos (2w, — 2v,) 
175a) da! Gr ran ol 0 
sim) sin (2w, —2v,). 


Auf dieselbe Weise bilden wir endlich: 


35 — %sinjsin)' cos(w,+b—d,)— % sin) sin,’ cos (w, —D—,)— 8 sinj’ sin (ww, —D,) 
m 2 ek BB. 
| or — 1 sinjsiny'sin (w, +v—d,)—4sinjsin) sin (w,-d—0,)— 7, Sin) sin(w, —d,). 


Die Ausdrücke 170) und 175) führen wir jetzt in die Relationen 168) und 169) 
| ein, und erhalten dann: 

176a) h—= —1isin’)j cos w,+4sin’j cos (w,— 2b) 

| +4sinjsinj'cos (w, +» —b,) — 4 sin) sinj' cos (w, —V—Vd,) 

—1sin?)' cos w, +4 sin?j' cos (w, —2v,) 

—4 Bsinjsin (w,+v) +23 sinj sin (w,—) 


dd 


—ı1 en sinjcos(w,+b) +1 Eh sin) cos(w, —d) 


— 3 sinj' sin (w, —Vd,) 


8 


dB... 
3 8’cosw, +48 7, Sinw, 


) 1766) Zr em +1 sin?jsin w, +1 sin?) sin (w, — 2v) 

— 1 sinjsinj' sin (w, +v—b,)—4 sin) sin)’ sin(w, —V —d,) 
| +1 sin?) sinw, +14 sin?’ sin (w, --2v,) 

—14138sinjcos (w,+v)—4 3 sin) cos (w, —d) 


| U IB EEE 
1 = sinjsin (m) sinjsin (w, —p) 


EI NE 
= sinj'sin(w,—d,) 


+1 (2 sinw,—43 7 cosWw,. 
10* 
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% Führt man diese Werte in den Ausdruck 167) ein und ersetzt man das 
Argument w, durch w, indem man nach Potenzen von K entwickelt, so kommt 
der folgende Ausdruck zu Stande: 


177) Q, = IA, sin’j sinn +24 sinjsiny'sin(nw+v+b) +24, sin’ sinnw 
+ 2A sin?j sin (no + 2v) +2AM sinjsiny sinnw+b—n) +24, sin’y' sin (mv + 2v,) 
+24 sin’jsin (nw — 2b) +2A sinjsiny' sin(nw—v+b,) +24, sin’j'sin(no —2b,) 
+ 2A, sinjsiny sin(nw—b—v,) 


— Inu... K sin’jcosnw — Inu A4?, Ksinjsinj' cos (nw-+v-+v,)— Inu, Ksin’j' cosnw 


n-1-1 


— Inu At? K sin’) cos (nw +20) — Inu AY, K sin) sin,’ cos (nw+v —v,)— Inu AC?,Ksin’j’ cos (nw-+2%,) 


n-1-1 


2) 


— Inu A, K sin? j cos (nw— 20) — Ing A, K sinjsinj' cos (nw— v-+v,)— Inud‘.,, Ksin’j' cos(nw—2% ) 


— Inu AC?, K sin) sinj' cos (nw—v— v,) 


n-1-1 


+24, Bsinj cos(nw+b) + zart nn 
d3 


+ 3A,’ Bsinjcos(nw—d) +24, en sin) sin (nw—b) 


sin) sin (mv +b) 


+2AHBsinj'cos(nw+d,) +LAr0" 2 sin’ sin (nw-+V,) 


+ 24,5 Bsing'cos(nw—d,) FRA“ nn sinj' sin (ne —V,) 


+24 ,8 sinnw 


DALE, S cosnw 


2 
(2) sinn 


+20 


n+0.0 


Bei den A-Coeflieienten giebt von den unteren Indices der erste den Faktor 
von w, der zweite die Potenz von sinj, der dritte die Potenz von sinj'; der 
mit einem Vorzeichen versehene obere Index giebt die ganze Zahl, mit der dv 
oder v, oder auch beide multiplieirt sind; von den beiden anderen oberen In- 
dices giebt der erstere die Potenz von 3, der zweite die von u 

Man erhält durch die angedeutete Operation die folgenden Ausdrücke für 
die A - Coefficienten : 
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178) Aus = ZT Qn-1.004 Or} Ay. = 0 


N-+2 


a4) —_ N AD 2 N 
a 4 On+1.0.0 Ay. = 301.00 
— n—2 — — 
a) __ er 
An ae On—1.0.0 4.0 = 0 
ae n+2 _ ar S 
(Ede 2 
ZEN Kr D) On+1.0.0 An, I Y1.0.0 
Fr N — Es 
GEDEE +1) 
A, BE = 5 &u-1.0.0 Au, = (0) 
Bet, 2 20 
hose 5 Pn+1.0.0 Ole ai 
ud 
Sn md ie 
od ) —2) 
A, az 2 n-1.0.0 Au er 0 
ne. ..0 Ou1.0.0} A, 
n.0.2 = ’n-1.0.0 + Pn+1.0.05 As = 0) 
en n+2 — 3 & 
a +2) 
Ann FRE 4 On-H1.0.0 A == — 401.00 


Me 


An Sum dn-1.0.0 Ay 0 

un N — 3n+4 — —n rn 
Ar ee an (n—1.0.0— nen: OR-H1.0.0 Au mr Q1.0.0 
—__ On i N — — 

Au Fan n-1.0.0+ 7 In-+1.0.0 Au 0 
An Donano Ar — 01.0.0 
Au = -(R—1)9-1.00 A —=0 


n+4— a, = 
4 On-r1.0.0 A ı— — Q1.0.0 


Te n—4 — n — u 
Au = —- rn On—1.0.0 or A 0 


1+1-0-1 N nt NE 
AR = On-r1.0.0 Are ns d1.0.0 
A—1:0-1 Zay: a 
Ausı = — n-1.0.0 As 1 1) 


wir berücksichtigen 
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—n n—1L — nl —, 

8) Am, = 9 Qn-1.0.0+ D) Fu-F1.0.0 ARN 0) 
—, n—2 — n+2 — Zi — 
ei — 5 An-1.0.0— ou Onrıoo As = — 9.00 
A 3102-1.0.0—$ Or11.0.0 As: 0. 


8. Ich will nun die Funktion ? in derselben Weise transformiren, wie Q; 


die Entwicklungen 157), 


159) und 176a) und führen sie in 


139) ein; wenn wir dann gleichzeitig wieder nach Potenzen von K entwickeln, 


so wird: 


— 2D, 00 C08NW 


+LBr,,R cosnw 


+NBH) ncos (nw-+v) 
+LBT), ncos (nw— v) 


EB, n' cos (nw+v,) 


+LBT,n cos(nw— v,) 


+LDB,,. 7 cosnw 
+ LBi),n? cos (nw +2v) 


n+2-0 


+%B7),7 sin (nw —2v) 


n+2-0 


+ZB,,. sin’jcosnw 


+ 2B42 'sin?jcos(nao- 2b) 
+2B? sin?jcos (nıw —%) 


n+2-0 


+2Bi1° 8 sinjsin (nw-+v) +2.BH%" 3 sinjcos (nw--b) 


+2B,,, 8sinjsin(no—v) +22,° 18 sinjcos(nw —d) 


NB Reosnw 


n.0-0 


+ You Bi, RK sinnw 


2.0.0 


+LDHT° Rycos (nw-+v) 
+25, Rncos (nw— v) 


+ EBEN Rn’ cos (nw-+v,) 


n-0-1 


+NB,,, Rn cos (mw — v,) 


+2B2 nm’ cos (nw+ v-+v,) 
+ EBD nm’ cos (nw-+v—v,) 
+LB, nm’ cos (nw— v-+v,) 
+2B, nn cos(mw—v—Vv,) 


+XnuDB,... K sin nw 


ra ha "2 
—13n’wW DB, K’cosnw 


+ Inu DB), Knsin (nw+v) 


n-1-0 
+XLuu BT), Ksin(nw— v) 
+Lnu 5, Kn' sin (nw-+ v,) 
+ Inu BT, Ky' sin (nw— v,) 
+&DB,.,? cosnw 


+2D7, n” cos (nw-+2v,) 
+2B77,n” cos (nw — 2v,) 


0:2 


+EB42 sinjsinj' cos(nw-+b-+b,) FEB, sin’ j' cosnw 
+LBD sinjsinj'cos(nw-+v—p,) +IB*, sin?’ cos (nw-2%v,) 


n+0-2 


+2B> sinjsin,' cos(ne—v-+v,) +. BZ, sin’ j' cos (nw— 2,) 


n-1-1 


+2BC2, sin jsin’ cos(nw —n—d,) 


n«l ‚0 dv 


n+1-0 dv 


+2 B+5:° Bsiny'sin(nw-Fb,) 
+2 B,,." Bsin)' sin (nw —v,) 


n'0-1 


+2D7,,9 cosnw 


03: 
da sin nw 


+2Bii 
Sedo 


180) B, 
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Wir haben hierbei die Glieder vernachlässigt, welche R und K enthalten und 
zugleich zweiten Grades sind, obwohl wir die entsprechenden Glieder in Q be- 
rücksichtigt haben. Indessen sind sie hier bedeutungslos, während einige von 
ihnen in der Funktion @ unter Umständen merklich gross werden können. Uebri- 
gens müssten wir auch unsere frühere Entwicklung von & etwas weiter aus- 
führen, um die zu den genannten Gliedern gehörenden 5 - Üoeflicienten zu be- 
rechnen, während die entsprechenden A-Coeflicienten nach 178) ohne Weiteres 
berechnet werden können. 


Die Indieirung der B-Coeflicienten ist die gleiche wie die der A-Coefheienten, 
und die Coeffieienten B+5°%", B%" und B,’}, fallen fort. Schliesslich erhält man 


n'0-1 n2.0-1 n*0:0 
für die D-Coefficienten die folgenden Ausdrücke: 


<s) —— 2 P.,.0.o Bis — P0.0.0 
| JE — 1/10 +2nu Pr00, Bir — Po.1.0 
u zug n.1.0 — 2nu P4.00; . Ben — 
BO, = Ja -+ 1.0.17 2 (n-+ 1) Pa4.1.0.0, Be = Paoa 35, 2 Pı.0.0 
De = P,-10.1+2(n—]1) 1002100, Bo =( 
Pe, — Pn.20—-2n’ 18" Pr.0.0+ 2R 000 Din —= 1.P0.2.0 ar P.0.01.0 
B.,, —= 4.2.0 +nu Pr.1.0+ (n? w— nu) Dr.0.0, Bose = 4. P0.2.0 
Bi. = 1Pn20— nu Pı.10+ (n’w+2nu) P..o.o, Bor, > 0 
Jensen = 4 „+11 — (N+1) Parı.1.ot nu P,+1.0.1 — 2n(n+1)u P-ı.0.0, Dean = ıPı.a —Pı.ı.0 
BP, = 14P,111+(n 1) Pıı10+ nu Pı-ıo1+2n (n—1)u Pı-ı.o.o, Bir, = 4 Pını-Pııo 
BI, = 4Parın1— (n+1) Parı..o— nu Prrı.o.1+2n(n+1)u Pareo, Din, = 0 
Bun = 3Pa-1114+ m 1) Pa-1.1.0— np Pa-1.0.1— 2n(n — !)w Pı-1.0.0, Bon. = 0 
B,.o2 = Pr.0.2—2Pn.0.1—2n” Pn.0.0+2Pn.0.00.1 B..0. = 4P0.0.2— Po.o.ı + P.0.9..ı 
BP, = 4Pa42.0.2—(n-+1) Prr2.oı+ (n+2n +3) Pr+2.0.0 Br, = 4P2.0.2— P2.0.1+ 3 P2.0.0 
Bi}. = 3 Pa-202 + (n—1) Pa-2.01 + (m? —n+ 3) Pn-2.0.0, Ba» = 0, Brian — 3 Pı02—4P0.00 


so 


wickelt werden. 


1.0 
B% 


0 


n+1.0 

—1.1:0 
Da, 
Bl 0 


n0*1 


Bu 


n-0'1 


5:0 


n+0-0 


D,.20 
B#2 


n*2°0 


nD-2% 
Das 


NA?) 
Bi 
Dan 
Bis 
B” 


n+1-1 


B2 


0.1.1 


Dis 
BB» 


n+0-2 
D-2 
DB 
D-+1-10 
Ds 
D-1.1'0 
De, 


MDR-+1:1-0 
br5. 


D-11:0__ 
Dass ER 


Brei 
I .1:0 


Bee 


n.1.0 
722-0 
Vera 
B" 


nr 0:0 


Grades: 
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= 2P.,.1.0 


—= 2P,20+ 2nu Pr.1.0 
= 2P,20— 2nu P.1.0 
— Par —2(n+1) Parıı.o 
= Pr-1.1.1+2(n—1) Pr-1.1.0 


== 2 P120 


I —ı Do P.r100\ 


I 


n-+1.0.0 


al 
4 
1 Pn-1.0.0 


| 


I I 
or lm 
dt 
+1 
- — 
o o 
oO o 


| 
S 
S 
| 
Pen 
oO 
o 


— 1 Pison = Pa+1.0.0 


= 4441.00 
— Be 00 
— —1P,_100— 3 Par1.00 
= 3P, 1.0073 Ba41.00 
Zar P,+1.0.0 

— Pr -1.0.0 


—= —4P,-1.0.0+ 3 Pa+1.0.0 


on Ar 4 P,+1.0.0 


| 


= 4 | P,-100 Er P+1.0.0) 


I. P1-1.0.0 au I. Pr-41.0.0 


2,5, = EFoiw 


+1.1 
Dias N 2Po.2.0 


lol OE 

Dr u) 

Bi Pı11—2Pı.ıo 
u 

De Pa 0 


Du. = —4Pıoo 
(-F2) D 

b; 20 4 P1.0.0 
2) 

Din Sn 0 
CEO) 

Du Fan —4Pı00 
CEUTA) 

br; Ten IP1.00 
n-1) 

Do SER: 0 

No) 

Ba, u 

—, Mn 

Des —1P,.00 
Cha) 73 

J 0,0 1 Pı.0.0 
Ca 

Dr; EEE 0 
+10 D 

Bis Se — Pı.o0 
—1:1:0 

Bas ER 0 
+110__ 

B.. TR P1.0.0 

D-1.1:0___ 

Dis; =; 0 

DH.01__ 

Don a 0 
N—1.0.1__ 

Di ve 0 
20 IB 
1-1 

0) 


9. Endlich soll nun der Ausdruck für die Funktion Z vollständig ent- 
Man hat nach 146) mit Vernachlässigung der Glieder dritten 


Z = 28 Y.sr0 0” 3cosn HIN! o’o” 3'cosn ER: 
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Für die Funktion 3’ ist mit Rücksicht auf die Gleichungen 172) und 174): 
G) = -sinJ sin(w—d, —-@), 


und wenn wir nach Potenzen von @ entwickeln und uns der Relation 156a) er- 
innern: 


181) @) = -siny'sin(w, —d,)— unsin,'sin(w, +v—b,) + un sin)’ sin (w,— v—D,) 
+n' sin’ sin (v, —b,)—n' siny' sin (2w, —v,—d,). 


Mit Benutzung dieser Relation und der folgenden: 
3; = sinjsinv+ß, 


sowie der Entwicklungen 157) und 159) erhält man den folgenden Ausdruck für Z, 
wenn man wieder die Funktion 8' bei Seite lässt: 


182) Z= LCH, sin) sin (nw-+v) + 20}1%° Rsin) sin (nw+v) — Inu CO), Ksin,j cos (nw-+d) 


n+1-9 


+20 sin, sin (nw—o) + %C,4}° R sin) sin (nw— v) — Inu CC, Ksinj cos(nw—d) 


1:0 
N + CH sinj sin (nw-+v,)+ 2CH!° Rsinj' sin (nw-+v,) — Inu OP, K sinj' cos (nw+V,) 
/ +80, siny' sin (nw—v,) + 2C0,44° Rsinj' sin (nw— v,) — Inu CP, K sin’ cos (nw—vd,) 
| +20, cosnw 


+0. nn) sin(nw+to+vV) +20%...1n Sin) sin(nw+b-+ v,) 
+20 nsmjsinnwtp—v) +80 ...n sin) sin(nw-+b — v,) 
+0 sin) sin(mw—d+vV) +L0T....n sin) sin(nw—v+v,) 
+20, .nsinj sin(nw—n—v) +80, ..n sin; sin(nw—v —v,) 


+20, 0 nsinssn(nw+d,+v) +80... sin’ sin(nw-+b,+Vv,) 
+LCH ons) sin(nw+n,—v) +80... sin) sin (nw-+b,—v,) 


| +20 „nsinysinnw—d,+vV) +L807..1n' sinj' sin (nw—v,+V,) 
+20. „nsin) sn(nw—d,—v) +807.,..n sin)’ sin(nw—d,—V,). 


n0+0-1.0-1 

Bei den O-Coeffieienten bezieht sich derjenige von den beiden oberen Indices, 
welcher mit einem Vorzeichen versehen ist, auf die Faktoren der Grössen vd, d,, 
| v oder v,; von den beiden anderen oberen Indices giebt der erstere die Potenz 
von R, der zweite die von 35. Von den unteren Indices giebt der erste den 
Faktor von w, der zweite die Potenz von sinj, der dritte die von sinj', der 
| vierte die von n und der fünfte die von n'; die beiden letzteren sind fortge- 
| lassen, wenn sie beide zugleich Null sind. 

| Für diese O-Coefficienten ergeben sich die folgenden Werte: 


Abhdlgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band], a». 11 
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1822) 027 = 7.00 Ci = 2000 
Oo >= - 00 On = 0 
Ci = Xu-+1.0.0 Ge I X1.00 
Or — 82100 Oel 
ON = 3 Y.1.0+nu Y.0.0 EA = 39.1.0 
om. 410 nu In. ne 4 V001.0 
OD — 14 Yaıot+nu Yu.00| a 0 
Oro Sn 4 Yu1.0—nu Y..00| Go = (0 
On See D: n+-1.0.1 7 (n +1) Y+1.0.0 on Der 1Yıoı a Y1.0.0 
a 41.01 t+R-D200 Or Yon Ko 
On SEHR 14 n-+1.0.1 7 (n+ 1) Yu+1.0.0| ONE u 
Cam - Hanoi t ln 1) 1001 N) 
Or = Into tw Knt1.0.0 Corn = 4X1.10 
Or IK. Nu Knr1.00 a) 
CP — UXn-110 rn Xn-1.00| 0.110 0 
O0 — 1Xn-110— 0 Xu-1.00) O0 0 
OD 4Xnr2.0.1—(n+1) Xu42.0.0 On. = 4X2.01— X2.0.0 
CP 4Xn01+(n—1) Xu.0.0 "50.01 = 3X0.0.1— X0.0.0 
da Fee IX Ser (n+1) X.00) rn or 0 


(2) en al (—2) (2) 
Den m em | p7 Xn 2.0.1 +n— 1X, 2.0.0} ae TrE 0, a TER 4X1o1 


+10 __ +11: 
0735 Au Y1.0 On: Zee Yo.1.0 
I1:1:0,0 2 1:10 __ 
Uss hen n.1.0 Ga ern 0 
+1-1-0 ___ +11. 
On I, Xr1.1.0 Or = X1.1.0 
Ge Sag — X,-1.1.0 Gr —a0 
Gr 27000 Or yo: 


10. Die Anzahl der Glieder, welche in den vorstehenden Entwicklungen 
der Funktionen Q, P und Z vorkommen, ist sehr gross; ich habe aber auch 
diese Ausdrücke mit aller wünschenswerten Vollständigkeit gegeben. Man wird 
in jedem einzelnen Falle nur eine verhältnismässig sehr geringe Zahl von diesen 


1 
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Gliedern zu berücksichtigen haben; da aber in verschiedenen Fällen auch ver- 
schiedene Glieder die wichtigsten sind, so habe ich die Ausdrücke hier vollstän- 
dig geben müssen; denn ein Glied, das bei der Berechnung eines gewissen Pla- 
neten sehr klein ist, kann bei Berechnung eines anderen Planeten sehr wesent- 
lich sein. Welche Glieder unter den angeführten die wichtigsten sind, hängt in 
erster Linie von dem Werte der mittleren Bewegung des Planeten ab und in 
zweiter Linie von dem Betrage seiner Excentrieität und Neigung. 


Sechstes Kapitel. 


Integration der Differentialgleichungen für die 
Grylden’schen Hilfscoordinaten. — Die gewöhnlichen 
Planeten. 


Sa 
1. Um die Ausdrücke für die Gylden’schen Coordinaten S, go, W und 3 zu 


‘finden, welche zur Berechnung des Ortes des gestörten Planeten mittels der 


Gleichungen 62), 68) und 92) dienen, müssen wir die Gleichungen 34), 36), 59) 
und 70) integriren, welche ich zur grösseren Uebersichtlichkeit hier zusammenstelle'): 


183) Eon 
ie= ... En A ag 2 
ol. n Au N 
in rei) Baer  ga+e)+2848- A+S)’P 
185) N = S-2R-2RS43R +... 


+[6R-28-12R?+6RS +... -|ncosv 
PR+13S-6R+-----|n?cos2v 


1) In seinen pag. 50 erwähnten Hülfstafeln bemerkt Gylden pag. XVI, dass in der von mir 
angewandten Differentialgleichung für eg das Glied fehle, welches die dort mit g bezeichnete Con- 
11 
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186) 3, — ug rar 
dv? dv 

Kommt das Verhältniss der mittleren Bewegungen des gestörten und des 
störenden Planeten keinem niedrigzahligen Bruche sehr nahe, handelt es sich 
also, wie wir uns ausdrücken wollen, um einen „gewöhnlichen“ und nicht um 
einen „charakteristischen“ Planeten, so ist die Herstellung der Ausdrücke für 
die genannten Coordinaten eine verhältnissmässig einfache Operation, und ich 
werde die hierzu nötigen Formeln in aller Ausführlichkeit herleiten, so dass der 
Rechner sich ohne Weiteres derselben bedienen kann. Ich beschränke mich aber 
nicht auf diesen einfachen Fall, sondern ich will das vorgesteckte Problem für 
jeden beliebigen Wert der mittleren Bewegungen betrachten; jedoch würde es 
zu weit führen und der Uebersichtlichkeit sehr schaden, wenn ich im Rahmen 
dieser Abhandlung jeden einzelnen Fall genäherter oder strenger Commensura- 
bilität erschöpfend darstellen wollte, und deswegen werde ich mich darauf be- 
schränken, für die schwierigen Fälle des Systems der kleinen Planeten die Ent- 
wieklungen soweit auszuführen, dass der weitere Gang der Rechnung keine ernst- 
lichen Schwierigkeiten mehr bietet. 

Offenbar wird die Form, unter der sich die Integrale der vorstehenden 
Gleichungen darstellen, im Wesentlichen abhängen von der Form, die wir den 
Funktionen Q, P und Z geben. Diese letzteren aber haben wir in den vorigen 
Kapiteln in trigonometrische Reihen entwickelt und die Gyldön’schen Coordi- 
naten werden wir in der gleichen Form darstellen. 

Wir haben als Grundlage unserer Untersuchungen angenommen, dass die 
im ersten Kapitel (pag. 12) genannten Bedingungen erfüllt sind, wenigstens für 
einen beschränkten Zeitraum ; dieser Zeitraum wird auch im Falle, dass man 
die Stabilität des Systems nicht voraussetzen wolle und dass es sich um kleine 
Planeten handelt, sicherlich eine Reihe von Jahrtausenden umfassen. Wir haben 
hierfür bis jetzt keinen stichhaltigen Beweis, und wir werden zur Annahme 
dieser Thatsache einstweilen nur durch die Resultate der Beobachtungen und 
durch diejenigen der Berechnungen nach der Methode der speciellen Störungen 
geführt; denn diese liefern uns für die osculirenden elliptischen Elemente solche 
Werte, welche den genannten Bedingungen entsprechen. Ob die letzteren auch 
während eines unbegrenzten Zeitraums erfüllt bleiben oder nicht, ist eine Frage, 
welche mit derjenigen nach der Stabilität des Systems zusammenfällt und welche 
ich hier nicht berühren will. Wir stellen uns demnach auch nicht die Aufgabe, 
eine absolute Lösung im Gylden’schen Sinne zu erhalten, welche die absolute 
Convergenz aller angewandten Reihenentwicklungen und Annäherungsverfahren 
erheischen würde; auch die Curve, welche der Planet beschreibt, braucht nicht 


stante enthält. Da Gylden die folgenden Untersuchungen leider nicht zu Gesicht bekommen hat, 
so konnte er sich nicht davon überzeugen, dass dies unzutreffend ist, indem ich dies Glied nur in 
einer anderen Weise berücksichtigt habe. 


rn 
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eine periplegmatische Curve!) nach Gylden’s Definition zu sein. Indem wir 
unsere Aufgabe in dieser Weise beschränken, können wir die Formeln, nach 
denen die numerischen Rechnungen auszuführen sind, ausserordentlich einfach 
gestalten, ohne dass die Genauigkeit, mit der sich die Coordinaten des gestörten 
Körpers darstellen, eine Einbusse erlitte. 


2. Unsere Lösung darf also, wie ich schon im ersten Kapitel bemerkt habe, 
seculare Glieder enthalten. Tisserand ?) hat in dieser Beziehung einige Bemer- 
kungen gemacht über die elementaren Glieder, welche ich bei der Berechnung 
der Bahn des Planeten Hestia gefunden habe; er zeigt, dass die Ausdrücke sich 
vereinfachen, wenn man diese Glieder in secularer Form darstellt: man wird 
selbst in Fällen, wo diese Störungen sehr gross sind, die von den dritten Po- 
tenzen der Zeit abhängigen Glieder (also die Störungen dritter Ordnung) ver- 
nachlässigen können. 

Nun wird man aber, wie ich schon pag. 5 bemerkte, im Allgemeinen die 
Bewegung des störenden Körpers als elliptisch ansehen, wenn es sich um genä- 
herte Darstellung der Coordinaten handelt; uud auch, wenn man eine schärfere 
Darstellung während eines beschränkton Zeitraums anstrebt, wird man wenigstens 
die secularen Störungen, denen der störende Körper unterworfen ist, vernach- 
lässigen können. Wenn man dies aber thut, so nehmen die genannten Glieder, 
in periodischer Form dargestellt, eine so einfache Gestalt an, dass dieser letz- 
teren Form gewiss der Vorzug vor der secularen gebührt. 

Nur wenn es sich um sehr weitgehende Untersuchungen handelt, und wenn 
man deshalb die vollen Ausdrücke 147) und 171), resp. 153b) und 172) in die Be- 
wegung des störenden Körpers einführt, was ich in meiner Arbeit über den 
Planeten Hestia unnötigerweise gethan habe —, nur dann lässt sich an der 
Zweckmässigkeit der periodischen Form gegenüber der secularen zweifeln. Und 
doch möchte ich auch dann die periodische Form vorziehen, aus dem Grunde, 
weil sich dann manche Operation einfacher gestaltet und weil aus der periodi- 
schen Form die seculare mit ein paar Federstrichen sich herstellen lässt, wäh- 
rend der umgekehrte Process mühsamer ist. Tisserand wendet sich a. a. O. da- 
gegen, dass man einen solchen Ausdruck in periodischer Form integrire; indessen 
ist es analytisch ganz gleichbedeutend, ob man ihn in der einen oder der anderen 
Form integrirt; ist die Integration in periodischer Form nicht gerechtfertigt, 
so ist sie es auch in secularer nicht. Unter allen Umständen ist aber der Un- 
terschied beider Darstellungsweisen ein rein formaler. Ich verweise wegen dieser 
Frage noch auf die Untersuchungen im achten Kapitel. 


1) Siehe die pag. 14 eitirte Abhandlung Gylden’s, pag. 3 ff. 

2) Tisserand, Traite de Me&canique Celeste. Tome IV. pag. 415. Ich habe anfangs geglaubt, 
dass bei den Zahlenangaben Tisserand’s hier ein Irrtum vorgekommen sei: Tisserand spricht 
(Zeile 14) von dem Glied in # und (Zeile 15) von dem Glied in t?; er meint aber offenbar mit dem 
ersteren das Glied in ?” und mit dem letzteren das in t? in der Entwicklung von sin A. Der Um- 
stand, dass Tisserand die resp. Potenzen von t um je eine Einheit niedriger angiebt, hat jedenfalls 
seinen Grund darin, dass er sie sich als Störungen der mittleren Bewegung denkt. 
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3. Während des Zeitraums von 50 oder 100 Jahren, während dessen unsere 
Rechnungen giltig bleiben sollen, sind die eingeführten Bahnelemente a oder n, 
A, x, I, ı, @, wirkliche Constanten. Setzt man auf Grund unserer Formeln die 
Rechnung über die Grenzen des gewählten Zeitraums hinaus fort, so werden 
offenbar die fortgelassenen secularen (oder langperiodischen) Glieder beginnen 
merkbar zu werden, und die Differenzen zwischen Beobachtung und Rechnung 
werden allmählich wachsen. Es scheint demnach, dass unsere Resultate für eine 
Fortsetzung der Rechnung in ein weiteres Jahrhundert nicht mehr anwendbar 
seien, und dass man die Berechnung der Störungsglieder von Neuem durchzu- 
führen habe. Dies ist indessen nicht der Fall, man wird vielmehr nur den 
erwähnten Bahnelementen um ein Weniges veränderte Werte beizulegen und die 
bereits erhaltenen Resultate weiter zu verwerten haben. Wenn wir also in 
dieser Weise die Bahnelemente von Jahrhundert zu Jahrhundert variiren, so 
werden unsere Resultate für eine längere Reihe von Jahrhunderten die Coordi- 
naten des Planeten mit der gewünschten Genauigkeit darstellen; unter Um- 
ständen werden allerdings die Werte einzelner Störungsglieder modifieirt werden 
müssen. Auf eine solche seculare Variation der Constanten zurückzukommen, 
welche einstweilen nur empirisch mit Hilfe der Beobachtungen geschehen kann, 
werde ich im zweiten Teile Gelegenheit nehmen. Die Giltigkeit unseres Ver- 
fahrens würde erst dann aufhören, wenn die pag. 12 genannten Bedingungen 
nicht mehr erfüllt sind, wenn also eine vollständige Umgestaltung der Bahn des 
zu berechnenden Planeten stattgefunden hätte. 

Wenn man sich gestatten will, eine solche Bewegung „beschränkt stabil“ zu 
nennen, die während eines beschränkten Zeitraums nicht allzusehr von einer 
gewissen mittleren Kreis- oder elliptischen Bahn abweicht, für die also die Be- 
dingungen pag. 12 erfüllt sind, so sind die Planeten unseres Systems mindestens 
beschränkt stabil; und diese beschränkte Stabilität findet nur dann nicht statt, 
wenn die Bahn sich dem parabolischen oder hyperbolischen Charakter nähert 
‘oder wenn (bei zu grosser Annäherung des gestörten Körpers an einen der stö- 
renden) ein Wechsel des Centralkörpers eintritt; in diesen Fällen werden unsere 
Formeln deswegen unbrauchbar , weil unsere Entwicklung der Störungsfunktion 
dann unbedingt divergirt. Dagegen wird sich im Folgenden zeigen, dass eine 
beliebige Annäherung der mittleren Bewegungen an irgend ein commensurables 
Verhältniss weder das Aufhören dieser beschränkten Stabilität noch die Un- 
brauchbarkeit unserer Formeln bedingt. 


4. Unter den Voraussetzungen, welche wir gemacht haben, dürften die Reihen, 
in die wir die Funktionen 2, , P und Z entwickelt haben, brauchbar sein, und 
man wird auch zu der Vermutung geführt, dass unsere Differentialgleichungen 
Lösungen in trigonometrischer Form zulassen. ‘Indessen müssen diese beiden 
Thatsachen noch bewiesen werden; die letztere lässt sich naturgemäss nicht ohne 
die Voraussetzung der ersteren zeigen, ist sie aber bewiesen, so folgt daraus im 
Allgemeinen auch die Brauchbarkeit der Entwicklungen der Störungsfunktion. 
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Dass nun unsere Differentialgleichungen Lösungen rein trigonometrischer Form 
auch in den Fällen zulassen, in denen die mittleren Bewegungen des störenden 
und des gestörten Körpers äusserst nahe oder (wenigstens scheinbar) streng 
commensurabel zu einander sind, erscheint dennoch zunächst zweifelhaft. Ich 
habe in den Astronomischen Nachrichten!) in sehr kurzgefasster Form gezeigt, 
dass diese Frage in bejahendem Sinne zu beantworten ist, und dass man zu 
einer solchen Lösung geführt wird, wenn man das von Gylden gefundene Ver- 
fahren der partiellen Integration, das im Folgenden auseinandergesetzt wird, 
mit gewissen Modifikationen durchführt. Gylden selbst nahm an, dass diese 
Methode nicht in allen Fällen zu befriedigenden Resultaten führe und benutzte, 
ebenso wie die Herren Harzer und Backlund?), andere Methoden; dieselben 
scheinen mir indess wenig übersichtlich und die Entwicklungen werden dort 
schliesslich zum Zwecke der praktischen Rechnung im Wesentlichen auf dieselbe 
Form gebracht, die ich ihnen hier von vornherein gebe. 


5. Um die Gleichungen 183) bis 186) zu integriren, ersetzen wir in ihnen 
die Funktionen Q, P und Z durch die im vorigen Kapitel gefundenen Entwick- 
lungen und erhalten dann Gleichungen, die ihrer Form nach den Gleichungen 4) 
und 5) des ersten Kapitels analog sind; bei ihrer Integration werden wir das 
dort Gesagte in Rücksicht ziehen; indessen sind die Gleichungen 183) bis 186) 
complicirter als die Gleichungen des ersten Kapitels und die letzteren stellen 
nur ihren allgemeinen Typus dar. 

Wie im ersten Kapitel ferner bemerkt wurde, werden wir in ganz allge- 
meiner Weise unsere Annäherungen nach den Potenzen der Excentricitäten und 
Neigungen anordnen, aber nicht nach den Potenzen der osculirenden elliptischen 
Werte dieser Grössen, was einer Anordnung nach den Potenzen der störenden 
Massen gleichkäme, sondern vielmehr nach den Potenzen der Constanten «,, x, 
sin:,, sin. Ich werde die Grössen x und #' Excentrieitätsmoduln und 
die Grössen sin: und sin.’ Neigungsmoduln nennen; Gylden nennt sie diaste- 
matische und anastematische Moduln, welche Bezeichnungen hier nicht angängig 
sind, da ich ihnen nicht die Bedeutung absoluter Elemente im Gylden’schen Sinne 
gebe und da ich mich dem üblichen Sprachgebrauche möglichst anschliessen möchte. 
Ich habe ebenfalls bereits gesagt, dass ich Glied »-ten Grades ein jedes Glied 
nenne, dass als Faktor die n-te Potenz eines dieser Moduln oder ein äqui- 
valentes Produkt enthält. Wir werden also zuerst die Glieder nullten, dann 
diejenigen ersten Grades u. s. f. berechnen. 

Ich will im Folgenden mit $, den Teil der Funktion $ bezeichnen, welcher 
nullten Grades ist, mit S, den Teil, welcher ersten Grades ist, u.s.f.; und in 
derselben Weise zerlege ich auch die übrigen Funktionen, so dass: 


1) No. 3346. Vgl. auch den Schluss des Siebenten Kapitels dieser Abhandlung. 
2) In ihren pag. 6 und 22 citirten interessanten Abhandlungen. 
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Se SS +9, ++ 
R=R+RH+R+:.-- 


9 1 
W = W+ W.+ W,+ NAD 
dS ds ds as 
1 = oe 


as ae 
a dr 


.oo00 


u. 8. w., 


wobei zu beachten ist, dass z. B. die Grössen (©) und = im Allgemeinen 


nicht identisch sind. 


82. 
Die Glieder nullten Grades. 


1. Wir wollen jetzt die Gleichung 183) betrachten, indem wir Q durch 
seinen Wert 165) resp. 177) ersetzen. Die Funktion 3 und infolgedessen auch 8 
ist ersten Grades, da sie nach 83) mit sin:, multiplicirt ist; dagegen enthalten 
die Funktionen R und K auch Glieder nullten Grades, wie sich bald zeigen 
wird. Wenn wir also nur die Glieder nullten Grades beibehalten, so ist: 


1.48 


ER HS) = — 24 „sinnw— ZA, R, sinnw+2nuwA 


Ei, K,cos nw 


20-0 


—_ ZA 


n+0+0 


R:siunw+ Inu A',, R, K, cosnw-+4 Zn’u” A, K;sinnw, 


wo nur die Störungen vierter Ordnung vernachlässigt sind. 


In den Fällen, in denen die Funktionen R, und X, als sehr kleine Grössen 
angesehen werden können, kann man die Annäherungen nach ihren Potenzen an- 
ordnen, ebenso wie es in den älteren Methoden geschieht und in der ersten An- 
näherung setzen: 


1 


—= constans+ ZA, sin nwdv. 


Indessen können die ebengenannten Funktionen gross sein im Verhältniss 
zur störenden Masse und es wird sich gleich zeigen, dass dieser Fall eintritt, 
wenn das Verhältniss der mittleren Bewegungen des gestörten und des störenden 


nähert. Man wird in diesen 


Körpers sich einem Bruche von der Form 


n 
n+1 
Fällen zum Teil die Glieder höherer Ordnung bereits in der ersten Annäherung 
berücksichtigen müssen; sie sind zwar einstweilen unbekannt, ich werde aber im 
nächsten Kapitel zeigen, wie man alsdann verfahren kann. 
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Hier will ich mich zunächst auf die Fälle beschränken, in denen die ge- 
nannten Grössen sehr klein sind, in denen also die Gleichung 189) für die erste 
Annäherung besteht. 

Das Argument w ist durch die Relation 164) 


w= (l-w)v— B-uV 


gegeben, und wir können das Integral in der Gleichung 189) nach einem von 
Gylden gefundenen Verfahren partieller Integration ausführen, indem wir schreiben: 


fsin nwdv = —— cosnw + = Er sinnw dv 

n (1 un u,) 1 vu u, dv 

il: aV 
‚feos nwdv = —-——sinnw-+ —# (I eosnwdv 
n(1—u,) 1-u,) dw ; 


von welchen Gleichungen ich die zweite deswegen anführe, weil wir sie später 
brauchen werden. Die Funktion Y enthält keine Glieder nullten Grades; sie 
ist vielmehr ersten Grades in den Fällen, in denen A, beträchtlich ist, und sie 
ist zweiten Grades in allen Fällen, in denen R, als Grösse rein erster Ordnung 
angesehen werden kann. Ich muss der Bequemlichkeit halber diese Thatsache 
vorwegnehmen aus dem Folgenden, wo sie (pag. 93) bewiesen werden wird. Wenn 
wir die linke Seite der obigen Gleichung nach Potenzen von 8, entwickeln, so 
wird also: 


Sm comstans + (ge cosnw— 432 —4S°+—..--- N, 
Die Constante in dieser Gleichung ist überzählig und wir wollten sie nach dem 
vorigen Kapitel so wählen, dass sie eine Grösse rein erster Ordnung ist. Die 
Divisoren n(1l—u,), welche hier auftreten, können nur dann sehr klein sein, wenn 
die Constante u, sehr nahe gleich Eins ist. Diese Constante ist aber sehr nahe 
gleich dem Verhältnisse der mittleren Bewegungen des gestörten und des stö- 
renden Körpers und sie wird ihren grössten Wert erreichen für diejenigen 
kleinen Planeten, welche Jupiter am nächsten kommen. Für den Planeten Thule, 
welcher von den bis jetzt entdeckten diese Bedingung am nächsten erfüllt, ist 
u, etwa gleich 3; es ist aber klar, dass die Convergenz unserer Reihen aufhört, 
wenn u, sich allzusehr der Einheit nähert, denn unsere Entwicklung der Stö- 


rungsfunktion beruht ja auf der Bedingung, dass der Quotient — merklich kleiner 


als Eins ist, welche dann nicht mehr erfüllt wäre. In diesem Falle lässt sich 
auch nicht mehr — abgesehen von vereinzelten Specialfällen — von einer pla- 
netarischen Bewegung sprechen, da der Einfluss Jupiters zu sehr überwiegen würde. 

Es folgt aus dem eben Gesagten, dass die Funktion S8, für alle kleinen Pla- 
neten als eine Grösse rein erster Ordnung anzusehen ist, und wir können ihr 
Quadrat, mindestens in der ersten Annäherung, vernachlässigen. Man hat also 
für den Fall, dass R, und X, klein sind: 


Abhdlgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Ki. N. F. Band 1, a». 12 
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4, 
$, = constans+ Ada 


ye% NW, 


S, enthält auch keine Glieder der Formen A bis D, sondern nur gewöhnliche 
Glieder. Setzt man: 


191) 5, = 29,0 C08NWw, 
so ist: 
192) Sa — 4.00 


n.0.0 nA-—u,)’ 
und das constante Glied $,.,, ist zunächst unbestimmt; es ist der Teil der 
pag. 67 mit a, bezeichneten Constante, der nullten Grades ist, und kann erst 
später bestimmt werden zugleich mit den constanten Teilen von R, und () . 
2. Wir wollen nun die Gleichung 184) betrachten; wenn wir nur die Glieder 
nullten Grades schreiben, so ist 


OR 
dv? 


193) Ren (+25 +84 82, 


und im Falle, dass R, und K, klein genug sind, hat man in der ersten Annäherung 


dR 


194) a 


+R = 28, —P, = 2288,,,c0osnw— ZB, ,cosnw, 


N.0°0 20:0 


und wenn wir setzen: 


195) dv? +R Sem &b,..0C08 NW, 
so wird: 
196) DS == 28% Die 
Die Gleichung 195) ist von der Form der Gleichung: 
d’x 
197 — 
) et a 
deren Integral das folgende ist: 
198) % = 9,5inv—9,cosv, 
wenn man nämlich setzt: 
l 
199) en —= Ycosv, = —eYsın®, 


so dass man also nur die Integrationen 199) auszuführen hat. 
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Wir ersetzen also die Gleichungen 195) durch die folgenden: 


200) R, = 9,5inv—g, cos v 

n — 12, cos (nw+v)+4 2b, cos (nw—v) 
200a) e 

Ze = 120, sin(nw+v)—t2b,, sin(nw—v). 


Den Integralen der beiden letzten Gleichungen fügen wir keine Integrationscon- 
stanten hinzu, da wir dieselben in die Funktion (ge) aufgenommen haben. 


Da nun 
feos(nw + v) dv = ge | eostmwto)d 
201 5 ee 
: a 1 Hi nu REN 
sin mw&o)dv — een Ellen sin(nw#v)do, 
AIR Lu 


und da die Funktion V keine Glieder nullten Grades enthält, so findet man: 
b b 


Dr nal Auer An sin (nw—v) 
202) 
b o RE 
= See ee en (nw—v), 
und wenn man diese Werte in 200) einführt und 
203) R, = ZR,.., COSNW 
setzt, so kommt: 
1 1 
204 BR a 1) lau alu ua ern 
) 22020 inden Een (1-u)—1 er 
Tee Di TER 
1-n’(1—u,) 


Für den constanten Teil von AR, hat man offenbar: 
204a) Be 280 > Bon: 
Die Divisoren, welche in den Relationen 204) auftreten, sind die folgenden ; 
n(1-—-wu)+1, n(1—-u)—1, 1-n’(1-u,). 
Der erste von ihnen kann niemals klein sein, wohl aber die beiden anderen, und 


zwar dann, wenn die Grösse n(l—w,) sich der Einheit nähert. Dies ist aber 
der Fall: 


12* 
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la. Wenn u, sich dem Bruche 4 nähert, und wenn n = 2 
Ib. » uU,» » » 3 D) De) RUN 3 
Ic. » U,» » » i En nA, 


Dies sind die Fälle, in denen die Funktion R,, und folglich auch K,, gross ist 
im Vergleich zur störenden Masse; der erste Fall ist der der Planeten vom 
Hecubatypus, deren mittlere Bewegung nahe gleich 600” ist, der zweite ist der 
der Planeten vom Hildatypus, deren mittlere Bewegung nahe gleich 450” ist, 
und der dritte Fall findet beim Planeten Thule statt, dessen mittlere Bewegung 
nahe gleich 400” ist, und der übrigens auch deswegen erhebliche Schwierigkeiten 
bietet, weil er Jupiter sehr nahe kommt, infolge wovon die Glieder in der Ent- 
wicklung der Störungsfunktien nach den Potenzen von resp. nur langsam 
fallen. Man wird bemerken, dass in jedem dieser Fälle nur ein einziges Glied 
in R, besonders gross wird und dass dieses von der Form D ist. Ich will diese 
Planeten die charakteristischen Planeten der ersten Klasse nennen; man wird 
bei ihrer Berechnung bereits in der ersten Annäherung die zweiten Potenzen 
der Jupitersmasse berücksichtigen müssen, und die Gleichungen 189) und 194) 
werden hier nicht mehr streng genug sein. Ich werde diese Fälle im nächsten 
Kapitel behandeln, und mich hier auf diejenigen beschränken, in denen R, 
klein ist. 


3. Die Gleichung 185) endlich giebt uns für die Glieder nullten Grades, 
wenn wir bedenken, dass nach 60) resp. 61) die Funktion & ersten Grades ist: 


BAU 


205) - 


S,—2R,—-28, R+3R + .-... 


also für die erste Annäherung: 


dW 


206) n 


— 8; -2R = 18 


0.0.0 


— 2R,,|cosnw. 


Wir führen die Integration nach der zweiten Relation 190) aus, und erinnern 
uns wieder, dass die Funktion Y mindestens vom ersten Grade ist. Wenn wir 
dann setzen: 


207) w=W, 


0 tz W,. sinnw, 
so wird: 
W.;,, == oe An! 
208) n(1—u,) 
Wien Da 2 Rn = 200 88. 


Der Divisor n(l—u,) kann niemals klein werden. W, enthält also ausser ge- 
wöhnlichen Gliedern nur bei den charakteristischen Planeten der ersten. Klasse 
eines von der Form D, das durch R, hier eingeführt wird. 
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Endlich hat man nach der Relation 155) 
U= uW-W'-H-+H. 


Die Funktionen H und H’ sind zweiten Grades und die Funktion W’ ist mit 
der Saturnsmasse multiplieirt (vergl. pag. 64); wir vernachlässigen hier diese 
Grössen und haben: 


209) U, = uW.. 
Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich, dass die Funktionen 8, R, W, und 


U, nur die Argumente nw enthalten, und da die Grösse n(l—u,), welche der 
Faktor von v in diesen Argumenten ist, niemals klein sein kann, so schliesst 
man, dass unter den Gliedern nullten Grades sich keine befinden, welche von 
langer Periode, d. h. von einer der Formen A oder C sind, auch nicht, wenn es 
sich um einen charakteristischen Planeten handelt. In allen Fällen wird darum 
die Funktion V, welche (ausser secularen Gliedern zweiten Grades) nur Glieder 


dieser beiden Formen enthält, mindestens vom ersten Grade sein. Es ist also): 
rn =d, K, = p. per. W, 


Nachdem man die Coefficienten S,..;, 2... und W,.. nach den Formeln 
192), 204) und 208) in der ersten Annäherung berechnet hat, macht man die 
zweite Annäherung, indem man die so erhaltenen Werte in die Glieder zweiter 
Ordnung der Gleichungen 188), 193) und 205) einsetzt; die Relationen 191), 203) 
und 207) sehen wir als streng an; es handelt sich nur darum die Coefficienten 
S,.0.0, Du... und W,.., durch die angegebenen successiven Annäherungen genauer 
zu bestimmen. Diese Annäherungen führen äusserst schnell zum Ziel, und in 
fast allen Fällen kann man sich mit der ersten Annäherung begnügen, d.h. die 
Glieder rein zweiter Ordnung vernachlässigen. 


4. Die numerische Berechnung der Funktionen $,, R, und W, könnte nach 
dem Vorigen ohne Schwierigkeiten vor sich gehen, wenn von vornherein die 
Werte der beiden Constanten « und u, bekannt wären, deren erste bei der Ent- 
wicklung der Störungsfunktion auftritt, wo sie zur Berechnung der Coefficienten 
A... Pi... U. S. w. dient, und deren zweite in den Divisoren vorkommt. Die- 
selben kennt man aber zunächst nicht und man wird also zu Anfang der Rech- 
nung gewisse Werte für sie anzunehmen haben, mit denen man die Rechnung 
ausführt. Später bestimmt man ihre genaueren Werte durch Vergleichung der 
Rechnung mit den Beobachtungen und müsste dann die Rechnung mit den letz- 
teren wiederholen, oder doch den berechneten Coeffieienten entsprechende Cor- 
rectionen hinzufügen. Zwischen den beiden genannten Grössen hat man aber 
die folgenden Relationen, wenn man die Masse des gestörten Körpers ver- 
nachlässigt: 


1) „p. per.“ gebrauche ich als Abkürzung für „pars periodica“. 
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a 
6= 
a 
un va 
210) n" = X j ne van M' —= k’(l+m)), M= 1 
a’? a? 
I 
u = —, “= e(l+m), u = ull+o+tp). 
Wir setzen noch 
7) n' 
210a) ir = Dre, also u, = = 
und 
a a 
21) EEE 1-++p. const. 0.0. 1-DN 


wo man a, als den Mittelwert des Radiusvektor bezeichnen kann. 

Bei den Planeten, deren mittlere Bewegung nicht äusserst nahe commensu- 
rabel mit derjenigen Jupiters ist (d.h. bei allen Planeten mit Ausnahme der 
kritischen) ist y = 0; und für c, war pag. 92 mit alleiniger Berücksichtigung 
der Glieder nullter Ordnung der folgende Wert gefunden worden: 


= W,,=2B 38 


0 0:0-0 0.00 NDoroo* 
Man sieht nun in der Regel a (resp. n) als Integrationsconstante an und dann 


ist a, eine überzählige Constante, über die wir verfügen können. Man kann sie 
auf verschiedene Weisen bestimmen: 


I. Man kann 
,=0 
setzen; dann wird 
So = 0, Ro. = — Pos WW... 2B..0.- 
II. Man kann setzen 
DIN. 
Dann wird 
Sg = #Do.001 DB. =.0, N. = Bonn 
a =u. 
Ill. Man kann setzen 
=. 
Dann wird 
Se 3.D os ı Rosso = 4Bos ı MW... > (0 
er [ u = v(l+y). 
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IV. Man kann endlich «a, als Integrationsconstante (an Stelle von a) an- 
sehen und kann dann über a resp. n (innerhalb gewisser enger Grenzen) ver- 
fügen. Hierbei wird man also a, als unbestimmte Grösse in den Formeln bei- 
zubehalten haben und es später aus den Beobachtungen bestimmen. Hat man 
es bestimmt, so sind auch die Grössen b, und c, bekannt. Findet man nun aus 
den Beobachtungen a, als eine Grösse rein erster Ordnung, so kann man den 
anfänglich gewählten Wert von a beibehalten, und braucht die Entwicklung der 
Störungsfunktion nicht zu wiederholen resp. die Üoeffieienten A,.., B,... etc. 
nicht zu verbessern, was häufig von bedeutendem Vorteil ist. Zeigt sich in- 
dessen, dass a, grösser ausfällt, so muss es durch neue Wahl von a und » ver- 
kleinert werden, wozu ausser den vorstehenden die Relationen 210c) resp. 211) 
dienen, wobei man a, oder n, unverändert lassen kann. 

Wir wollen für unsere Untersuchungen den dritten Fall wählen, also c, = 0 
setzen; dann sind nämlich für alle nicht kritischen Planeten die folgenden Glei- 
chungen erfüllt 


N, =.n, n, var 
212) 3 
w=u, ww «d(l+m)). 


Diese Wahl ist für uns deswegen von Vorteil, weil wir Tafeln berechnen wollen, 
welche die Coeffieienten der Störungsglieder geben. Diese Tafeln enthalten 
streng genommen die beiden Argumente « und u, (resp. a und n,); durch die 
letztangeführten Relationen werden sie aber in einfacher Weise auf eines re- 
ducirt. Für die kritischen Planeten lässt sich diese Reduktion nicht ausführen, 
für sie würde man stets mit zwei Argumenten zu operiren haben. Doch fassen 
wir bei der Aufstellung der Tafeln die kritischen Planeten aus leicht fasslichen 
Gründen zunächst nicht ins Auge. Für sie ist mit Annahme des dritten der 
oben genannten Fälle 


W 
m 2 == 1 
n, 9 4, = u(l+py) 


212a) 
= @(l+y (4m). 


83. 
Die Glieder ersten Grades. 


1. Bei der Berechnung der Glieder ersten Grades, wollen wir, wie im Vo- 
rigen, zunächst die charakteristischen Planeten der ersten Klasse bei Seite 
lassen, so dass alle Funktionen nullten Grades ($,, R, u. s. w.) als rein erster 
Ordnung anzusehen sind. Ich will aber noch eine weitere Einschränkung machen, 
indem wir voraussetzen wollen, dass auch die Funktionen ersten Grades $,, R, 
W,, U, und 3, nicht erheblich grösser sind als die störende Masse; ich schliesse 
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damit noch eine zweite Klasse von charakteristischen Planeten aus, die ich 
gleich näher bezeichnen will. 

Nach diesen Voraussetzungen können wir in der ersten Annäherung die 
Glieder zweiter Ordnung bei Seite lassen und die Gleichung 183) wie folgt 
schreiben, wenn wir nur die Glieder ersten Grades nehmen: 


213) = — (0, = - ZA) ,nsin (nw-+v) — ZA, n sin (nw-+ v,) 


— ZA nsin (nw—v)— ZA), sin (nw— v,). 
Wir haben also die Quadraturen 
fn sin (nw + v) dv und f' sin (nw £ v,) dv 


auszuführen. Gylden hat gezeigt, wie man dieselben partiell ausführen kann, 
indem man zuvörderst n, II, y', II, als constant ansieht; ich will ein nur wenig 
verändertes Verfahren anwenden, indem ich die folgenden Formeln benutze: 


fn sin(nwtv)dv = ncosIl/sin (nw + v)dv Ensin I1fcos (nwE v) dv 
d II. dnsin IT 
fe sin (nw + v) dv? 2 [RE eos Cam +0) 


oder 
fnsin (nw ty)dv = ncos Tıfsin (nw + v) dv -F ysin Ilfcos (nw & v) dv 


ji (nw + v) dv? + 1 jfone (nw £v)dv? 


214) — Enesfein (nw Ev) Une a Zfffeos (nw + v)dv? 


fr sin(nw&£ v,)do= n’ cosII, ‚sin (nw£v) don sin II, ‚feos (nw £ v)dv 
nl srl /fsin (nw £ v) dv’ E — — ai _ —ıffeos(nw+ Eov)de 


zu welchen Relationen ich die entsprechenden : 
Sn ecos(nw tv)dv = ncos IL cos ( (nw Ev)dvotnsin Irfsin (nw Ev) dv 


en — 7 ffeos (nw + v)dv + no 


—ı sin (nw £ v) dv? 


fn'cos (nwEv,)dv = n' cos IT, feos (nwFErv)dotn'sin 11, sin (nw £ v) dv 


hinzufüge, da wir sie später brauchen werden. 
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Die Funktionen cn E21 und n a werden nun bei jeder Differentiation 


mit einer der kleinen a 6 multiplicirt; das angewandte Integrationsver- 
fahren führt also äusserst schnell zum Ziele, wenn nicht die betreffenden Glieder 


durch die Ausführung der Integrationen ı 5 (nw+£v)dv erheblich vergrössert 


werden; dies ist aber nur der Fall für die charakteristischen Planeten der ersten 
Klasse, und auch bei diesen ist die Abnahme der Glieder noch stark genug; in 
den Fällen, die wir jetzt behandeln, braucht man wohl stets nur die erste Zeile 
in den vorstehenden Relationen zu berücksichtigen. 

Wir erinnern uns der Relationen 201) und schreiben also in der ersten An- 
näherung, da V mindestens ersten Grades ist: 


fh sin (nw Ev)dv = cn En ncos(nwX v) 
214a) zi ne 
fn sin(nwEtv,)dv = 2 ee n cos (nwHtv,). 


Wenn wir setzen 
215) 5, = 28, ncos(nw+ v) +38, cos (nw-+v,) 
+ 38%7)),nc0s (nw — v) +28, cos (nw—v,), 


so wird also: 


wu te 
een ea 
21a) FE Ze 
se» = n+1.0 sc» Ss 2:01 ) 
a nl—u)-—1’ N n1—u)—1 


Man ersieht, dass die Funktion 5, dieselben Divisoren enthält wie R,, also auch 
in denselben Fällen beträchtlich wird, d.h. bei den charakteristischen Planeten 
der ersten Klasse und zwar wird sie bei diesen Planeten Glieder der Form C 
enthalten. 


2. Wir gehen jetzt zur Gleichung 184) für oe über und schreiben mit Ver- 
nachlässigung der Glieder zweiter Ordnung: 


= 
216) ns 4 =—-Q, ee P;; 


da aber mit Vernachlässigung von Gliedern rein erster Ordnung: 
die) 


a = —ısinv, 


so wird, wenn wir für Q,, 5, und P, ihre oben gefundenen Werte einsetzen: 
Abhdlen. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band 1, 2. 13 
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2 
217) u +o = 3, n cos (nw+-v) + 30V n' cos(nw-+ v,) 
+ I, ncos (mw — v) +) m cos(nw—v,), 
wo 
Dr SB A, DR = REN BE, 
217a) De SEE DS —_ıhSD LA der ! SSH IB=VN 
n.1.0 n+1.0 2 7.0.09 n.0.1 7 n.0-1 n.0.1° 


Jetzt haben wir die Funktion o in ihre beiden Teile (oe) und R zu zerlegen, 
da nach unserer Definition (e) alle Glieder der Form B: 


cos[(1—6,)v—T'] 
enthalten soll. Wenn wir uns erinnern, dass 
nwtv = n(l—-u)v—nB—nuV +(w—I) 
w#v—= n(l—-u)v—nB—nuV£(v—IL), 
so sehen wir, dass diese Argumente von der erwähnten Form sind, wenn n —= (, 
ganz unabhängig von dem Werte von u,; diese Glieder werden also für alle 


Planeten die gleichen sein. Da nach dem vorigen Kapitel 7, = 0 und DI, =, 
so haben wir die beiden folgenden Gleichungen: 


dR 
218) ER +R= Nun m cos (n-tv) + Shen cos (nw-+ v,) 
+5 m cos(nw— v) +2 In cos (nw— v,) 
2 
Ze re = = Bono NOS Y+Öy.n., M COS Vj. 


Wir wollen zuerst die Gleichung 218) integriren, indem wir uns der Be- 
ziehungen 197) bis 199) erinnern. Demnach setzen wir: 


220) R, = 9,sinv—g,cosv 
d 
220a) Ze — 1300 In cos nw+v +v)+n cos(nw-+v —v)! 


( 
+13 |n cos (mw—v +V)+n cos(mw—v —v)! 
+40 \ncos (nw-+v,+v)+n'cos (nw-+v,—v)| 
+1 DD |n'cos (nw—v,+v) +n'cos (nw—v,—v)} 
( In 


l 
I — Don sin (mw -+v+v 


dv 


n sin (no+v—v)| 
+13 |n sin(nw—v +v)—n sinnw—v —v)! 
+22 |n'sin(nw+v,+v)—y sin (no +v,—o)| 
+45 Iy'sin (nw—v,-+v) — y' sin (nw— v,—e) | ä 
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Um die letzteren Gleichungen zu integriren, verfahre ich auf dieselbe Weise 
wie oben zur Herstellung der Relationen 214), 190) und 201). Man erhält dann 
die folgenden Formeln: 


fnsin [now + (v-+9)] dur — ncos Ilfsin (nwE2v)doEnsin I] cos (nw £ 2v) dv 


Se a, — 


[sin (nw+ 2%) dv’ + [eos (nw FE 2v)dv? | 


Insin [no + (v—v)]dv = .nc0s Ifsin nw dv + nsin Ilfcos nw dv 


dyeosII ff. <.. dmsin IT 
221) — ii nw dv‘ £ a SJeosnw dv? 


fa cos[nwt(v+v)]dv = ncos Iifeos (nwE%)dvEnsin zufsin (nw £2v) dv 


d II l 
nn [feos (nw £ 2v)dv” 2 nn han: + 2v)dv 


‚fneos [nw£(v—v)Jdv = ncos I1fcos nwdv E nsin n/sin nw dv 


in - I ffeos nahe e sin 22 sinne do? 


Für die Integrale fa’ sin [new + (v +v)] dv u.s. w. findet man ganz analoge Aus- 
drücke, man hat nur n durch n’ und II durch IZ, zu ersetzen. 
Weiter ist: 


N il co AV sin 


de Ta m sin + u.) dv cos 


nw dv 
222) f sin (nw + 2v) dv = -— — ——— 5008 (nw+t2v)-+ ee f le (nw £2v) dv 
2 De e= n(l—u,)E2) dv e= 


1l S Nu IE V 
= ea en + ne 22 Ze 
feos (nw&£2v) dv adeays2 sin(nwE2v) + En plien cos (nw £ 2v) dv. 


Die Divisoren, welche in diesen Ausdrücken auftreten, sind: 
nad, rue, "ud 
Da n nicht den Wert Null annimmt, so ist der letztere der einzige, welcher 


sehr klein sein kann; er wird es in den folgenden Fällen sein: 


Ja. Wenn u, sich dem Bruche 4 nähert, und wenn n = 4 


Ib. en 6 


= 
er 
S 
S 
S 
oo Cold 
N 
3 
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Das sind aber wieder die Fälle der charakteristischen Planeten der ersten Klasse. 
Der genannte Divisor wird aber auch in den folgenden Fällen klein sein: 


Ila. Wenn u, sich dem Bruche 
Ib. 7 


nähert, und wenn n = 3 


» 3027 » n=b5 


Ich will die Planeten, für welche eine der Bedingungen II. erfüllt ist, charak- 
teristische Planeten der zweiten Klasse nennen. Handelt es sich um einen der 
letzteren, so sind die Funktionen $,, $,, R, und W, rein erster Ordnung, wäh- 
rend in 8 Glieder vom zweiten Grade ab, und in R und W vom ersten 
Grade ab beträchtlich sind. Die Funktion R, enthält bei den charakteristischen 
Planeten der zweiten Klasse ausser gewöhnlichen Gliedern nur solche der Form 
D, bei denen der ersten Klasse jedoch auch solche der Form C, die durch $ ein- 
geführt werden. Wir wollen gegenwärtig auch die charakteristischen Planeten 
der zweiten Klasse bei Seite lassen. Dann werden die Ausdrücke 221) äusserst 
stark abnehmen, und wir können, wenn wir nicht einen sehr hohen Grad von 
Genauigkeit anstreben, die lieder vernachlässigen , welche die Ableitungen der 
Grössen ncos II, nsin /] u. s. w. enthalten. Man erhält: 


nn (nw-+-v-+v) et (nw+v—v) 
—_ +1 pen N cos  _e08 
Fe Ann oe) 


293) 91 
) 


sın 
Ds (nw—v-+v) Dr (mu — —v) 


"dZu) 0 Tas w)—2 


cos 


+ ı p+» 2 
= =. n(l—u,)+2 Br mü- u,) 


a (nw +») m — vv) 
cos N ne 


tal —n) de SER 
a a a 


n-0+1 


I (nw-+v,-+v) a. +, : 


und wenn wir setzen: 


— >> RD mcos(nw+v) + > Rn’ cos (nw-+ v,) 
224) 


+ RG meos (me) + RCUn'cos (me —v)), 
1 


so ist: 
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294 Rz | 1 ds a ben Dre Os 
os u dealer 2 1 Zelle) +l} 
Ri | 1 nk 1 g Io N 
Fr ”|n ) N ei zu) 2 we 1—[r (1 Ze) 
; p+V 
+1 - n:0-1 
Ten ar 
ne Ba 


I RS 


3. Jetzt wollen wir die Gleichung 219) integriren. Hierbei können wir die 
Relationen 221) nicht anwenden, wenn wir das Auftreten secularer Glieder ver- 
meiden wollen. Gyldön hat gezeigt, wie man das Integral dieser Gleichung in 
rein periodischer Form erhalten kann, indem man die elementaren Glieder an 
Stelle der secularen einführt, und zwar lässt sich die Integration sehr einfach 
ausführen; da wir (o) unter der Form: 


(0) = ncosv = cos (!—@)+2%,cos(! — @,) 


darstellen wollen, so differenziren wir diesen Ausdruck zweimal und finden 


a —= (1-s5)’acos®—o)+2&(1—g,)’x, cos (!—0,). 


Nach den Relationen 154) ist aber: 


n'cosv, = n' cos IJ,cosv+n'sinII,sinv = 34 cosw — o,). 


Setzt man die vorstehenden Werte in die Gleichung 219) ein, so erhält man zur 
Bestimmung der Coefficienten x, folgende Gleichung : 
(Ro ')ncos (0-0) + 225,—5))7,c0s (0—@,) — Ui? xcos(o—@) +2 [BP m 400.1} cos(v—m)), 


woraus man schliesst: 
2s—-2)x = bi, 


0:10 


2 en Ch) CET: 
(25, her ,) %, IE 0: %, Sie Do % 


n° 


225) 


Wir bestimmen demnach die Grösse g aus der Gleichung: 
225a) 2 du 


womit # und I’in der That die beiden Integrationsconstanten werden. Für die 
#, hat man folgende Werte: 
el 0 bauen un. BED m 


n 9a — er _ pD DV RESNETZERr TERIETTEEBuR 
Se Doro 9 ea 5), 26.-3)| | 
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Die Differenz s,—g ist eine Grösse rein erster Ordnung; die Coefficienten «, 
sind also nullter Ordnung, d.h. elementar. Die Cons tante g kommt unter den 
g, nicht vor, und darum wird auch die Differenz g,—g im Allgemeinen nicht 
gleich Null sein. Es scheint indessen, dass in Ausnahmefällen die eine oder die 
andere der Constanten g, ihrem Werte nach so nahe g kommen könne, dass 
daraus ausserordentlich grosse Werte der entsprechenden #, resultiren. Ueber 
diese Fälle zu sprechen, werde ich im achten Kapitel Gelegenheit nehmen, ebenso 
wie von der Darstellung der elementaren Glieder in secularer Form. 


4. Für die Funktion W haben wir endlich: 


aW dE 
SL BEN 2) ER 
0 S,—2R,+(6R,—28,)ncosv Er 


und wenn wir die für R und 8 gefundenen Werte einsetzen, so ist: 


daW 
227) Er Tun.oncos(nw+v) +IT,..ncos(nw-+ v,) 
+DTT,n cos (nw—v) + DT, n' cos (nw—v,) 
nn dE, 
dv’ 
wo 
2272) Ta > So s2Bnt 3l 


-D) _ QCnD 1) 
Ti =.8 1.07, 2R..10 eh SR, Sa 


To Dam a leon 
Ta — gm _YIRD 
n.0-1 n-0-1 n.0+1° 
Die Gleichung 227) integriren wir gerade wie die Gleichung 213), indem wir, 
wie 214a), schreiben: 
1 


; 4- ee + 
/n cos (nw £ v)dv eo nsin (nw X v) 


1l 
n ( u, 


n'cos(nw+ v.)dv — JE n sin(nw&v,). 


Wenn wir also setzen: 

228) Ww = DW, nsin(nw+v) +3 WE mn sin(nw + v,) 
+ WEN nsin(nw— v) +3 WT,n sin (nw— v,) 
Rute 5, ’ 


so wird: 
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W +2 I w* ) I, 3 
neleo. ur“ Damen ’ Ant urez! N Ars 
228a) 7 4 le 
U EN n.1.0 Wweone n-0-1 
U n Adern ’ n.01 za Ö 


Die Funktion &, endlich findet man mit Hilfe der Relation 60. Wenn man 
dort nur die Glieder ersten Grades berücksichtigt und diejenigen rein zweiter 
Ordnung fortlässt, so wird: 


228b) su = EN og +2 inv. 


dnsinIT . 
1 EHE Ss 
Der numerische Betrag derselben ist so klein, dass man sie wohl stets bei Seite 
lassen kann. 
Für die Funktion U ergiebt sich dann 


229) U, — um, 


und da unter den Gliedern ersten Grades in W bei den allgemeinen Planeten 
nur gewöhnliche Glieder sich befinden, so ist auch: 


229a) a, Bo 


1 


5. Wir wollen nun die Gleichung 186) mit bezug auf die Glieder ersten 
Grades integriren. Wenn wir wieder von den charakteristischen Planeten ab- 
sehen, so ist in der ersten Annäherung zu setzen, da 3 ersten Grades ist: 


d’ ee d 
230) ne 178 == =, 


und da mit Vernachlässigung der Glieder rein erster Ordnung: 
a) 1... 
Zr BIE = sın?cosd, 

so wird, wenn wir für Q, und Z, ihre Werte einsetzen: 


a et 2 N 
231) er +3 = Dei, sinjsin(nw-+v) + Deo, sinj’ sin (nw -+-v,) 


+ De), sin) sin (nw—d) + DET, sin) sin(nw—v,), 


wo: 
4) _ (14V. 1 +D +1) 
a 10 34,..0 ’ ee On 
231a) N | (be cd 
CAT: Dar n10 2%°n-0-09 I n-0.1° 


Die Gleichung 231) integriren wir dann gerade wie die Gleichung 216) für 
o. Die in231) vorkommenden Argumente werden auch hier elementar fürn =. 
Wir zerlegen also, da c(?, und e&, gleich Null sind, diese Gleichungen in die 
beiden folgenden: 


- 
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232) + — Ser sinjsin (nw-+ b) + siny' sin (nw+b,) 


+ 3: csinjsinnw—db) + > ce sinj' sin (nw—V,) 
1 1 


233) g- cH® sinjsind +c..siny sind,. 
Wenn wir 232) in der Form: 

a3 = 
232a) 78 +3=Y7 


schreiben, so wird wieder '): 
234) 3 = ,sinv—g9,cosv, 
wo zu setzen ist: 


—' 7.0080, - =. Ksinv. 


49, 
dv 


Man hat also zu nehmen: 


dg, \ 
dv Sn eausın 
2342 — +49 sin’ nw-+b+v)E sın,) nw+V —v 
JE tar Be sin) mw tu +o)&sin;‘) (mu+D—n) 
dv 
‘. „sin essn 
FEINECP sind nw—vd-+v) FE sin} nw—d —v 
13, = Mk = ) J Dr ) 
8m asın 
+1ScHD Isinz' nw v)E sin nw--p —v 
33 n*0-1 J cos ( An ) J a air ı ) 
eo „sin 2 san 
= EC ein? nn (nw—d,+v)# sin) IS as); 


In Analogie mit den Gleichungen 221) haben wir aber: 


sinj sin[nw£(v-+v)] dv = sinjcos ofsin (nw + 2v)dv Esinjsin ofeos (nwE2v)dv 


_ dsinj cos6 
dv 


235) = 


‚Jsinjsin [nw£ (o—v)]dv = sin, cos ofsinnwdo +sinjsinofeosnwdv 


dsinjcoso f dsinjsino 
reife: a 4 Sn) 2 
ER J fs sinnwdv’ + ER ff: cosnwdv 


1) Die Bezeichnungen g, und g, brauche ich hier, wie oben, nur vorübergehend. 


—- sin (mo+ 2)dv*+ ı [eos(nw + %) dv’ 
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‚fsinjeos [nw#(v-+v)|dv = sinjcos ofcos (nwE£2v) dv sinj sino/sin (nw +2) dv 
dsinjcos6 


= on |je: (mw E 2v) dv? F u V sin (nıw + 2») dv* 


235) er 


Jsinjeos [InwE+ (v—v)|dv = sinjcos ofcos nwdv £ sinjsino/sinnwdo 


dsinjcoso f dsinjsino 
= fe ost ne 


fi sinnw dv? 
dv RL, 


Die weitere Integration findet mit Anwendung der Relationen 222) statt 
und es treten hier dieselben Divisoren 
n(1—u,); n(l—-u,)+2, n1—-u)—2 


auf wie in der Funktion R,. &, enthält also, wie R,, merklich grosse Glieder, 
wenn es sich um charakteristische Planeten der ersten oder zweiten Klasse handelt. 
Es wird endlich, wenn man die Rechnungen in der angegebenen Weise 


| ausführt: 
: 236) 3 = Zi sinjsin (nw+p) +LZ,,., siny' sin (no+v,) 
| +2 277, sinjsin(nw—p) +2Z., siny sin (nw—d,), 
1 wo L: 
| g#+» Cars +D Co: 
n»1:0 EEE NEID 2% REN) uyaer Mit BESSERE VERRFENETLER 
| 236 Frame: 1-rd-u)+1P 
2) EN Kal 
Zaun Ten Te, FW) Zi TZE Er 2° 
Ä 1-rdl-e)-1] 1-nd-)—1] 


| 6. Zur Integration der Gleichung 233) erinnern wir uns, dass wir (3) unter 
der Form 


(3) = sinjsind = sinısin(w—9)+ Zsinı, sin (v— 9) 
darstellen wollen, wonach 


Lay 
dv TER 


—= — (l+rT/sinısin®—9)—L(l-+r7,) sin: sn (v—®,). 


Ferner folgt aus den Relationen 171) und 173) 
sinj'sind, = sin)’ coso, sinv— sin,’ sino,cosv —= Ysin: sinw—®,). 
Setzt man diese letzteren Werte in Gleichung 233) ein, so erhält man zur Be- 
stimmung der sin:, folgende Gleichung: 
(27+7°)sinı sin@—9)-+% (27, +7))sinı, sin ®—®#,) = 
— — cd sinısinw— 9) — Lie’ sin, +cH) sin u! |sinv—#,), 

woraus man schliesst: 

Abhdlgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys, Kl. N. F, Band 1, a. 14 
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Ir-7° En — ct» 
237) 01.0 
Gen pl A ON BRD 
sint EIERN RL C9.0-1 sın L. El C9.0.1 sınt, Ba Co sın L, 
KARTE 2 2 en Norm aa 
EN EL 2 (T—1,)+(7°—1}) Teer 
: N iR N ii 2(T—T 1+ n 
( „) > 


Es gelten für die r, und die sinı, dieselben Bemerkungen, die wir schon 
anlässslich der g, und #, gemacht haben; ich will nur bemerken, dass z’ gleich 
Null ist, auch wenn man die Bewegung Jupiters nicht als elliptisch ansieht; 
eine Thatsache, die aus der Theorie der gegenseitigen Störungen der grossen 
Planeten folgt. 


%. Es lassen sich nun auch ohne Schwierigkeiten nach 96) die Funktionen 
sinzsin& und sinicos& bis auf Glieder zweiten Grades exclusive, sowie der 
Ausdruck 92) für die Länge ! und nach 100) auch die Funktion U — 2 bis auf 
Glieder zweiten Grades inclusive berechnen. Ich gehe auf diese Operationen 
hier nicht des Näheren ein, da sie auf der Hand liegen; auch würde die analy- 
tische Darstellung unnütz weitläufig werden, während sich die numerische Be- 
rechnung äusserst einfach gestaltet, da man überall die Glieder, welche unwe- 
sentlich sind, sofort bei Seite lassen kann, 


SA 
Die Glieder zweiten Grades. 


1. Unter den Gliedern nullten und ersten Grades, welche wir bisher be- 
handelt haben, fanden sich ausser gewöhnlichen Gliedern solche der Form B, 
welche stets ersten Grades sind und bei allen Planeten in gleicher Weise auf- 
treten; ferner traten, insofern es sich um charakteristische Planeten handelt, 
Glieder der Formen C und D auf. Solche der Form A jedoch fanden sich nicht 
vor; dieselben sind demnach mindestens zweiten Grades, und wir werden jetzt 
mit ihnen zu thun haben. Sind die Excentrieitäts- und Neigungsmoduln sämmt- 
licher störender Körper gleich Null, so treten gar keine Glieder der Form A auf. 

Bei der Darstellung der Glieder zweiten Grades will ich nicht so weit ins 
Einzelne gehen, wie ich es bisher gethan habe, da ich sonst die analytische Ent- 
wicklung weit ausführlicher machen müsste, als man ihrer je benötigen wird. 
Nur bei grossen Excentrieititäten und Neigungen wird man überhaupt auf diese 
Glieder Rücksicht nehmen und auch dann nur auf einen kleinen Teil derselben. 

Ich setze wieder voraus, dass die Funktionen $,, 8, &,, R,, R,, R, und 
U, U, U, als rein erster Ordnung angesehen werden können, schliesse also die 
charakteristischen Planeten vorläufig aus. 

Zur Bestimmung von S, haben wir dann nach Gleichung 183) 


as 


N) 
dv d 


dn? 


_ 
2 
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Ich will nun den Teil der Funktion S,, der von der Form A ist, von den 
übrigen Gliedern trennen und zu diesem Zweck eine Bezeichnung anwenden, 
welche Gylden zuerst in ähnlicher Weise gebraucht hat. Ich bezeichne nämlich 
allgemein mit 

THE IE; TR RL 
den bez. Teil einer jeden Funktion F, der von der Form A, B, C oder D ist 
und mit T,F den Teil, der sich aus den gewöhnlichen Gliedern zusammensetzt, 
so dass die Identität 


DEI DIES TRITRLTELTT 


für jede Funktion erfüllt ist, die weder eine Constante noch einen secularen 


Teil enthält. 
Hiernach zerlegt sich die obige Gleichung für $, in die beiden folgenden: 


238) 


ds 


“ dv 


Sen T,Qa%-% dv 


dn? 


ds 


239) ae 9 


wo in der letzteren die Glieder der Form A zu unterdrücken sind. Aus den 
Ausdrücken 165) und 177) für @ entnehmen wir, dass nur aus den vier Summen 
und ZA, nn sin(nw— v+Vv,) 

und 2A, sin) siny' sin (nw—v-+V,) 


2 An, am’ sin (mw +V—Y,) 
2A» sinj sin,’ sin (mw +v—b,) 
Glieder der Form A entstehen können, nämlich wenn n = 0. Da aber die Coef- 


ficienten AS), As. und As, gleich Null sind, so wird 


240) 


241) 


T,Q, = Ad, m sin (v—v,). 


In Gleichung 239) hat man also zu setzen: 


Q, = 2A, ..n sinnw 
+ 2492 7? sin (nw-+2v) 
+24, n? sin (nw —2v) 


+24, nn sin(nw-+v-+v,) 
+ 2A, nn sin (nw+ v—v,) 
+ DA) am sin (nw —v-+ v,) 


+LAT? nn sin (nw— v—v,) 


n-1-1 


+2A,..n"sinnw 
+LA, n” sin (nw-+2v,) 


ne 


+ 247,7” sin (nw— 2v,) 


0 


+34, sin’jsinnw 
+ 242, sin? sin (nww + 2b) 


+L47,, sin? j sin (nw — 2b) 


+2A#2 sinj sin)’ sin(nw+v-+Dd,) 


n“lsl 


+24 sinjsinj'sin (no -+v—v,) 


n+1-1 


+ 2A sinjsiny' sin (nw —d-+d,) 


n+1-1 


n-1-1 


+ EA sinjsiny' sin(nw—o —p,) 


AL, DA, ., sin? 7 sin nw 
+24, sin? j' sin (nw+2b,) 


N+0°2 


+ 2A, sin?7' sin (no — 2b,), 


wo der Coefläcient A” zu unterdrücken ist. 


01-1 


14 * 
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Die Relationen, welche wir zur Integration dieses Ausdrucks brauchen, 
sind die folgenden: 


242) fı n sinnw dv =q, f sin nw dv — = / /sin nwdor&.:..- 
fr sin (nw + 2v) dv —=.n c0s2 Iıfsin (now E2v) dv En?’ sin2 Ifcos (nw £ 2) dv 


dn?’cos2II fr. dn’sin2IT \ 
en fj sin (nw #2) dv? E a I cos (nw £ 2v) dv 


Ian’ sin[aw+t(v-+v,)]dv = nm’ cos (II+ 11,)fsin (nw £ 2v) dv F nm sin (II+ I1,)feos (nw £ 2v) dv 


d I u II JI f d 'sı II II 
-— no HE singt 20) dv’ + ET) foos(n +2») dv? 


/ 


San’ sin{nw + (v—v,)]do = m’ cos (I — 11,)fsin nw dv Zn’ sin (II— I1,)feos nw dv 
dm’ cos(UI—IL) fr. dan’ sin(IT—IL) f 
— —_ nam nw dv? E os nw dv’ 


u. s.w., 


von denen die beiden nicht angeführten mit dem Faktor n'” den beiden ersten 
vollständig analog sind und auch die mit den Faktoren sinj und sinj’ sich leicht 
herstellen lassen; ausserdem sind die Relationen 222) heranzuziehen. Ich schreibe 


demnach: 

243) S, = 9, ,, N cosnw +28, ,,sin’jcosnw 
+28, cos (nw-+2v) +28, sin’ j cos (now +2) 
+3,’ cos (nw— 2v) +28C2 sin’j cos (nw — 2) 
+Uu.S. w. 
ir T, S ’ 


welchen Ausdruck ich nicht ausgeschrieben habe wegen seiner völligen Analogie 
mit 241). Auch hier ist $%,.,, wie 8, gleich Null. 


Man findet: 
A 4a? A 
9243 Ss = 0.20 ? Sn ee n+1-1 —, Ss a 
a) Dano n1—w,) Bi „tl u2 n(1—-w,) 
4A? Ar» Ar? 
(+2) Pe n+2-0 ” gen n+1-1 (+2) ei n.0-2 
SR n(l—u,)-+2 ’ n-1el n A —u,) ’ Se n(1—u,)+2 
Ag ACT» AT» 
(re n+2.0 (1) Due: n+1-1 GN n»0-2 
Da ante n(1 —u,) 9 Sn n di —u,) ’ I N A a u.) 9 
AT? ; 
sc» en n1-l 


n-1'1 n(l-uw)—2 ) 
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und ganz analog: 
< Alııa 
ae, 
Die Divisoren sind dieselben, wie in R,, und $S, wird also grosse Ungleich- 
heiten enthalten bei den charakteristischen Planeten der ersten beiden Klassen, 
stets aber nur solche der Form C, 


Uu.S. W. 


2. Für T,S, haben wir nach 240) die Gleichung: 


aT,S, ——— En Re dm 
244) Rau“ mr A, m sin (v- v,) 3 2 dv.’ 
wo die Glieder rein zweiter Ordnung vernachlässigt sind, und wo wir a m 


kur r.(G) geschrieben haben, was offenbar hier zulässig ist. 


Wenn wir die Gleichung 244) in der vorstehenden Form integriren würden, 
so würden wir in $ Glieder von der Form A vorfinden, welche elementar sind. 
Gylden hat aber schon gezeigt, dass T,S erster Ordnung ist, indem sich die 
elementaren Glieder in dieser Funktion gegenseitig aufheben. Wir werden uns 
hier darauf beschränken, diese Thatsache mit bezug auf die Glieder zweiten 
Grades zu beweisen, da Glieder dritten Grades von der Form A nicht vor- 
kommen und wir die Glieder vierten Grades nicht entwickelt haben. Jedenfalls 
ist die Gleichung 244) zur Bestimmung von T,S ungeeignet, und wir wollen sie 


N i : dn? R 
deswegen transformiren, indem wir das Glied I durch ein anderes ersetzen. 


Wenn wir bezeichnen: 


245) , = EHE 
4, = sa, 
so wird: 
(0) = neosv = A,cosv-+A,sinv, 
und 
dio) _ a dA, de 
2 = N an GUN ne 
sowie 
d’ dA, dA g 
2 = —nc0sv—2 7 r+2z, Ar os Co sinv. 
Hieraus folgt mit Vernachlässigung der Glieder rein zweiter os 
«(g) d(e) dA, _ ‚UAHA,) 7 
246) T, Mr +(e ae Eng De dv m dv 2: dv ARE u an 


Das erste Glied dieser Relation können wir aber aus der Gleichung 184) con- 
struiren, und es findet sich: 
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el 6 52 - 2 (der as, SE ag) en 


wo ich die Glieder rein zweiter Ordnung, sowie alle, welche nicht von der 
Form A sind, fortgelassen habe. 
Wenn man die Identität 


de) : KO :,, I 
8 don ne ao ler 


bedenkt, sowie dass le ze) keine Glieder der Form A enthält, und dass 


a rein zweiter Ordnung ist, so findet man: 
247) 3 dv ae ran T, 2(0)“ dv ap 2 dv. T,,2(e )®, pa) 


Offenbar wird man für Q, und P, hier nur die Glieder von der Form B 


einzusetzen haben, da nur diese im Produkt mit (e) oder — Glieder von der 
Form A liefern; man hat demnach nach 165) und 179) zu setzen 
Q, = Asa m SinV,, P, = Bo,m c0sV,, 


und wenn man sich erinnert, dass mit ausreichender Genauigkeit 


d A 

1) = —ysinv, 
so wird: 

1 An? 1 P4D EEE 
248) EB TE BE — A, am sin (v— V,). 
Diesen Wert endlich setzen wir in 244) ein und erhalten: 
d } 

2) Ze — 16m BED — A88 ]am' sine v): 


Es lässt sich leicht zeigen, dass das Glied rechter Hand Null ist; wenn 
wir nämlich die dort auftretenden A- und B-Coefficienten durch die Relationen 
166), 180), 135a), 138a) und 122) oder mit Hilfe von Masal’s Tafeln und For- 
meln!) durch die y-Coeflicienten ausdrücken, so ist: 


Acın = —2yıı, An = — Byıı- Wyıa 
Be, = byııt pie, 


1) Masal, Formeln und Tafeln zur Berechnung der absoluten Störungen der Planeten. Kongl. 
Svenska Vetenskaps-Akademiens Handlingar. Band 23 N:o 7. 


In dieser Abhandlung sind allerdings die Bezeichnungen nicht die gleichen wie in der vor- 
liegenden. 
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und es wird 
249a) SU: 


Indessen hat diese Gleichung nur die Bedeutung, dass T, S, erster Ordnung 
und bei den gewöhnlichen Planeten auch rein erster Ordnung ist; die Glieder 
rein erster Ordnung der Form A in 5, können wir aber stets vernachlässigen, 
nicht nur ihrer ausserordentlichen Kleinheit, sondern auch ihrer Periode wegen. 


3. Wir wollen nun die Glieder zweiten Grades im Radiusvektor berechnen. 
Mit Vernachlässigung der Glieder zweiter Ordnung folgt für o, aus Gleichung 184): 


do d(g 
dv? 0% — an, 
und wenn wir bezeichnen: 
d’o 
250) En +0 = N C08 NW +Xb,..sin’jeosnw 
+20), nm cos (nw +2v) +22 sin?j cos (nw+2b) 
+27, m?’ cos (nw— 2v) +20, sin? j cos (nw— 2b) 
+u.s. w. in völliger Analogie mit 241) 
+2T,S,, 
so haben die b-Ooefficienten folgende Werte: 
2508) Du. = 28.0 u Busoate za. a Ann 
Din —=2 Sn ER Deo a? 4A 
bin = 28,0 Bun tt Ann 
Dan = 28sın Barı sAana 
Da 28 Din a Anons aber Din = Bonn 4Aonı 
Da = 2 Sr —B = : 1 Ir 3A. 1 


a) __ (-2 2) 14V 
Den Fan 28 Da A 


De = 2 Ss Far BD: 
ED) BEN +2) +2) 
DD, — 252, _B 


N2.0:2 0.2 
I _ 2» 2) 
Das —2 De Nez Dis. 
Des, — 2 Se RE Dias 


und für die weiteren Coefhieienten in gleicher Weise: 


#9 nike 2549 _ BE 


ns n.S.8’ N.S.8 


Die Integration der Gleichung 250) brauchen wir nicht so eingehend auszu- 
führen , wie wir es für die Glieder nullten und ersten Grades gethan haben; 
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denn es kommen hier keine Glieder der Form B vor, und wir können im An- 
schluss an das Vorige die Grössen n, n', 71, II, sinj, siny, 6 und o, bei der 
Integration als constant ansehen ; wir erhalten so: 


251) DR, Rn cosnw + R,..sin?j cos nw 
+ R%2 n? cos(nw+2v) ° KS2, sin? j cos (ni +20) 


n-2-0 
+ RZ, m cos (nw —2v) + Ri, sin?) cos (nw — 2b) 


n.2 0 


+u.s. w. in völliger Analogie mit 241) 


+T,R,, 
wo: 
b +? b 
2512). Bu.— on m Ren op kon de 
nern Seren] 205 on) 
p+2 D+D h p+2 
(+2) u n+2:0 f R? en n-1el = Ra Zah n+0-2 
Fa in u)raP er Teado el m or 
pe? DV \ 22 
a 02-0 SE (eh) nel) Dr lo n+0:2 
Ba nd) Im ma 
a Be 


u. s. w., indem die R-Coefficienten von den b-Coeffieienten genau ebenso abhängen, 
wie die entsprechenden R-Coeffiecienten von den b-Coefficienten. Ausserdem hat 
man zu setzen: 


2, BE. em —_ Sir Day Tr) Sie ER 
R 2:0 Dr, R en Ro, Fa 3 SER: RR PIE Ra Rat U Fr Bes Fa 0. 


0 0.1.1 


Von den in den vorstehenden Relationen vorkommenden Divisoren können 
die folgenden klein werden: 


In), und. in u) a 


welche wieder zu Gliedern der Form D gehören. Sie sind klein zunächst bei 
den charakteristischen Planeten der ersten Klasse, und zwar 


Ia. Für die Planeten vom Hekubatypus, woınn =2 und» =6 
ib 5 „ Hildatypus, ln ana 
Te, 5 „ Thuletypus, a a 


ferner aber auch für eine neue Klasse von Planeten, welche als charakteristische 
Planeten der dritten Klasse zu bezeichnen wären, nämlich: 
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IlIa. Wenn u, sich dem Bruche + nähert, und wenn n = 4 
III. ” ) n » > » a » n=5 
Ile. 2) Un b) » = n = 2) n=1% 
Tlld. Mn. Dip a en 8 
Ille. n bi » 2) En nen „ »= 1% 
LIf. ” U n » D) m ” Een ” n = 11. 

Die charakteristischen Planeten der zweiten Klasse finden sich hier nicht 
wieder, indessen wird auch bei ihnen R, beträchtliche Glieder enthalten; diese 
werden nämlich durch die Funktion $, eingeführt, welche rechter Hand in der 
Differentialgleichung für R, vorkommt; sie werden durch die Integration dieser 
Gleichung nicht vergrössert, da sie von der Form © sind. 

Für den Teil von A,, der von der Form A ist, hat man offenbar: 


D] ’ ” ”» n 


S 
o 
S 


- 


251b) BR, =. Abs cos(M—- IH). +b,,.n- 
+b,.., in’) + bi, sinjsin)' cos (6 — 6,) + b,.,., sin?’ 
+2T,S,. 
Die Funktion T,R, enthält einen constanten Teil; denn es ist: 
p. const. »? — 2%, p..const.sın 7 = sin’, 


251c) p. const. nn'cos(7J—11,) = Sx,x,, p. const. sinjsinj' cos (6—6,) = sin ı, sin. 


nn) 


p. eonst. 7” — Du Dconst./sın.7, = sin’). 
Dieser constante Teil ist zu der Constante d, zu schlagen und der Teil der 
beiden Constanten «a, und d,, welcher zweiten Grades ist, kann auf dieselbe 
Weise bestimmt werden, wie wir auf pag. 101 unter No. 3 den Teil nullten 
Grades bestimmt haben, sobald die Funktion W, bekannt ist, welche wir gleich 
herstellen werden; einstweilen haben wir: 


251d) Prconsten, —.0,,,2%: bi „2m: +b,.0., 2% 
+d. 0 sin, 0 Dsinı sine td, „Dsinı? 
+2 p. const. $,. 


Die Funktion T,R, können wir übrigens aus demselben Grunde fortlassen 
wie T,S,. 


4. Wir wollen nun die Gleichung 185) mit bezug auf die Glieder zweiten 
Grades integriren; wenn wir nur diese beibehalten und die Glieder zweiter Ord- 
nung vernachlässigen, so ist: 


252) UM — &—R,+\6R,—28,|ncosv—3n? R, + |38,—6R,|n?cos2v 
_ 42, 
dv ' 
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Setzen wir: 


2528) u —ı DI 


+ZTH>, N cos(nw+2v) +2 T*?, sin’jcos (no+2%b) 


+ZET},n cos(nw—2y) +ZT7,sin’jcos (nw— 2b) 


N cosnw +ZT,.,., Sin’jcosnw 


+u.s. w. in völliger Analogie mit 241) 


dw ide. 
ange 


so leitet man aus den oben gefundenen Werten von 8 und R unschwer die fol- 
genden Ausdrücke der T-Coefficienten ab: 


252b) en ee 9% E05 Alonso air kl, e Bez: N Bl Sr IR, 
nn alle Sn 9, Sn. 
13, =; 8 En 2m, a SR... Kr Ss = 28,0 er 3h,,, 
Tan = Se 2Rens OR Daoı 
Ten = Sera 2 Rat SR Das 
Tr, — Serum 2 Ran SB Bnsı 
Tor = Saar 2 Bas 8 Raaıı — Sao 
Eis ge Ss ni ZR 0: 
To = Swan 2 Ron 
Ta. — Dans 2lnos 
Te, SER Si > AR ’ 


und für die weiteren Coeffieienten in ganz allgemeiner Weise: 


tt» a st jieR aRF» 


N.S.$' N.S.5' N.5.5'° 
Dabei sind die Coefficienten 
(+1) 1) Tr Tr4+1 "mn Tr 
I, ) I , en ’ Po ) I,3. ’ A I I ES 


gleich Null zu setzen, und man hat ausserdem: 


25) TEN 


“ dv T, 8, 27, R,— SR N Se an cos (= II) Dre IR, N. 


Ich setze nun auch W, unter die Form: 
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255) W, = WW... sinnw +EW,..sin jsinnw 
+LW.,, n’ sin (nw+2v) +2W 2 sin’ jsin(nw-+2v) 
+2W7, 7 sin (no —2v) +2W°2 sin’jsin (nw— 2b) 
+u.s. w. in völliger Analogie mit 241) 
+T,W,-#. 
Die Herstellung der Ausdrücke für die W-Coefficienten macht nach dem 
Vorhergehenden auch keine Schwierigkeiten; man erhält: 


(+2) 
1. 2:0 +2 12 T, 


en ne ME Tata er ae 
Be FT a We 
= N a PR 
_ Does 


ne)’ 


u. s. w., indem die W-Coefficienten von den T-Coeffieienten in derselben Weise 
abhängen, wie die W-Coeffieienten von den T-Coefficienten. Die Divisoren sind 
| hier dieselben wie in S,. 


| Für die Funktion #,, welche wohl immer vernachlässigt werden kann, hat 
man nach 60) und 47) 


2 alle 
2536) Be dn? cos21I ; Ay? sin 217 
dv 


cos2u —2 —- 
2 dv 


sin2v 


5. Bei der Bestimmung der Funktion T,W, endlich stösst man auf gewisse 
Schwierigkeiten; wenigstens erfordert eine vollständige Darstellung derselben 
eine sehr weitgehende Entwicklung. Nach 252c) und 251b) hat man: 


254) T do FR | IR. «0 ii 2.2.0 ar Sr | N | 2b ai Se | m cos Gr IE) 28,0. 


— 3... sin j— 2 sinjsinj'cos (6 — 6,)—2D,. sin’ 


0.1.1 
Bsp 


15 * 
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine Grösse rein erster Ordnung, und 
zu ihrer Integration leitet man aus den Relationen 10), 75), und den entspre- 
chenden 154b) und 171a) die folgenden ab: 


Re 2x, » Zur, '. 
255) fr dv = I sin(o—@,)+ — -sin(w—@,)-+'- 
5 59 6, 
2%... 
+ ı 2 sin(0,—@,)+ ll okeha: 
9,75 
a R 
ar: an) 
Im cos (I—II)dv = sin (—@,)-+ ?_ sin(@—@,)-++:'-- 
985, 5 
I ı 
aM %+%,% oe. 
5,8 
+ neue 
Du’, . 
In” dv — sin(8, —@,)-+- 
9,5 
+ ainlelaıe 
RE 2sinısin:, . 2sinssin:, . 
Ssin EHE — a ges —-sin(9 —9,)— od 
2sinı, sin:, . 
a SAT een ne al sin(® —9,)— ..oo... 
7,7, 

RER sinssin: . sinısin: . 
[sinjsinj'cos(6-6,)® = -— — — sin9—-9)-—  — — sin (# —8,)— 
br T—T, 7, 

_ sine, sing, +sinı,sinv’ Or 
T,—7, 
a 2sin.' sin... 
Ssin?z dv = - ———25n(9, —-9,)— 


Ta 


In diesen Formeln sind indessen die secularen Teile fortgelassen, da wir 
sie besonders behandeln wollen. Sie ergeben sich nach den Formeln 2ölec). 

Wenn wir alle elementaren Glieder in W, finden wollen, so müssen wir in 
der Gleichung 254) alle Glieder erster Ordnung berücksichtigen, und folglich in 


18 (7) alle Glieder zweiter Ordnung. Wir müssten also die Gleichung 
2 


SD dn? dn? 
2) = UI 


mit Berücksichtigung der Glieder zweiter Ordnung aufstellen. Diese Operation 
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hat nun allerdings keine prineipiellen Schwierigkeiten, jedoch ist die Anzahl 
dieser Glieder ausserordentlich gross, obwohl sie sich in wenige Argumente ver- 
einigen, und vor Allem müssten dazu auch die Funktionen $, und R, bis zu den 
Gliedern zweiter Ordnung einschliesslich berechnet werden, was im Uebrigen 
nicht erforderlich ist. 


Wir begnügen uns hier mit der Bemerkung, dass diese Glieder der Form A, 
welche in der Funktion W elementar sind, für unsere Zwecke, d.h. für die prak- 
tische Rechnung während eines Zeitraums von etwa 100 Jahren gänzlich belanglos 
sind, worauf ich noch später (Kapitel VIII) zurückkommen werde; sie sind mit 
den Gliedern rein erster Ordnung annähernd auf eine Stufe zu stellen. 


Eine sehr ausführliche Berechnung dieser Glieder habe ich vor einigen Jahren 
für den Planeten Hestia ausgeführt, wodurch das eben Gesagte sich bestätigt 
fand. Man wird demnach nur bei den charakteristischen Planeten nötig haben, 
die Glieder der Form A zu berücksichtigen; bei denselben tritt der merkwür- 
dige Umstand ein, dass diese Glieder, soweit sie elementar, also nullter Ordnung 
sind, ebenso belanglos sind, wie bei den gewöhnlichen Planeten, während 
sich in der Funktion W, Glieder erster (aber nicht rein erster) Ordnung vor- 
finden, die sehr merkliche Beträge erreichen, obwohl sie ursprünglich als Stö- 
rungen dritter Ordnung auftreten. Das eben Gesagte habe ich für die Planeten 
vom Hestiatypus bewiesen, während Herr Ludendorff!) die sehr mühsame Be- 
weisführung für die Planeten vom Hekubatypus mit dem gewünschten Erfolge 
durchgeführt hat. Da sich der von Herrn Ludendorff gegebene Beweis auf alle 
charakteristischen Planeten der ersten Klasse, und der von mir gegebene auf 
alle solchen der zweiten Klasse ausdehnen lässt, und ferner bei den charakte- 
ristischen Planeten der dritten und höheren Klassen die Glieder der Form A 
zweiten Grades sämmtlich rein erster Ordnung sind, so ist die Frage betreft's 
dieser Glieder, soweit sie in den Rahmen des vorliegenden Kapitels fällt, im 
Allgemeinen als gelöst anzusehen, und ich werde erst im nächsten Kapitel auf 
dieselbe zurückkommen. 


Ich will nun nur noch den secularen Teil der Funktion W mit Berücksich- 
tigung der Glieder zweiten Grades construiren. Derselbe findet sich nach 2526) 
folgendermaassen: 


255a) p. const. () = p. const. S,—2p. const. R, 
; 2 


+D 2 +1) 
Eur | Sn Ar 3R..00 | I, BE Se Ir, Hu 


Da aber der constante Teil von S- gleich Null sein soll, so ist die rechte 


1) Hans Ludendorff, Die Jupiter-Störungen der kleinen Planeten vom Hecuba - Typus. Inau- 
gural-Dissertation. Berlin 1897. 
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Seite dieser Gleichung gleich Null zu setzen und aus ihr in Verbindung mit 
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251d) die constanten Teile von 8, und R, zu bestimmen. 


6. Die Gleichung 186) giebt uns für die Glieder zweiten Grades: 


Da mit genügender Annäherung 


so wird: 


256,3 


de d(;) 

= a 7 m: 
I) u > 
a sın Jcosd, 


et Yen. sin sin (mw + +v) 


+Lct®  „nsinj sin (nw-b —v) 
+, sin) sin(nw—b +v) 
+Lc?, m sin) sin (nw— db —v) 
+ nsins' sin(nw-+b,-++v) 


+ on sinj' sin(nw+d,— v) 


+ Let? .nsinjsin (nw--b +v,) 
+Lc®, „ın sinjsin (no-+b —v,) 
+, sin) sin(nw—d +v,) 
+Lc1...1N' sinj sin (nw—v — v,) 
+ ch)... n'sinj' sin(nw+v,-+v,) 


+80 .ın sinj'sin (now -+d,— v,) 


+80 nz sin nw—d,+vV) +. Siny sin(nw—d,-+V,) 


+0 n siny sin (nw—d,—v) +80,...1N' siny' sin(nw—d,—V,), 


N°0.1:0*1 

wo 

> +2) _—_ (42 ey Narrb) +2) ger: (+2) BERTWAICEN. 

2568) 10.1.0 FE Cs 3A, C.1.0.0°1 RR ON 3A 
(+1 ren +D DK) ‚42 EL (+1) ee) 
€ .1.0.1:0 Fe On 34,0% (1.0.0.1 NE OR A 
1) Per (—1) 144» 1) Pe D _144D 
C,.1.0.1.0 ER a 14, € .1.0-0°1 ERRarE n+1-0:0.1 ar. 
2) REN 2) 14-9 (2) — ne2 _1rA-D 
€, .1.0-1:0 A a 3A, (1.001 FEB n*1°0°0-1 IA 
(+2) u (+2) 
€,.0-1-1.0 Zi Oro 


u.s. w. Die weiteren c-Coefficienten sind gleich den entsprechenden C-Coefhi- 
cienten. 


Die Integration der Gleichung 256) erfolgt in derselben Weise wie die der 
Gleichung 250), indem man n, n', sinj, sinj', 77, 7, o und o, als constant an- 
sieht. Setzt man 
257) = Zr nsinjsin (no -+p-+v) 

+27. Sin) sin (nw-+L—v) 
+27, „„nsinj sin (nw—d-+v) 
+LEZT 0 NSÄNJSIn (mw —d— v) 


+u.s. w. in völliger Analogie mit 256), 


TE Fr ei 


a 
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so wird offenbar: 


+2) 


5 c+D 
ze» a 1+1:0:1.0 2 Ze» Zr n+1-0°1:0 
257a) n.1:0.1:0 TE nd — u) +2] ’ r+1:0-1-0 1—-n? A at u) 
1 2) 
Ze Le N non GIER er 1 
zus Nenn): ’ #101. N ya In (1—u,)—2]° ) 
und überhaupt 
(+2) en 
8) yıı Enke ze» 22 (n.0.0'.8.8 
9520 128: Senn NE RATEN TEN Ye: 015: Sk umenz: TER TER TESCE 
Bu 1—-[n(1-u,)+2] ’ a3 1-n’(1-u,) ’ 
(1) (I) 
cu Ba Cn.0.0'.5.8' Ze En.0.0'.8.8' 
N.0.0 .8.8 —— Ser De? dA ze u) ’ TE Tr KERZE [nd —u,)—2]° r 


In 8, werden sich merkliche Glieder finden in denselben Fällen, wie in R,, 


mit dem einzigen Unterschiede, dass 3, keine beträchtlichen Glieder der Form 
C enthält. 


Nur bei sehr grossen Neigungen wird man einen wesentlichen Teil der 
Funktion 3, mitzunehmen haben. 


85. 
Die Glieder höherer Grade. 


1. Zum Schlusse dieses Kapitels erübrigt es noch, einige Worte zu sagen 
über etwaige Rücksichtnahme auf Glieder höheren als zweiten Grades, sowie 


Gründe dafür beizubringen, warum wir unsere Untersuchungen gerade bei den 
Gliedern zweiten Grades abgebrochen haben. 


Bei den Gliedern nullten Grades ist der Faktor von v in den Argumenten 
sehr genähert 


n1—,), 
und die Divisoren in $S und W sind 
nA—u), 
und endlich die Divisoren in R 
n(l—u)+1 und n1-u)-1. 
Bei den Gliedern ersten Grades sind: 
die Faktoren von v: n(l—u)+1 und nil-u)-—1 
die Divisoren inS und W:n(l-u)+1 und n(l-u)-—1 
n » in R: n(1-u,), ndl-u)+2, n(l-u)-2. 
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Bei den Gliedern zweiten Grades sind: 


die Faktoren von v: n(1-u,, nAl—-w)+2, nAl—-uw)—2 
die Divisoren inS und W:n(l—u) n(Al-wu)+2, n(l-u)-2 
z h in R: n(l-u)+1, n1-u)-—-1, nl-u)+3, nl—u,)—3. 


Diese Reihe ist unschwer fortzusetzen, und man zieht daraus die folgenden 
Schlüsse : 

Die Glieder der Form B sind ersten, dritten u. s. w. Grades, also stets von 
einem ungeraden Grade; die Glieder der Form A sind zweiten, vierten u. s. w. 
Grades, also stets von einem geraden Grade, mindestens jedoch vom zweiten; 
constante und seculare (d.h. von der Form constans mal v) Glieder sind eben- 
falls stets von einem geraden Grade, können aber auch nullten Grades sein; 
und zwar gilt das eben Gesagte für alle Planeten ohne Rücksicht auf den Wert 
ihrer mittleren Bewegung. 

Glieder der Formen C und D kommen nur bei den charakteristischen Pla- 
neten vor, und zwar bei den charakteristischen Planeten der ersten Klasse: 


die Glieder der Form D bei allen Graden vom nullten an, 


” ” ” ” C ” ” ” ” ersten an, 
bei den charakteristischen Planeten der zweiten Klasse : 


die Glieder der Form D bei allen ungeraden Graden vom ersten an, 


5 5 5 u „ geraden Graden vom zweiten an. 


Im allgemeinen lautet das Gesetz folgendermaassen, wenn %k die Klassenzahl 
des Planeten bedeutet: 

Ist % eine ungerade Zahl, so kommen Glieder der Form D bei allen ge- 
raden Graden vom (k—1)ten an, und Glieder der Form © bei allen ungeraden 
Graden vom %-ten an vor; ausserdem aber finden sich Glieder aller beiden 
Formen bei jedem Grade vom (2% —1)ten an. 

Ist % eine gerade Zahl, so kommen Glieder der Form D nur bei allen un- 
geraden Graden vom (k—1)ten an, und Glieder der Form C nur bei allen ge- 
raden Graden vom k-ten an vor. 


2. Wenn wir von den charakteristischen Planeten der dritten und der hö- 


heren Klassen absehen, so zeigt sich in der That bei den Gliedern zweiten 
Grades ein gewisser Abschnitt, indem die Glieder höheren als zweiten Grades, 
soweit sie merklich gross sind, keine neuen Argumente aufweisen, die wesentlich 
verschieden (mit Bezug auf ihre Periode) sind von denen der niederen Grade, 
so dass man einerseits die Glieder der geraden Grade und andererseits die der 
ungeraden Grade unter sich als stark genug fallende Reihen ansehen kann. 
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ud 


Die gewöhnlichen Glieder dritten Grades sind in fast allen Fällen sehr 
klein; und auch die elementaren und charakteristischen Glieder nehmen an 
Grösse mit ihrem Grade und mit der Klassenzahl des Planeten ab: handelt es 
sich z.B. um einen Planeten der dritten Klasse, so wird man nur bei ganz be- 
sonders starker Annäherung an die strenge Commensurabilität einige wenige 
Glieder höheren als zweiten Grades berücksichtigen müssen, hauptsächlich solche 
der Form ©. Denn je höher die Klasse ist, der ein charakteristischer Planet 
angehört, um so mehr muss das Verhältniss der mittleren Bewegungen sich der 
strengen Commensurabilität nähern, damit die betreffenden Glieder merklich 
werden. Commensurabilitäten höherer Klassen haben darum keine solche Be- 
deutung wie die der niederen. (Vgl. Kap. VII.) 

Unter Umständen ist die Mitnahme des einen oder anderen Gliedes dritten 
Grades noch zu empfehlen, nicht etwa in der Entwicklung der Störungsfunktion, 
wohl aber in der Differentialgleichung 185) für W, wo Glieder wie die folgenden 


R,ncosv, nu, ; R,ncos2v, 


einen gewissen noch merklichen Betrag erreichen können. 

Ob noch in vereinzelten sonstigen Fällen die Mitnahme einiger Glieder dritten 
Grades (also auch in der Entwicklung der Störungsfunktion) angebracht ist, 
hängt im Einzelnen von den Beträgen der FExcentrieitäts- und Neigungsmoduln 
ab, und es lassen sich darüber keine einfachen allgemeinen Regeln aufstellen. 


Siebentes Kapitel. 


IDie charakteristischen Planeten. 


Sl 
Die Glieder nullten Grades. 


1. Die Gleichungen 183) bis 186) sollen nun integrirt werden für den Fall, 
dass es sich um einen charakteristischen Planeten handle und dass also in der 
ersten Annäherung bereits die Störungen zweiter (eventuell auch höherer) Ord- 
nung berücksichtigt werden müssen. Ich werde hierbei auch Gelegenheit nehmen, 
von den Fällen sogenannter strenger Commensurabilität zu sprechen und zu 


zeigen, wie die Integrationen für jeden beliebigen Wert der mittleren Bewegung 
auszuführen sind. 


Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band, a. 16 
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Bei der Herstellung der Glieder nullten &rades handelt es sich nur um 
die charakteristischen Planeten der ersten Klasse, da die übrigen nach den For- 
meln des vorigen Kapitels berechnet werden können. 

Ich will zunächst die Planeten vom Hecubatypus besprechen, für welche 
das Verhältnis w nahe gleich #4 ist. Wie wir oben gesehen haben, ist $, rein 
erster Ordnung; dagegen wird R, ein grosses Glied enthalten, das offenbar das 
Argument 2w hat. Ich setze darum den Teil von R,, welcher nicht rein erster 
Ordnung ist, unter die Form'): 


258) parsR, = ß,cos2w, 


wo der Coeffieient 8, vorläufig unbekannt ist. Ich will durchweg die griechi- 
schen Buchstaben für alle solchen Coeffieienten anwenden, welche zwar erster, 
aber nicht rein erster Ordnung sind, also kleine Divisoren enthalten. 

Die Gleichungen 188), 193) und 205) bestehen auch hier, und zwar giebt 
uns die letztere für den wesentlichsten Teil von W,, d.h. für den Teil, der 
wesentlich grösser ist als die störende Masse: 


d 
Pate 77 — 2ß, cos2w, 
oder integrirt: 
259) pass W =; a sin dr, 
woraus 
259a) parsK, = — > sin 2w 
v —0: 


() 


2. Wenn man die so gefundenen Teile von R, und X, in 188) einsetzt, nur 
die Glieder mit dem Argument 2w beibehält, und alle Glieder rein zweiter, 
sowie die dritter Ordnung bei Seite lässt, so wird: 


ds : 
pars - = sin2w. 


dv 


2 
Aue Zn 34: Rz Fuer A. ß, 
1 


Diesen Ausdruck integriren wir nach der Formel 190) und stellen S, wieder 
durch die Entwicklung 191) dar; dann ist, wenn man bedenkt, dass V, = 0: 


A iR A uA 
260 Ss = 2-0:0 | 4.0.0 FoyE 4.0 | " 
ei Een a: 


Wir haben also den Coeffieienten 8 mit Einschluss der Glieder zweiter Ord- 


2.0.0 
nung, jedoch mit Ausschluss derjenigen rein zweiter Ordnung hergestellt. Aller- 


1) Durch die vorgesetzte Bezeichnung „pars“ soll angedeutet werden, dass nur ein Teil der 
betreffenden Funktion gemeint ist. 


ET Tr 
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dings ist der Coefficient ß, noch immer unbekannt; wir werden ihn gleich be- 
stimmen. 


3. Wenn wir nämlich in der Gleichung 193) die Glieder rein zweiter, sowie 
die dritter Ordnung fortlassen, so ist: 


261) d’R (G 


a 


n°0-0 COS NW 


— (F N sinnw+2%S,, 
— ZB, .. cosnw—L.Br.,., R,cosnw— InuB, ,, K,sinnw. 


Die Differentiation der Relation 258) giebt uns aber mit derselben Genauigkeit: 
) i 
ars|-——) = —2(1-u,)ß,sin2w, 
pP | dv ), A-u,)ß 
und wenn wir diesen Wert, sowie die Werte 258), 259a) und 260) in die vor- 


stehende Gleichung substituiren und nur die Glieder mit dem Argument 2 bei- 
behalten, so wird: 


262). pars = +R| = —ED COS 2 

wo 

2628) Dar ar Pp,+P, ß, 

und 
Di er 

on RE d— )A BR DARAN BE IB 2 WB 
ea de 


Diese beiden letzteren Coeflicienten können ohne Weiteres berechnet werden, 
wenn auch noch nicht streng, da die Constanten «, u und u, noch nicht genau 
bekannt sind. Zur Integration der Gleichung 262) erinnert man sich der Re- 
lation 197) und ihres Integrals, und man wird schreiben: 


parsR, = 9,sinv—g, cos v 

263) a = %b, cos (2w+v)+1b,, cos (2w—v) 
CE iD,.. sin (2w+v)—4b,.,, sin (2w— v) 
dv m 99900 «2 2°0°0 Y 


Ich will nun setzen: 
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1-6 dee: 


264) We mn en 


wonach also die Grössen d und 6, als klein anzusehen sind. Nach den Relationen 
210) und indem wir c, gleich Null annehmen, besteht zwischen ihnen die wich- 
tige Beziehung: 


265) 6, = d—-2uy. 


Nur bei den kritischen Planeten, d.h. bei denen, deren mittlere Bewegung 
sich ganz besonders stark einem commensurablen Verhältniss nähert, dürfen 
wir y nicht gleich Null annehmen, wie sich gleich zeigen wird. Da unsere For- 
meln auch für diese Planeten gelten sollen, so behalten wir es bei. 

Man hat also: 

250) An) Er, Ml-m)+l = 248, Bla), 


Integriren wir die Gleichungen 263) nach den Formeln 201), so wird: 


Ü 5 i 
= 33,09 sin (2w-+») +} "500 sin (2w—v) 
1 1 
1 Drioso 1 Ah 2 
er horse ae, w—v), 
woraus man erhält: 
en il d: N DR 
266) B, = en 200 UT Dr 


und mit Rücksicht auf den Ausdruck 262a) für b,.,, ergiebt sich folgende Glei- 
chung für den Üoeffiecienten Pß, 


267) 2, +6, +P)B, = PB: 


aus welcher ß, berechnet werden kann, sobald Ö, genau genug bekannt ist; ist 
das letztere nicht der Fall, was wohl nur bei den kritischen Planeten vorkommen 
kann, so wird man sich ein Täfelchen rechnen, das ß, für verschiedene Werte 
von Ö, giebt, und aus dem man später den richtigen Wert interpoliren kann. 


4. Im Falle nun, dass ö, gleich Null wäre, würde ß, sehr gross und zwar 
nullter Ordnung werden, und im Falle der Ausdruck 26,+67+p; verschwände, 
wäre ß, unendlich. Aus diesem Grunde hat man geschlossen, dass unser Inte- 
grationsverfahren für die kritischen Planeten unbrauchbar wäre; Gylden hat 
ebenso wie Herr Harzer complieirtere Integrationsmethoden aufgestellt, um 
dieser Schwierigkeit aus dem Wege zu gehen. Ich habe aber schon in den 
Astronomischen Nachrichten!) gezeigt, dass solche Werte von d, garnicht vor- 


1) No. 3346. 
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kommen können, und dass also eine strenge oder äusserst genäherte Commen- 
surabilität zwischen den mittleren Bewegungen des störenden und des gestörten 
Körpers überhaupt ausgeschlossen ist. 6, ist immer gross im Verhältniss zur 
störenden Masse. Den Beweis hierfür will ich jetzt im Einzelnen geben und 
dazu zunächst den Ausdruck der Constanten y mit Hilfe der Gleichung 205) 
aufstellen. Diejenigen constanten Glieder auf der rechten Seite dieser Gleichung, 
welche rein erster Ordnung sind, haben wir zu c, geschlagen und mit dieser 
Grösse zum Verschwinden gebracht. Es wird also 


268) v=3ß) 


wo die Glieder vierter Ordnung sowie die zweiten Grades fortgelassen sind ; 
denn y enthält nur Glieder gerader Grade und offenbar auch nur solche ge- 
rader Ordnungen. Hiermit wird: 


269) er 


Bisher haben wir zwei Arten von mittleren Bewegungen (n und n,) einge- 
führt, die bei allen nicht kritischen Planeten als identisch angesehen werden 


können ; denn es ist: 


In’ 

BE Ro en 
270) & nn 

2n fig ulleio, 


n, 


Wir wollen uns die Bedeutung dieser Constanten klar machen. n ist offenbar 
diejenige Grösse, welche als Integrationsconstante auftritt, so dass Ö jeden be- 
liebigen reellen noch so kleinen positiven oder negativen Wert, die Null einge- 
schlossen, annehmen kann. Ich will darum n die „Bewegungsconstante“ und 
n, die (wahre) „mittlere Bewegung“ nennen; nur die letztere tritt in unseren 


Divisoren auf. 

Man wird aber noch von einer dritten Constante », zu sprechen haben; ich 
habe nämlich bereits in den Gleichungen 153) und 161a) den secularen Teil von 
W wie folgt bezeichnet (da c, = 0): 


p. se. W = pw, vy=y+4Y. 
und die Relation 
u, = w(l+p) 
eingeführt. Aus der Gleichung 155) für das Argument w,: 
we ol BL Wer Werne 


folgt, dass derjenige Teil dieses Argumentes, ebenso wie der des Argumentes w, 
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der der Länge v proportional, also secular ist, der folgende sein wird 
p. sseew=p. sec. w = (l-u-uy)v = (1-u,)v, 


wo ich die kleinen Grössen ce und c’ fortgelassen habe. 
Setzt man in Analogie mit den Relationen 270) und 264): 
n' 1-06, 


271) Fan = MU, und Wa, D) ’ 


so gelten die Beziehungen: 
n 
I4y 
6, = d-2uy = d, —2uy.. 


2 


272) n,= 


Ist die Grösse d, äusserst nahe resp. streng gleich Null, so tritt der Fall 
ein, den man Libration genannt hat, und der sich ebenfalls nach unserer Me- 
thode ohne wesentliche Schwierigkeiten behandeln lässt. Aus diesem Grunde 
will ich n, die „mittlere Bewegung in Länge“ nennen, da solche Relationen 
zwischen den mittleren Längen, wie sie sich z. B. bei den Jupitersmonden zeigen, 
von ihrem Werte abhängen. 

Es mag hier wiederholt werden, dass y, mindestens zweiten Grades ist und 
sowohl positiv wie negativ sein kann; y ist stets positiv und bei den charak- 
teristischen Planeten der ersten Klasse nullten Grades, bei allen übrigen aber 
mindestens vom zweiten Grade. 


5. Wir wollen jetzt die Gleichungen 267) und 269) betrachten. Wenn wir 
die Grösse d, sich der Null nähern lassen, so wird nach 267) ß, unaufhörlich 
wachsen, dagegen nach 269) sich der Null oder doch einer ausserordentlich 
kleinen Grösse nähern; man kann hieraus schon schliessen, dass es für ß, eine 
obere und für d, eine untere Grenze giebt, die diese Grössen nicht überschreiten 
können. 

Wenn wir den Wert 269) für d, in die Gleichung 267) einsetzen und 6° 
gegen 6, vernachlässigen, so findet sich die Relation: 


273) B+trß+ta= 0, 
wo 
...20-+p! Inte 10 00, 
p ne bw q = Zion 


Aus derselben lässt sich ß, für jeden beliebigen Wert von ö berechnen, und 
zwar zeigt ein Blick, dass der Maximalwert von ß, von der Ordnung der Kubik- 
wurzel aus der störenden Masse ist. Die Relation 269) dient zur Berechnung 
des entsprechenden Wertes von d,; der kleinste Wert, den d, annehmen kann, 
ist von der Ordnung der Kubikwurzel aus dem Quadrat der störenden Masse. 


THEORIE DER KLEINEN PLANETEN SIEBENTES KAPITEL. 1927 


Zur numerischen Lösung der Gleichung 273) hat man die folgenden drei 
Fälle zu unterscheiden : 


I. Wenn 


Am 


ist, so hat die Gleichung nur eine reelle Wurzel. Durch Einführung der nu- 
merischen Werte für p, und pi habe ich gefunden, dass die Bedingung a) den 
folgenden Bedingungen gleichbedeutend ist: 


a,) ö < +0.0147 n = 607.2. 


Dieser Fall entspricht aber allen negativen Werten von d, dem Werte Null (der 
strengen Commensurabilität) und allen positiven Werten, welche kleiner als 
0.0147 sind, und man hat dementsprechend in diesen Fällen 

ß, negativ und |P,| < 0.122 

ö, negativ und |6,| > 0.0082 

n, = 593.3. 
IH. Wenn 

4 „° 


b) a 


so hat die Gleichung drei reelle Wurzeln, von denen zwei einander gleich sind; 
die Bedingung b) entspricht den folgenden: 


b,) ra. 60772, 


und ich fand die entsprechenden Werte 


ß, = -0.122 und = +0.061 
d, = —0.0082 und — +0.009 
n, — 593.3 und = 603”.8. 
II. Wenn 
4 3 
o) l+37 ® <o, 


so hat die Gleichung drei verschiedene reelle Wurzeln, von denen wir aber zwei 


verwerfen müssen, da sie zu unbrauchbaren Resultaten führen, wenn d wächst. 
Man hat in diesem Fall 


6.) ö > +0.0147 und n > 607'2, 
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und ferner 
ß, positiv und |Pß,| < 0.061 
ö, positiv und |6,| > 0.0091 
n, > 603.8. 
Ich gebe im Folgenden eine kleine Tafel wieder, die ich bereits in den 
Astronomischen Nachrichten mitgeteilt habe, und die die Werte von d,, n, und 


ß, für n und d als Argument giebt, wie sie aus den Gleichungen 269) und 267) 
folgen: 


Tabelle I. 

log 6 n log ö, N, log ß, 
8.60, 5754 | 861, | 575.0 | 8.32, 
8.40, 583.6 8.42, 582.8 8.50, 
8.20, 588.9 8.28. 5872 8.66. 
8.00 592.3 8.18, 589.4 8.76. 
7.00, 597.7 8.08, 591.6 8.9" 
we 598.3 8.08, 591.8 8.93, 
7.00 598.9 8.02, 592.1 8.94, 
8.00 604.2 7.94, 593.1 9.08, 
8.15 606.8 | 7.93, 593.2 9.08, 

7.92. 759337.79:09:| 
8.1670 | 6072 | 796 | 6038 | 879 | 
8.20 607.9 810 | 605.9 8.67 
8.40 613.7 8.38 612.9 8.41 
8.60 623.1 8.60 623.1 8.19 


wo den Logarithmen selbstverständlich — 10 anzuhängen ist. 


Die Maximalwerte, welche ß, seinem absoluten Betrage nach annehmen kann, 
werden also +0.061 und — 0.122 sein, während Ö,, absolut genommen, nicht un- 
ter die Grenzen — 0.0082 und +0.0091 heruntersinken kann. Die Werte der 
mittleren Bewegung n,, welche zwischen 598”.3 und 603”.8 liegen, können nicht 
vorkommen, und es zeigt sich eine sehr ausgeprägte Lücke im System der kleinen 
Planeten für das Commensurabilitätsverhältniss 4, eine Thatsache, die durch die 
Beobachtungen bestätigt wird. n, ist eine unstetige Funktion von n, und es 
darf nicht vergessen werden, dass », nicht unmittelbar mit der elliptischen oscu- 
lirenden Bewegung verglichen werden kann, und dass wir nur die Glieder null° 
ten Grades in Rücksicht gezogen haben. Aus diesem Grunde kann die von uns 
gefundene Lücke nicht identisch sein mit derjenigen, welche sich aus den oscu- 
lirenden Elementen des Berliner Jahrbuchs ergiebt. Wenn wir auf die Glieder 
höheren Grades Rücksicht nehmen, so erweitert sie sich. 

Hat die Constante » genau den der Bedingung b) entsprechenden Wert, also 
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ungefähr 607”.2, so lässt das Problem zwei Lösungen zu, und der Planet befände 
sich gewissermassen in einem labilen Zustande. 


Hiermit ist bewiesen, dass unsere Integrationsmethode (zunächst mit bezug 
auf die Glieder nullten Grades) stets zu brauchbaren Resultaten führt, wie nahe 
auch das Verhältniss der mittleren Bewegungen (oder nach unserer Bezeich- 
nungsweise der Bewegungsconstanten) einem streng commensurablen Verhältniss 
kommen möge, und die angewandte Methode dürfte wohl die einfachste sein, die 
man mit den gegenwärtigen Hilfsmitteln der Mathematik aufstellen kann. 


6. Eines möchte ich noch hinzufügen, nämlich dass es uns hiermit gelungen 
ist, einen interessanten Specialfall des Dreikörperproblems in aller Strenge zu 
lösen; nämlich den Fall, in welchem störender und gestörter Körper sich in 
derselben Ebene bewegen und die Excentrieitätsmoduln beider, sowie die Masse 
des gestörten Körpers gleich Null sind. In diesem Falle beschreibt der stö- 
rende Körper eine Kreisbahn, der gestörte Körper jedoch eine Bahn, welche (bei 
Annäherung des Verhältnisses der mittleren Bewegungen an einen commensu- 
rablen Bruch) genähert als eine Ellipse mit der eventuell recht beträchtlichen 
Excentricität ß, und der starken Apsidenbewegung Ö, angesehen werden kann. 
Diese Apsidenbewegung ist retrograd, wenn d, positiv, n also grösser als 607".2 
ist. Nähert sich die Masse des störenden Körpers der Null, so nähert sich die 
Bahn des gestörten Körpers selbstredend der Kreisbahn. 


<. Ich will nun den Begriff der kritischen Planeten strenger definiren, und 
solche Planeten kritische nennen, für welche die Constante y numerisch grösser 
ist als eine Grösse rein erster Ordnung; für sie ist der Coefficient ß, seiner 
Grössenordnung nach grösser als die Wurzel aus der störenden Masse, und ö, 
kleiner als dieselbe Für alle nicht kritischen Planeten kann y zu c, gezogen 
und annullirt werden, so dass u, = u und ö, = Ö wird. Unter den bis jetzt 
entdeckten Planeten des Hecubatypus scheint sich kein kritischer zu befinden; 
dagegen hat es den Anschein, als ob die meisten Planeten des Hildatypus zu 
diesen zählen, von denen wir nun sprechen werden. 

Die Hauptaufgabe bei der Berechnung der kritischen Planeten ist die Be- 
stimmung der Constanten ö,, welche sich ohne grosse Schwierigkeiten aus oscu- 
lirenden elliptischen Elementen findet. Auf diese Operation im gegenwärtigen 
Teile dieser Arbeit einzugehen, würde uns zu weit führen. 


8. Wir wollen nun die Planeten vom Hildatypus betrachten, für welche u 
nahe gleich 3 ist. Hierbei kann ich mich kurz fassen, da das Verfahren ganz 
analog dem eben auseinandergesetzten ist. Derjenige Teil von R,, welcher gross 
ist im Verhältniss zur störenden Masse, hängt hier offenbar vom Argument 3% 
ab, und ich setze dementsprechend 


AR Vu (RER pars R, = P,cos3w, 


Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band 1, 2. 17 
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woraus man ableitet 


2 ßı Ä 
275 ars K, = -— 3  — sindw. 
H 7 3(1-u,) 
Durch Einsetzen dieser Werte in die Gleichung 183) und wenn man dieselbe 
integrirt, so wird der vom Argument 3» abhängige Coefficient in $, 


A 4: 2u A 
276 So, Fe & ee. 
30-0) Eau) Bau 
Wenn man weiter den Ausdruck 
vars (G) — -3(1-w,)B, sin 3w 
® 0 


berücksichtigt, so hat man aus der. Gleichung 193) 


277) pas GR +2 — Ip, +p! ß,} cos3w, 
wo 
2A ,.0.0 
PD za nd 
ı Sa 3:0.0 
ar a 4A: 4u A u. B 
' = 3 re AN RER u 6.0:0,277° 1-0 Beh; 1.0 u 6:0°0 , 
Pı 2 A 4) Ad. = 3 A a) 3(d a u)’ Bo B Bi. =. TE, 


Bezeichnet man; 


278) Be 


so besteht zwischen ö und 6, die Relation: 
279) 6, = d—-3uy, 
und es ist 
sl-u)=1+494 3(4-uw)+1= 246, 38(1-u)-1 = 6. 
Für ß, hat man also die Gleichung: 


280) (25, +d;+p\) ß; U) 
und für y wieder: 

281) r=3ß, 

also 

282) 6, = d—2uß. 


Wenn wir diesen Wert von d, in 280) einführen, und ö? fortlassen, so kommt 
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283) B+pß,+a=9, 
wo 
u un 
pP Fa: Yu I Te, Im 


und diese Gleichung discutiren wir wie 273). Mit Berücksichtigung der numeri- 
schen Werte von », und p! (die ich hier indessen nur genähert berechnet habe) 
können wieder drei Fälle eintreten: 


4 p® 
a) 1l + 37 g’ =0! 
Die Gleichung hat eine reelle Wurzel, und es ist: 


ö < + 0.0257 n < 454.5 

ß, negativ und |Pß,| < 0.124 

d, negativ und |6,| > 0.0217 
n, < 43".8 


4 p® 


b) 4a). 


Die Gleichung hat drei reelle Wurzeln, von denen zwei einander gleich sind, 
und es ist: 


6 = +0.0257 n = 454'5 
ß, = -0.124 und = +0.062 


ö, = -0.0217 und = +0.0140 
n, = 489'8 und = 451"9. 
4 p 
e) | +97 m: <O0. 


Die Gleichung hat drei verschiedene reelle Wurzeln, von denen zwei zu verwerfen 
sind, und es ist: 


ö > +0.0257  n> 4545 
ß, positiv und |Pß,| < 0.062 
ö, positiv und |d,| > 0.0140 

n, > 1”9. 


Ich gebe wieder eine kleine Tafel, die ß,, d, und n, als Funktion von ö 


resp. n giebt, und die ich auch schon in den Astronomischen Nachrichten ver- 
öffentlicht habe: 


177 
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Tabelle II. 

log‘ n log 6, N, ö, 
8A, 4430 | 848, | 120 | 8.7, 
8.00. 446.5 | 8.44, | 442.6 | 8.88) 
7.00. 4485 | 840. | 443.1 | 8.95, 
=. 4487 | 840. | 443.1 | 8.96 
7.00 448.9 | 8.38. | 443.4 | 8.96. 
8.00 451.0 | 834, | 443.8 | 901. 

| 8.34, | 438 | 9.09, 
Se le | 3 
8.45 4551 | 834 4537 | 8.67 
8.50 455.9 | 8.48 454.8 | 8.60 
8.60 457.8 |.857. | 4572 | 849 


wo den Logarithmen selbstverständlich —10 anzuhängen ist. 
Die Lücke umfasst hier die Werte der mittleren Bewegung von 443".8 bis 
451".9; mit Berücksichtigung der Glieder höherer Grade erweitert auch sie sich. 


9. Man kann übrigens schon in der ersten Annäherung die Glieder dritter 
und selbst vierter Ordnung mitnehmen; die Gleichungen 273) und 283) würden 
dritten Grades bleiben, und bis zu den Gliedern dritter Ordnung sind unsere 
Entwicklungen der Funktionen P und W ausgeführt. Erst wenn man.die Glieder 
fünfter Ordnung, also in y diejenigen vierter Ordnung berücksichtigt, werden 
diese Gleichungen fünften Grades ; streng lauten sie folgendermaassen : 


284) (28, +9)f = m+tmBı+P Bitte 
Die rechte Seite dieser Gleichung bildet eine convergente Reihe, da das Ver- 


(n) 
1 


hältnis zen die Einheit als Grenze hat, und der Coeflicient ß, wesentlich kleiner 


als Eins ist. Es fragt sich nur, ob für praktische Zwecke die numerische Con- 
vergenz der ersten Glieder stark genug ist, damit man die Reihe mit ihnen ab- 
brechen kann. Für die Planeten vom Hecubatypus ist genähert: 


logp, = 7.13— 10 logp} = 7.63, —10, 
und für diejenigen vom Hildatypus 
logp, = 7.46-10 logp| = 826, —10. 


Die p-Coefficienten nehmen also nicht unbeträchtlich zu, und für die grösseren 
Werte von ß, wird man unter Umständen gut thun, die Reihe nicht zu früh 
abzubrechen. Schwierigkeiten stellen sich der Berechnung der p- Coeffieienten 
nicht in den Weg. Die letzteren werden noch stärker wachsen für die Planeten 
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vom Thuletypus, für dieselben habe ich die numerischen Rechnungen nicht aus- 
geführt. 


10. Nachdem ß, bekannt ist, können wir auch die Funktion W, berechnen, 
was genähert schon durch die Formel 259a) geschehen. Indessen müssen in W, 
auch die Glieder zweiter Ordnung berücksichtigt werden, welche nicht rein erster 
Ordnung sind. Man erhält leicht aus 185), wenn wir als Beispiel die Planeten 


vom Hecubatypus wählen, 


pars AU —= —2R,+3R, = y—2P, 008 2w+23ß} cos4w. 
Wenn wir also setzen 


pars W, = yv-+y, cos2w-+ W,... 08 4w , 
so wird: 


u, ' a 81 Zu) 


und y ist aus dem Vorigen bekannt. 


ß: En 


11. Die Berechnung derjenigen Glieder nullten Grades, welche rein erster 
Ordnung sind, also der gewöhnlichen Glieder, bietet offenbar nicht die geringsten 
Schwierigkeiten; sie erfolgt nach den im vorigen Kapitel gegebenen Formeln, 
und man kann dabei, nachdem ß, bekannt ist, auch gleich die wichtigeren Glieder 
zweiter Ordnung mit berücksichtigen, was indessen meist überflüssig sein dürfte. 


2 
Die Glieder ersten Grades. 
1. Unter den Gliedern ersten Grades finden sich merkliche bei den charak- 


teristischen Planeten der beiden ersten Klassen. Wir wollen zunächst die der 


ersten Klasse betrachten und als Beispiel wieder diejenigen vom Hecubatypus 
wählen. 


Die Argumente der Glieder ersten Grades sind die folgenden: 
nwEv und nwEv,. 


Der Faktor von v ist also nahe: 


nA1-u&1, 
und für w nahe gleich 4 werden diese Glieder von der Form sein für n = 2, 
und von der Form D für n = 4 (wie bereits im vorigen Kapitel gezeigt wurde). 


Die ersteren haben also die Argumente: 


2w—v und 2w—Vv,, 
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und die letzteren: 
4dw—v und 4w—V.. 


Wir merken uns die Beziehungen: 
2(1-u) E57 1.0, 2 u)! m Ö, Z(l u) 1 = 1+20.. 


Die Funktion $, wird zwei merkliche Glieder der Form C enthalten, die 
wir, wie folgt, ansetzen können: 


285) pars 8, = 0,1c0s (!w—v)+a,n' cos (2w — V,). 


In der Funktion R, werden sich diese Glieder ebenfalls vorfinden, da $ auf 
der rechten Seite der Gleichung 184) steht, diese rechte Seite also nicht rein 
erster Ordnung ist; ausserdem enthält R, die Glieder von der Form D. Wir 
schreiben demnach: 


286) pars R = ß,cos2w+Pß,ncos(2w—v)+P,n' cos (2w — v,) 
+Pß,ncos dw— v)+Pß,n' cos dw—v,), 


wo ich auch des Glied nullten Grades, das aus dem Vorigen bekannt ist, wieder 
hingeschrieben habe. 

Die Gleichung 184) giebt mit Vernachlässigung aller Glieder zweiter und 
rein erster Ordnung: 


OR 


Zn 


= 2T,$, = 2u,ncos (2w—v)+2a,n' cos (2w— v,). 
1 
2 


R 
dv? 


Da aber hier offenbar rein erster Ordnung (oder vielmehr noch kleiner) 
ist, so wird: 

TR,=2T8$, 
und wir haben die Beziehungen: 


287) ee 3ß,, Rs Tz Ißs: £ 


welche also mit Vernachlässigung der Glieder zweiter und der rein erster Ord- 
nung gelten. 


Mit derselben Genauigkeit wird aber 185): 


dW 
pars a = —2R,+8,—2R,+6R,ncos v 


—2ß, cos 2w+(@,—2ß,+ 3ß,)ncos (2w—v)+ (a,;—2ß,)n' cos(2w—v,) 
—2ß,n cos (dw—v) —2ß,n' cos (dw —v,) 
+3ß,necos (2w-+v). 
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Wir berücksichtigen nun, dass wir (Kapitel V.) W so zerlegen wollen, 
dass die gewöhnlichen Glieder, sowie die der Form D zu K und die der ‚Form 
C zu V kommen; ich setze dementsprechend: 


288) pars(K,+K,) = y,sin2w+7, nsin(dw— v)+7,n'sin(4w—v,)+y,n oe 


289) pars(T-) = 7,1008 (2w—v)+Y,n cos (2w—V,). 
a 
- Es wird dann offenbar, wenn wir die Integration über die Glieder der Form 
D ausführen: 


— 2B, TE N ge 2B, ze: 3ß, 
ET Val. eos Kerle 1+29, ’ Hs: = 240, ’ 


oder mit ausreichender Genauigkeit: 


290) Va —2ß,, Vale =2aD,, oe —2ß,, el Se 3ß, ir 
und mit Rücksicht auf 287) 
290a) Y% = 73 +3Pß,, Pa = 7 3ßs: 


2. Wir haben jetzt die «- und die y-Coefficienten, also den wesentlichsten 
Teil der Funktionen S und W ausgedrückt durch die in R vorkommenden ß- 
Coefficienten, und wir können nun zur Integration der Gleichungen 183) und der 
folgenden übergehen. Mit Fortlassung der Glieder zweiten Grades und derje- 
nigen dritter sowie der rein zweiter Ordnung können wir die Gleichung 183) 
wie folgt schreiben: 


ds = 

TER STE 9 939 0 

und mittels der Entwicklung der Funktion Q haben wir: 

291,0 2 — IA, ..sinnw— 2A! R, sinnw+XnuA,.,, K,cos nw—B3LA,.,,S, sinnw 


Nel-O 


— LA, nsin (nw—v)— LA," R,nsin (nw— v)+Lnu Al), K,cos(nw—v) 


— ZA nsin(nw+ v)—LANT R,nsin (nw+v)+InuA., K,cos(nw-+v) 
n+1'0 
— EAN, n sin(nw+v)—LAHN Rn sin(nw-+v)+Lnu A, K,cos(nw-+-v,) 
— LAT n sin(nw—v,)—LA,54° R,n' sin(nw—v,)+Inu AT), K,cos nw—v,). 


Wir integriren diese Gleichung und behalten im Integrale nur die Glieder 
mit Argumenten einer der charakteristischen Formen: 


2w—Vv, 2w—V,, 4w—v, 4w—Vv,, 
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oder der elementaren Formen 


v und v, 
bei. 
Ich habe in der Gleichung 291) die Glieder nullten Grades beibehalten, so- 
weit sie erster Ordnung sind, da durch ihre Integration Glieder ersten Grades 
entstehen; es ist nämlich nach 190) 


: EA, ) a, 
A, (fein nu do), en Eu a 


und diesen Wert müssen wir für das erste Glied rechter Hand der Gleichung 
291) einsetzen; und zwar erhält man mit Rücksicht auf 289) und 290a): 


pars IA, Ssinnwdv — 41 A 2 —B,)fn sinvdo— A,0B fi sinv,dv 


HE Anno B,-Aafnintieäe A 00B,/n'sin (dw—v,) do. 


Ferner findet man mit Hilfe der Werte von R,, K, und $;: 


pars&4}, ,R, sinnw — 414% B,+44% B,\nsinv-+| 34° B,+44AN B,\n'sinv, 
—144,2,B.nsin2w— v)—44}%, B,n' sin (2w— v,) 
+44; ß, nsin dw—v)+4432,ß,n' sin (4w— v,) 
pars Inu A, „K,cosnw =}4uA, „Bet 3tAscoßı | nsinv+4uA,,B,n' sinv, 


—[2u4, „B.+3u4,..,B,\nsin @u—v)—2uA,.,B,n' sin(20w—v,) 
—3u A, ßınsin(dw—v) 
pars2&4A,, S,sinnw =144,,.P,nsinv+14,,,ßn sinv, 
+14, P,nsin dw — v)+14A,,,ß,n' sin (dw— V,). 


Weiter haben wir unter den Gliedern erster Ordnung in 291) die folgenden 
zu berücksichtigen: 


An.nsmv, Ad nsnw—v), An sin(w—v,), 
AT, nsin (dw— v), Ar. sin (dw— v,). 
Endlich geben die mit R, multiplieirten Glieder den folgenden Teil: 


N +1-1-0 __1 4-1-10 a +1e1:0 —1-1.0 R® 
134H1 44, IB nsinv— 14440 _ An \Bın'sinv, 


44° Bı nsin (2w— v)+14AHr1° —1.4742°| B,n' sin (2iw— v,) 
— 14.451304 4.4212] B,.msin (dw— v)— [445414145320] 8, n'sin (do v.), 
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und die mit X, multiplieirten den folgenden: 


+[2u AP, — 2u A |, nsin v+|2w Ast), —2u AS, |ß,n'sinv, 
+44 47, ß, n sin (2w — v) +4uA7.,ß,n’ sin (2w — v,) 
Fa | 2uA,.. PER buds.. | ß; N sin (dw IF v) De | 2u Ads a 1979: Kand | ß, 7 sin (dv Fr V)). 


Wenn wir alle diese Werte einsetzen in 291), so findet sich: 


292) = — —a*) nsinv an sinv, 
— an sin 2w—v) — ad, n sin (2w— v,) 
— a, nsin (de — v)— ann sin(4w—V,), 
wo 
2922) en = U R+m Rt BP, 
Oo ERNE Ana Ti dr ß, a 0 ß; =fr 4 ß, 
a Art th 
a Aa 0, 1.928, 
an = Amt htm 
GA Bin Be 
und wo 
29%) a — ZuA, st Atiir-g Anti 2uättt H2uAcN, 


4 = 41-2) A,.0+ 4A: 
% apa An Arc 
an — Ama IA 2uAs,,. +2uA 


2:0.1 zr de 
ge A 3A, AA, 

0 1A 1.20 AN, 
A ai 


1 — HAIE HFALICH BuA, + Aa + MAN GuAl 


2.1.0 6+1,0 
[6D) 


0 = HARSICH BA + BALD, — 6uAhl, 

Die A- sowie die q-Coeffieienten können berechnet werden und auch ß, ist 
aus dem Vorigen bekannt. Ich habe in den vorstehenden Formeln für u, den 
Bruch 4 gesetzt, da dadurch nur Glieder rein zweiter Ordnung vernachlässigt 
werden. Wenn man auch u = H} setzt, so würde der Üoefficient A,,, im Aus- 
druck von g” verschwinden. Die Coefficienten ß,, ß,, ß, und ß, sind noch unbekannt. 

Ich will zunächst denjenigen Teil von S, bestimmen, welcher von der Form 
€ ist, also in erster Linie die Coefficienten «, und «,. Es ist 
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TS = - a fnsin (2w— v)dv— a» n' sin (2 — v,)dv, 


und die Integrale haben wir nach 214) auszuführen und dabei zu setzen 


‚sin (2w—v)dv — 3008 (20) 
i A 1; 
SIsin 2w-v)av — 5 sin Q@w—v) 


Wir behalten des kleinen Divisors Ö 
und erhalten: 


‚ wegen in 214) die beiden ersten Zeilen bei 


Su 


= dyeosIT . i 1 dnsin IT 
zB u db cos) 


Bo 


: 5 mcos (2w— v)— 


1 


1) 
201 I cos (2w—Vv,)— 
d, 


a 1 dn' cosHh,. 


Ö dv 


in(2w—v)— 


- a sinII, 
% Mae 


cos) 


1 


Für TS, ist also die Gleichung anzusetzen: 


293) TS, = %,ncos(2w—v)+e,n' cos (2w— v,) 
1: dncosII dn' cos II, 
STE | en a sin (2w—v) 


: Re 
- I en N cos (2w—v), 


dv 8 dv 


welche strenger ist als 285); «, und «, bestimmen sich aus den Relationen: 


9,0, = Ay t% Bıta 


293a) ö a, — Am qwB + B e 


wo ß, bekannt, aber ß, und ß, zunächst unbekannt sind. 

Bei der Integration der übrigen Teile von $, brauchen wir in 214) nur die 
ersten Zeilen beizubehalten, da durch die Integration keine kleinen Divisoren 
entstehen, und es wird: 


T,S, = ah,ncosv+tai n'cosv, 


294) 


(2b) a” 1) 


a: ncos (dw — v) Sr = +25, n cos (dw — V,). 


T, $, Ze 


3. Wenn wir in der Gleichung 184) alle Glieder zweiten Grades, alle 
solchen dritter Ordnung und alle solchen rein zweiter Ordnung fortlassen, 
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dagegen die Glieder nullten Grades mitnehmen, soweit sie erster Ordnung sind, 
so kommt: 
d’o 


d dR dR 
295) dv? 0° — PA a (a4) + 28.428. 8- 2.28, P, 


In diese Gleichung setzen wir für die dort fungirenden Ausdrücke $, Q, 
u.s. w. die früher gefundenen Entwicklungen ein, wobei ich nur an die folgenden: 


ae) 2. 

TE = nSınV 

AR 
ee) — _(1+8,)ß, sin 2w 


(ER) = +20) B.nsin iur) (1420 )Banlsin dw-v,), 


sowie an die Ausdrücke 293) und 294) für $, erinnere. So ergiebt sich: 


296) = +o = b,..0082w . 


+6 ncosv+ bin cosv, 
a ' 20, +? Incos(2w—v)+ | 20, +07, | n' cos (2w—v,) 
+bir,necos (dw— v)+bi,n' cos (dw— V,) 


an, dmeosil | dn' cos II, 
ala) 0 


Isin@u-0) 


2 dnsin II dn' sin II 
— Hg — tg — 1 005 (2m —V 
le a) 8 dv ) 
wo b,.,, aus dem $ 1 bekannt ist und wo: 
2962) = HB HP? B,+ PR, 


Don — 22 425 Pıt 9, Pat B; 
a 
a np, Bit DB, B-62, B, 
ee ee 
= PP + +p® + 2° B,. 


Die p-Coefficienten können berechnet werden, da sie nur von den A- und B- 

Coefficienten abhängen; sie sind sämmtlich rein erster Ordnung. Ihre Aus- 

drücke will ich hier nicht ableiten, da uns dies zu weit in die Details führen 
18 * 
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würde und da sie überdies in der pag. 117 eitirten Dissertation des Herrn Lu- 
dendorff sich vorfinden, auf welche ich überhaupt betreffs verschiedener Einzel- 
heiten verweise. 


Die Gleichung 296) integriren wir nach 197) bis 199), zu denen man noch 


den Ausdruck 220a) ziehen kann; ausserdem ermitteln wir den aus dem Gliede 
nullten Grades entstehenden Teil nach der Formel 201). 
Wenn wir demnach setzen 


297) parse, — 9,sinv—9,cosv, 
so wird: 
dg, 
dvl _ bzo [EV \ cos a AAN Ba 
288) dg, 20, ) sin u) ö, | sin a) 
dv 
al COS cos u 
a u 
‚cos ‚cos 
+ Men DEN en ve) 
e RETTEN nn "w—v+v)+ DL (20 —v—v) 
1 ‚c08 cos 
st + 3b, \ N in (Zw = Yard) ur; an Quo) 
1 dncos II dny cos II sin sin 
En ı6)+ = 
Ö, I dv ,% dv ! a nn 
1 dnsin II dy'sin IT, | \cos „co 
ar I FF) 0 in 2wE Er ° (20%) 
+ BüE 2 „(dw v+v)tn „(do v—v) ) 
+ a, A v+o)& ann o).. 


In den beiden ersten Gliedern setzt man nach 289): 


(2) to) — - A tot: „ Aw—v+o) 


‚sın 


+ on Ri in ++ m du v.+ ) 
AV\ cos BR a BEN 
| dv ) sin NT 2 "sin u; Jr n, im (dw Men 
Y, ) ‚cos ‚cos RR 
Usern N sin (Vi v)+N sin (dw v, a) 


a Fo DZ EEE 
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und dann integrirt man den Ausdruck nach 221) und 222); indessen führen 
wir die Integration derjenigen Glieder nicht aus, in denen das Argument w 


nicht auftritt; und bei Ausführung der Integrationen fm cos(dw—v—v)dv und 


m‘ cos (dw— v,—v)dv nach 221) müssen wir die Gieder mitberücksichtigen, welche 


Ins; 
die Differentialquotienten an Z, u u. s. w. enthalten. 


Dann wird: 


L 
r “> v-+o) eu vr)do 


sın 


| 1 b,. 0 
Dos a er Ya 


p+D ub,.,. y 


IE 
dot} 
ty g? ae +0) vz 


h | cos 
aD UP2.0.0 j e d 
I = d, Au sin (6 1 v) Q 


+3 


+l0,+ em E- m 


| Hat gr Fr an— v H- (u vi —v) 

| +, j En, dy' 2 I. Eu a u aan Do on) 

Ä He aD a zen | E: er) a IE En m- a) 
a Pe en en 


1 IE, Kr „ -E 1 dn cosII cos 
_ 26, arot 4a aw- vv) 59, a 


1 ‚dm’eosIT, cos 


‚sin 1 dn'cosII, OS A do), 


GE Fe 
7 m, ben LE 2 


Die in den beiden ersten Zeilen stehenden Glieder führen in o zu Gliedern 
der Form B; wir wollen zunächst R, bestimmen und sie deshalb einstweilen 


bei Seite lassen. 


Wenn wir jetzt mit Hilfe der Ausdrücke 299) und 297) R, bilden und uns 
zugleich erinnern, dass wir es in der Form 286) darstellen wollen, so wird offen- 
bar der Ansatz für diese Funktion in ihrer vollständigen Form, wie folgt, 


machen sein: 


(dw—2v) — 


1 _dnsinIIsin 
2(1+6,) dv cos 
a) 

1 dn'sinIZ, sin 

dv cos 

je 1 dn'sinI], sin 
2, dv co 


1 EN HN) 9.00 jet nn : 
ta > Zu le 4 tar) m sin“ Fadıs) 
| 


zu 


ul 


dnsinII Sn dw- ) 


m 


„(dw —2v) ' 
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300) R, = ß,neos Zw—v)+Pß,n' cos (2w— v,) 
+ß,ncos (dw—v)+ß,n' cos (dw — v,) 


.- 8°) 0, mn sin (2w — v) 

ö, = 0°) %, Ss z +0, eu = An cos (2w —v) 
E I einen 
ih un an — Cold u); 


und für die ß-Coefficienten gelten die Gleichungen: 


_ 20h 20, + 5 
a ß, ng 1—-& ? STR 1 mo ’ 
a 
ge 6 (2+30,)ub,.0.0Y. Da (2+30,)ub,..0P3 
4 


= 28,146) 20°140,)@+0,) 9 B,i+6) 40A+6)@+6) 


Die Grösse ö, kann hier mehrfach vernachlässigt werden, z.B. in den Fak- 
toren (1—06°), (1+6,) u.s.w. Wir haben nun die nötigen Gleichungen abgeleitet 
zur Berechnung der «- und der ß-Coefficienten; es bleibt nur noch übrig, sie 
arithmetisch zu lösen. Ich stelle dazu die Gleichungen 293a) und 300a) zusammen 


in der folgenden Form, indem ich zugleich auf die Relationen 296a) Rücksicht 
nehme: 


ö, TE Aus af AR ß, Sf q58 ß, 
ö, 0, Ayısı str ur ß, Sr 9 ß, 
(1-6)ß, = 2a, +PP +nY Bı tr: B.+P, ß, 


301 
) (1-6) ß, ee 9% tr HP" B+PF ß,+P? PB, 
(2+30,)ub, .7 
ZN OR a) DR Bl 1 20.072 
40, (1+96,)ß, KT P; P; ß, —P»;, P; ß, Ö, (2+6,) 
(2+80,)ub,.,.0Y 
Be PP — De wo (8) 1 2:00.43, 
45,(1-+0,)P, BT Bi EB Ö, (2+6,) 


Man könnte in den letzten beiden Gleichungen die Coefficienten y, und y, 
durch ihre Ausdrücke 290a) ersetzen. Indessen wollen wir darauf Rücksicht 
nehmen, dass die beiden Glieder, welche diese Coeffieienten enthalten, sehr gross 
sind und bei den kritischen Planeten im Allgemeinen sogar grösser sind als 
die vorhergehenden. Deshalb wollen wir uns einen strengeren Ausdruck für 
dieselben beschaffen, was mit Hilfe der Gleichung 185) nicht schwer ist. Ich 


EEE 5 
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"habe in $ 1 gezeigt, dass der Coefficient ß, im Maximum von der Grössenord- 


nung der Kubikwurzel aus der störenden Masse ist; ob dies nun auch von den 
übrigen Coefficienten der charakteristischen Glieder gilt, lässt sich nicht ohne 
Weiteres sagen; nimmt man es an, so könnte man die dritten Potenzen aller 
dieser Coefficienten mit der störenden Masse vergleichen und zugleich mit den 
Gliedern rein erster Ordnung vernachlässigen. Wir wollen demnach aus 185) 
y, und y, bestimmen mit Fortlassung aller Glieder dritter und aller rein erster 
Ordnung, aber mit Berücksichtigung der Quadrate der ß-Coefficienten. Die letz- 
teren entstehen aus dem Gliede 3%R?, denn es ist: 


parsöR? = 3ß, ß,ncos (2w—v)+3ß, ß,n' cos (2w—V,). 
Danach wird also: 


129 Zee — 3ß,+83ß,+8ß,Bß, 
sm —3ß,+3ß,ß;- 


Wenn wir nun zwischen den ersten vier der Gleichungen 301) die beiden Coef- 
ficienten «, und «, eliminiren und in die beiden letzten die eben für y, und y, 
gefundenen Werte einsetzen, sowie berücksichtigen, dass ß, bekannt ist, so er- 
halten wir vier Gleichungen von der folgenden Form: 


302) 


ap, = %,+ta,ß, 
6,8, = b.+b,ß, 
aß, = m+aß, 
u = brb,ß, 


303) 


In denselben sind nur die vier ß-Üoeffieienten unbekannt. Die Bezeichnungen 
a, d, u.s. w. für die numerisch bekannten Faktoren will ich hier nur ganz vor- 
übergehend gebrauchen; es ist zu bemerken, dass einige von ihnen von der 
Grösse 6, abhängen, also nicht endgiltix berechnet werden können, ehe dieselbe 
bekannt ist. Es wird sich darum empfehlen, auch hier, wie bei ß, eine kleine 
Tafel zu berechnen, die die ß-Coefficienten für verschiedene Werte von 6, giebt. 
Aus derselben wird man später nicht nur die richtigen Werte der ß entnehmen 
können, sondern man wird auch eine Uebersicht haben, wie dieselben sich mit 


6, ändern, also ihren Verlauf ähnlich studiren können, wie wir es mit ß, mit 


Hilfe der Tafel auf pag. 123 gethan haben. 
Sobald die ß gefunden sind, lassen sich auch «, und «, nach 300a) sowie die 
y berechnen; die letzteren zunächst wenigstens genähert. 


4. Es bleibt nun noch die Funktion (0) zu bestimmen und hierzu müssen 
wir auf die Gleichung 299) zurückgreifen. Wir haben: 


(0) 9 sinv—g, coSv, 
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wenn wir in 9, und g, nur diejenigen Glieder aufnehmen, welche zu Gliedern 
der Form B führen. 
Ich bezeichne der Kürze wegen in 299): 


ub 


NER Nu 20.0 = SD b,. 0.0 
304) b, DE b, in Ö, Ya b, b, DL 2 En Ö, Yı 
ub 
per (Hi) 2:0:0 r nn, Gr b,. 0:0 
b, EREH ee Ö, Ys b, b, nn 2+6, Vs: 


und diese Coefficienten sind bekannt. Wir haben dann zu setzen: 


= a | noost1do+% | n'cos 1,40+% | ncos dot | cos (2v— II) dv 


Ä b » b N ; 
I — a (msin zrar+& (n'sinzr,.do+% [msin (2v— 1)do + sin (2v — Il) dv. 


Der Integration dieser Ausdrücke stellen sich keine Schwierigkeiten ent- 
gegen, wenn man die Relationen 10) und 154b), sowie die daraus folgenden: 


nl 


„ (@-M) = -o)+ 2a, ni ° (»—,) 


eos 


„- II)— Eu.  @u-o, ) 
bedenkt. Es ist: 


ua u 2 on sin 


@,, 


sin cos g, c08 
cos “„ sin “, sin 
»- MN) dv —= + 2» —o)t N! —— >2v—o 
fr A 2) 26 N ge 2— 5, cos ® 


und hiernach erhalten wir für (e) den Ausdruck: 


En 
EN PEN, 


und da derselbe mit dem folgenden identisch sein soll: 


305) (oe) = E 4 5 |eos W—-o)+3 


(0) = #cosw— o)+ > %,608 (V— @,), 
so erhält man zur Bestimmung von g die folgende Gleichung: 


sb, 
2—g' 


3058) Dr 
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und zur Bestimmung der «, die folgenden: 


; 
305b) [2..- e — a [+ | a 


Man kann indessen wohl stets mit ausreichender Genauigkeit setzen: 


Bi 
Sen 
A b,#. 
ea er 


Nichts hindert übrigens, die Gleichungen 305a) und 305b) numerisch so streng 
zu lösen, wie man will. 


5. Zuletzt ist die Funktion W, resp. ihre Teile X, und V, zu bestimmen, 
denn durch die Werte der p, die wir im Vorigen abgeleitet haben, ist sie nur 
genähert bekannt. 

Ich will indessen darauf hier nicht näher eingehen, da die Operationen den 
Vorigen ganz analog sind und da Herr Ludendorff in seiner genannten Disser- 
tation die betreffenden Entwicklungen giebt. Man hat erstens alle Glieder mit- 
zunehmen, welche bereits auf der rechten Seite der Gleichung 185) einen merk- 
lichen Betrag haben, und zweitens die der Form C, da die letzteren durch die 
Integration der genannten Gleichung vergrössert werden. Der grösste Teil von 
W, wird offenbar der folgende sein: 

P> 


306) pars W, — parsV, — n nsin ww) + sin (2w—v,). 


6. Nachdem die charakteristischen und die elementaren Glieder bestimmt 
sind, lassen sich die gewöhnlichen Glieder ohne Weiteres nach den Formeln des 
vorigen Kapitels berechnen, und zwar wenn man will, gleich mit Berücksichti- 
gung derjenigen Glieder zweiter Ordnung, welche nicht rein zweiter Ord- 
nung sind. 


<. Auch die Bestimmung der Funktion ; kann ich übergehen; der charak- 
teristische Teil derselben stellt sich in der Form 


307) parsd, = &, sinjsin (dw—v)+&, sin’ sin (dw —d,) 


dar; denn 3 enthält keine merklichen Glieder der Form C und überhaupt keine 

Glieder nullten Grades; allerdings sind noch die Glieder hinzuzufügen, welche 

dsinjcoso dsinjsino 
dv : dv 
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die Differentialquotienten u. s. w. enthalten. 


146 MARTIN .BRENDEL, 


8. Die Planeten vom Hilda- und Thuletypus werden sich in derselben Weise 
behandeln lassen, wie die vom Hecubatypus und ich brauche auf sie hier nicht 
einzugehen. Ueber den Planeten Hilda habe ich einige Rechnungen angestellt; 
die Zunahme der A- und der B-Üoeffieienten mit der Ordnung der Glieder ist 
hier schon merklich stark, und sie wird bei denen vom Thuletypus noch erheb- 
lich stärker sein; es scheint, dass bei diesen Planeten die Lücken in den Werten 
von n, bei 450” und bei 400” sehr gross sind, sobald die Excentrieitätsmoduln 
einigermaassen merkliche Werte haben, so dass ö, hier beträchtlich grösser bliebe 


als beim Hecubatypus. Dagegen scheint es, als ob die osculirende elliptische 


mittlere Bewegung sich sehr der strengen Commensurabilität nähern, vielleicht 
sogar durch sie hindurchgehen kann. 


9. Es bliebe nun noch von den charakteristischen Planeten der zweiten 
Klasse zu sprechen. Für diejenigen vom Hestiatypus (u nahe gleich 4) habe ich 
die nötigen Ableitungen in meiner pag. 7. citirten Abhandlung gegeben; die 
Bezeichnungen sind dort von den oben gebrauchten allerdings etwas verschieden. 
Die Glieder der Form D haben hier die Argumente 


3w—V und 3W—V,, 


und Glieder der Form C kommen unter denen ersten Grades nicht vor, wo- 
durch die Entwicklungen erheblich einfacher werden, als bei den charakteristi- 
schen Planeten der ersten Klasse. Da die Funktion Y nur Glieder der Formen 
A oder C enthält, so ist also hier V, = 0. Ferner sind $,, R, und W, rein 
erster Ordnung. Man würde also den Ansatz für den wichtigsten Teil der 
Funktion R,, wie folgt, zu machen haben 


308) parsR, = P,ncos (dw — v)+Pß,n' cos (dw—V,), 

und für die Funktionen W, und K, 

308a) pars W, = parsK, = 9,nSin (dw —v)+Y,n' sin @w—v,). 
Für die Coefficienten p, und 9, hat man: 

308b) vn =-2, 9%» = 2, 


Mit Hilfe dieser Ausdrücke ist man im Stande, die rechten Seiten der Glei- 
chungen 185) bis 185) mit Berücksichtigung der wichtigen Glieder zweiter Ord- 
nung zu ermitteln, indem man ähnlich verfährt wie oben. Die Coefficienten ß, 
und ß, bleiben zunächst unbekannt, bestimmen sich aber sehr bald durch sehr 
einfache Gleichungen. Auch auf diese Planeten brauche ich hier nicht des Nä- 
heren einzugehen, da unsere am vorigen Beispiel gezeigte Integrationsmethode 
allgemein giltig ist. 


ee 


4 
B 
4 
4 
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g 3. 


Die Glieder zweiten Grades. 


1. Bei der Integration der Glieder zweiten Grades haben wir zu bemerken 
dass hier die Glieder der Form A zum ersten Mal auftreten. Wir werden die- 
selben jedoch, gerade wie bei den gewöhnlichen Planeten, von den übrigen Glie- 
dern trennen und gesondert berechnen. Es lassen sich dann die charakteri- 
stischen wie die gewöhnlichen Glieder nach ganz denselben Methoden herstellen, 
die ich im Vorigen angewandt habe; es werden selbstverständlich die Entwick- 
lungen hier umfangreicher. Für die Planeten der ersten Klasse verweise ich 
zunächst auf die pag. 117 citirte Abhandlung des Herrn Ludendorff, und für 
die der zweiten Klasse auf die pag. 7 citirte schwedische von mir. 

Nur über die Glieder der Form A will ich einige Bemerkungen machen; 
diese Glieder sind bei den charakteristischen Planeten wesentlich grösser als bei 
den gewöhnlichen und können hier nicht immer vernachlässigt werden. Die Me- 
thode zu ihrer Ermittlung ist dieselbe wie im vorigen Kapitel. Es ist zunächst 
die Gleichung 183) mit alleiniger Berücksichtigung dieser Glieder aufzustellen: 

2 
0) 7.) = 7.10.4385, 0.435,0,+38.0, 17, 

Schon bei der Besprechung der gewöhnlichen Planeten ist gezeigt worden, 

dass die Glieder erster Ordnung auf der rechten Seite dieser Gleichung sich 


2 


anfheben. Wir müssen auch hier - ersetzen durch einen Ausdruck, der auf 


dieselbe Weise herzuleiten ist, wie 247); nur wird man bei den charakteristischen 
Planeten Glieder mitzunehmen haben, welche dort vernachlässigt worden sind. 


Wenn man in W, alle elementaren Glieder erhalten will, so muss man in 


= alle Glieder rein zweiter Ordnung der Form A berücksichtigen, wie schon 


oben bemerkt wurde. Die Zahl derselben ist aber auch hier unendlich und ihre 
Berechnung bis zu einer gewissen Genauigkeitsgrenze ist äusserst umständlich, 
wenn sich ihr auch keine prineipiellen Schwierigkeiten in den Weg stellen. Nun 


aber sind diese Glieder der Form A, welche in „ rein erster Ordnung sind, 


in W auch bei den charakteristischen Planeten so klein, dass man sie gänzlich 
fortlassen kann. Das Hauptaugenmerk bei Aufstellung der Gleichung 309) hat 
man also auf diejenigen Glieder zu richten, welche zweiter (und höherer) Ord- 
nung, aber rein nur erster Ordnung sind. 

Ich will mit m eine Grösse bezeichnen, welche ihrem Betrage nach direkt 
mit der störenden Masse zu vergleichen ist. Ausserdem will ich mit % eine 
Grösse bezeichnen, die mit den Coefficienten ß resp. y an Grösse verglichen wer- 
den kann, die also erster Ordnung ist, aber den kleinen Divisor d, enthält. Ks 

197 
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werden demnach die Glieder von den Ordnungen m%k und mi? sein, die man bei 
der Aufstellung der Gleichung 309) zu berücksichtigen hat. Da also die rechte 
Seite dieser Gleichung Glieder der Ordnung m% enthält, so könnte man daraus 
schliessen, dass die Funktion S Glieder der Ordnung % enthielte, die dann in 


k es 
W und V von der Ordnung in würden. 
1 


2. Ich habe bei Gelegenheit der Berechnung des Planeten Hestia sehr ein- 
gehende Untersuchungen über diese Glieder gemacht und gefunden, dass sich 
bei den Planeten vom Hestiatypus die Glieder von der Ordnung m% im Ausdruck 
von > in ähnlicher Weise gegenseitig aufheben, wie die Glieder erster Ord- 
nung, so dass die rechte Seite der Gleichung 309) in der That nur von der 
Grössenordnung mi? ist, wenn ich absehe von den Gliedern rein zweiter Ord- 
nung, die unerheblich sind, wie oben bemerkt. Für die Planeten vom Hestia- 
typus gilt die Relation 


309a) 


SEN dnn' cos (/I— IL) 
T, (= Er 2ß, ß, a ERDE , 


die ich hier ohne Beweis anführe, und wo ß, und £, die durch die Gleichung 
308) definirten Coefficienten sind. Der vorige Ausdruck kann im Allgemeinen 


nicht ohne Weiteres integrirt werden, da (7) nicht gleich as, ist wegen des 
2 


dv dv 
Vorkommens der Funktion V in den Argumenten. Man hat streng genommen 


ds ds, ds, ds; 
2), TE | dv )+( dv )+( dv ); 
Für die charakteristischen Planeten der zweiten Klasse ist aber die Funktion F 


EI ) enthält keine 


dv 


zweiten Grades und infolgedessen (2 ) gleich Null und ( 
2 


Glieder der Form A, so dass also: 


dl Sli.n (es) 


dv dv ), 


und 
310) T,S, = 2ß, Pß, nm’ cos (IT— IL). 


Weiter habe ich für T,R, den Ausdruck hergeleitet: 
310a) TR, = Bit 6Pß,ß; nn eos (I—IL)+Pyn”, 


wo, übereinstimmend mit dem Vorigen, die Glieder rein erster Ordnung fortge- 
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lassen sind. Endlich folgt: 


Bw 2. (2 


310b) - 


a ), = EB —BB Bann cos (MIT) +2 Btm°. 

Die Integration dieses Ausdrucks geschieht nach den Formeln 255); der 
numerische Betrag von T, W, kann hiernach immerhin ein recht beträchtlicher 
sein; die Rechnung für Hestia hat gezeigt, dass er die grössten überhaupt vor- 
kommenden Störungsglieder enthält; da sie indessen von sehr langer Periode 
sind, so sind sie von geringerer Bedeutung, was sich am besten übersehen lässt, 
wenn man sie in secularer Form darstellt (vgl. Kapitel VIII und pag. 85). 


3. Für die Planeten vom Hecubatypus ist Herr Ludendorff (vgl. pag. 117) 
zu sehr interessanten Resultaten gelangt, die mit den eben besprochenen in 
Uebereinstimmung sind. Bei diesen Planeten treten auf der rechten Seite der 
Gleichung 309) ebenfalls Glieder der Ordnungen mk, mi’ u. s. w. auf; es ist aber 


hier nicht, wie oben = — 1.) zu setzen. Vielmehr hat man 
a as 4a8\ (aS,\ (a8, 
T, do T, In ) ( dv It dv ) ö 
ds, & : s : ds er 
| | enthält auch hier keine Glieder der Form A, aber m) enthält 


solche und zwar von der Ordnung 4’. Demnach würde die Funktion T, S, Glieder 
2 3 k? 


der Ordnungen Nee k, k? u.s. w. enthalten. Herr Ludendorff hat nun 


2 


bewiesen, dass sich die Glieder der Ordnungen > und % gänzlich, sowie die der 


1.3 A 
Ordnungen - und F- mit gewissen Modifikationen gegenseitig aufheben. Es 


steht darum zu vermuten, dass auch bei den charakteristischen Planeten der 
ersten Klasse die Funktion S von der Ordnung Ä?” ist, wenn auch der Beweis 
hierfür noch nicht in aller Vollständigkeit gegeben ist. ; 

Die grössten Glieder der Form A, welche in W, auftreten können, hat Herr 
Ludendorff in seiner Abhandlung pag. 34 gegeben; dieselben können eine ge- 
wisse obere Grenze nicht überschreiten, da d,, das eigentlich an Stelle von ö 
in den Ausdrücken Herrn Ludendorffs stehen muss, nicht beliebig klein werden kann. 


s4 
Die Glieder höheren als zweiten Grades und allgemeine Bemer- 
kungen über die charakteristischen Planeten. 


1. Bei den gewöhnlichen Planeten war gezeigt worden, dass die Mitnahme 
des einen oder des anderen Gliedes dritten Grades nur in Ausnahmefällen ge- 
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boten ist. Handelt es sich jedoch um charakteristische Planeten, so kann die 
Mitnahme solcher Glieder ernstlich in Frage kommen und namentlich bei den 
kritischen Planeten ist sie geboten, wenn man Resultate von ausreichender Ge- 
nauigkeit erhalten will. Es handelt sich dabei nicht um die Glieder höheren 
als zweiten Grades in der Entwicklung der Störungsfunktion, d.h. in den Aus- 
drücken für ®, P und Z, welche wir oben vernachlässigt haben; denn die A-, 
B- und C-Coeffieienten, welche dort vorkommen, sind sämmtlich rein erster Ord- 
nung. Die Glieder in diesen Ausdrücken fallen bei den charakteristischen Pla- 
neten durchaus in ähnlicher Weise wie bei den gewöhnlichen und zwar nach 
den Potenzen der Excentricitäts- und Neigungsmoduln. 

Die Formeln 190), 201) u.s. w. zeigen aber, dass bei Integration eines 
Gliedes n-ten Grades auch Glieder von höherem als n-ten Grade entstehen, da 
die Funktion Y in den Argumenten vorkommt, worauf wir oben schon Rücksicht 
genommen haben. Es wird sich zeigen, dass bei den kritischen Planeten solche 


Glieder höheren Grades mitzunehmen sind, welche aus den mit u multipli- 


cirten Gliedern in den genannten Formeln entstehen. 
Nehmen wir z.B. die Formel 190), welche bei Integration der Glieder 
nullten Grades in 8 und W anzuwenden ist: 


sin Seen 1 cos u dV sn. 
I od n(1—u,) sin ne: Je dv cos 2 


Die aus dem zweiten Glied rechter Hand entstehenden Glieder will ich 
nach Gylden’s Vorgang „exargumentale Glieder“ nennen; man erhält sie, indem 


man für an seinen Wert einsetzt; da die Funktion Y bei uns nur langperio- 


dische Glieder der Formen A und C enthält, so erzeugt ihr Produkt mit ge- 
wöhnlichen Gliedern nur wieder gewöhnliche Glieder; und diese erzeugen ihrer- 
seits bei ihrer Integration wieder neue exargumentale Glieder, so dass man eine 
Reihe erhält, welche einmal nach positiven Potenzen von 2 und ausserdem 
nach negativen Potenzen des zu dem Gliede gehörigen Divisors fortschreitet. 


Wir wollen uns dieses Verhältniss klar machen, indem wir annehmen, die 
Integration 


311) a (A, v—nV) dv 


sei auszuführen. Die Reihe der exargumentalen Glieder schreitet dann fort 


iR dV : ; 
nach positiven Potenzen von er und nach negativen von A, (oder wenigstens 
von Grössen, die sich von A, nur um Grössen der Ordnung 6, unterscheiden). 
Auch die Faktoren von v in den exargumentalen Gliedern können sich von A, 


nur um Grössen dieser Ordnung unterscheiden. Ist also das Glied 311) ein ge- 
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wöhnliches, so sind die zugehörigen exargumentalen Glieder auch gewöhnliche, 


und die Reihe schreitet nach Potenzen von u fort, fällt also in derselben 


dv 
Weise, wie die nach Potenzen von R oder $ fortschreitenden Reihen; da aber 
V mindestens ersten Grades ist, so fallen diese exargumentalen Glieder auch 
noch nach den Potenzen der Excentrieitätsmoduln; man wird übereinstimmend 
mit dem Vorigen auch hier die Glieder dritten Grades vernachlässigen. 
Ist das Glied 311) ein elementares, so ist der Faktor » von V stets gleich 
Null; es treten dann überhaupt keine exargumentalen Glieder auf; darum ist 
auch z. B. stets 


@ z.B) 


GR NE dv 


Wir müssen aber den Fall besonders beachten, in dem das Glied 311) von 
der Form C also charakteristisch ist, denn um ihn dreht sich in erster Linie 
die Frage nach der Brauchbarkeit unserer Methode. Die Reihe der exargumen- 
talen Glieder schreitet hier nach Potenzen der Grösse — 2 fort und es fragt 
sich, ob d, klein genug werden kann, um diese Reihe zur Divergenz zu bringen. 
Ich habe bereits in den Astronomischen Nachrichten No. 3346 gezeigt, dass dies 
nicht der Fall ist, will aber hier diese Frage etwas specialisiren und mich zu- 
nächst wieder an die Planeten vom Hecubatypus halten. Wir hatten oben die 
Gleichung 


dV 
() = y,ncos (2w— v)+y, 7 cos (2w — v,) 


abgeleitet und die Coefficienten y, und y, von der Ordnung %k d.h. Fu gefunden. 


Wir nehmen zunächst an, dass Öd, nicht sehr klein ist, so werden die bespro- 
Mm 
0” 
schreiten, offenbar stark genug fallen. Lassen wir d, aber abnehmen bis zu einem 


Wert von der Ordnung 


chenen Reihen, welche nach Potenzen von Grössen der Ordnung #. fort- 


Vm, 
so wird die Reihe weniger stark fallen, für diesen Wert von d, aber immer 
noch ebenso stark, wie eine Reihe, welche nach den Potenzen der x, fortschreitet, 
also im Wesentlichen ebenso wie die Entwicklung der Störungsfunktion. In 
diesem Falle bietet die Integration keine Schwierigkeiten und man wird die 
Glieder dritten Grades im Allgemeinen fortlassen. 


2. Anders stellt sich die Sache, wenn ö, kleiner wird als eine Grösse von 
der Ordnung \m; dann fällt die Reihe schwächer, und man ist gezwungen, die 
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exargumentalen (und nur diese) Glieder höheren als zweiten Grades mitzunehmen, 
so weit wie es ihre numerischen Beträge erfordern. Die Planeten, welche unter 
die letztere Klasse fallen, sind es, welche ich kritische nenne. Es ist noch die 
Frage, ob es überhaupt solche in unserem Sonnensysteme giebt; vielleicht ge- 
hören Hilda und Ismene zu ihnen. Indessen kann ö, niemals so klein werden, 
dass unser Verfahren unbrauchbar wird, was ich jetzt zeigen will. 

Dieser Beweis ist in ganz analoger Weise zu führen, wie ich ihn für die 
Glieder nullten Grades bereits gegeben habe. Greifen wir zurück zur Glei- 
chung 262), indem wir uns dort sämmtliche Glieder der höheren Ordnungen hin- 
geschrieben denken, soweit sie nicht rein zweiter Ordnung sind: 


2 


@R 
par (+) — mt Bı+Bri+-)cos2w. 
0 


Die Convergenz der Reihe rechter Hand wurde pag. 182 bewiesen. Integriren 
wir die vorige Gleichung, so wird der Teil des Integrals, welcher nullten 
Grades ist, 


pars R, = ß,c0s2w. 


Ausserdem treten aber exargumentäle Glieder auf, welche von den Formen D 
und B sind; die der Form B führen wir zu (oe) hinüber, so dass der betreffende 
Teil von R durch eine Reihe der Form 


a„m" 


2n—1 
Ö, 


312) parsR = 5 x"'cos[(1—0,)v+D,] 

1 
sich darstellt, wo die a, Coefficienten bedeuten, welche von der Ordnung Eins 
sind, wenn sie sich auch von der Einheit numerisch erheblich unterscheiden 


e . SL a 
können. Streng genommen fallen sie nach Potenzen des Verhältnisses « = —; 
a 


diese Abnahme ist jedoch vollkommen illusorisch, da sehr grosse Zahlenfaktoren 


hinzutreten. % soll eine Grösse von der Ordnung der Excentricitätsmoduln be- 
zeichnen, und die d, sind Grössen von der Ordnung 6, resp. d,. 


Wenn wir nun in ähnlicher Weise die charakteristischen Glieder ersten 


2 


| 
Grades in der Gleichung 184), also den Ausdruck (SE +R) integriren, so 
erhalten wir den hieraus entspringenden Teil von R in der Form: 


ER I n 
312a) pars® —.:») 
1 


Al 


#" cos|(1—6))v+D!], 


wo ich a, und Ö, schreibe, da diese Grössen mit den in 312) figurirenden nicht 
identisch sind; indessen sind sie von derselben Ordnung. 

Wenn wir ebenso mit den Gliedern zweiten und höheren Grades verfahren, 
so erhalten wir ähnliche Gleichungen und wenn man dieselben alle zusammen- 
fasst, so stellt sich der Teil von R, welcher r-ten Grades ist, durch die Reihe 


EN Te 


u 
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n—=r-+1l a, m : h 
= nr % cos |[(l—6,)v— D,] 


i nl [op 


313) R 


dar, welche Gleichung mit der allgemeineren Gleichung 21) in den Astronomi- 
schen Nachrichten 3346 verglichen werden kann. Da wir hier nur von den 
kritischen Planeten handeln wollen, also d, seiner Grössenordnung nach kleiner 
als /m annehmen wollen, so werden die Glieder der Reihe 313) anwachsen; da 
die Reihe aber endlich ist, so kommt ihre Convergenz überhaupt nicht in Frage, 
ihr letztes Glied ist das grösste, und damit rechtfertigt sich das Fortlassen der 
Glieder höherer Grade in der Entwicklung der Störungsfunktion gegen die ent- 
sprechenden exargumentalen. 

Wenn wir das eben Gesagte bedenken, so können wir für den absoluten 
Betrag von R, allerdings nur mit Berücksichtigung der grössten Glieder, wie 
folgt, schreiben: 


o b,m” 


314) pars| | — > je PAS 
1 1 


Es sind dies dieselben Glieder, die in 312) auftreten, indessen müssen sie 
hier sämmtlich positiv genommen werden, so dass die d, positive Constanten 
von der Ordnung Eins sind. Die Convergenz der Reihe 314) ist zu untersuchen. 

Hierzu wollen wir die Relation zwischen ö, und ö entwickeln, d.h. die Re- 
lation 265): 


0, = d-2uy. 


£ $ iW Ä : 3 
y ist der constante Teil der Funktion nn soweit er nicht rein erster Ordnung 


ist. Der Hauptteil von y entsteht also aus dem Gliede 3R?’ in der Gleichung 
185), und man findet demnach, wenn man die Reihe 314) bedenkt, für y im We- 
sentlichen eine Reihe folgender Art: 


315) ya, 
1 Ö, 4 
% 
wonach 
2n 
313a) I, = d- HIT”. 
1 


Diese beiden Gleichungen sind wieder ein Specialfall der Gleichungen 26) 
und 27) in den Astronomischen Nachrichten No. 3346; die c, sind Grössen von 
derselben Ordnung wie die a, und b,, aber stets positiv. 

Aus der Gleichung 315a) folgt aber für jeden beliebigen Wert von d, die 
Null eingeschlossen, ein solcher Wert von ö}, für den alle hier angeführten Reihen, 
also auch 314) und 312) unbedingt convergiren, und man sieht unmittelbar, dass 
ö, nicht beliebig klein werden kann, dass sich also im Systeme der kleinen Pla- 
neten Lücken zeigen müssen, die sich um die Commensurabilitätsstellen gruppiren. 

Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N.F. Band, a. 20 
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Hiermit ist die Brauchbarkeit unserer Integrationsmethode bewiesen für 
jeden möglichen Wert der mittleren Bewegung, natürlich unter der Voraus- 
setzung der in der Einleitung hervorgehobenen Bedingungen. Wie stark die 
numerische Convergenz der ersten Glieder der Reihe 312) und der analogen 
ist, lässt sich freilich nicht ohne Weiteres sagen; es scheint, als ob es kritische 
Planeten geben könnne, für welche sie ziemlich weit fortgesetzt werden müssen. 
Man kann übrigens aus dem Vorhergehenden schliessen, dass für die charakte- 
ristischen Planeten der ersten Klasse d, jedenfalls nicht unter die Grenze Ymx 
sinken kann. 


Achtes Kapitel. 


Ueber die bei den Rechnungen zu beobachtende Ge- 

nauigkeit und über die Bedeutung der elementaren 

Glieder für die Praxis, sowie über ihre Darstellung 
in secularer F'orm. 


1. Wir wollen uns jetzt Rechenschaft darüber geben, bis zu welchem Be- 
trage wir Störungsglieder vernachlässigen können, wenn wir die Coordinaten 
des gestörten Körpers innerhalb der gewünschten Genauigkeitsgrenze darstellen 
wollen. Sei e’ eine kleine Grösse, welche die ungefähre obere Grenze bedeuten 
soll, bis zu welcher Fehler in der Darstellung der geocentrischen Coordinaten 
gestattet sein sollen, so haben wir die Bedingungen 


cosdda« <e, dö<e 


zu erfüllen, wo « und ö die geocentrische Rectascension und Declination be- 
zeichnen und unter d« und dö natürlich die absoluten Beträge dieser Grössen 
zu verstehen sind. Da nun aber 


0« 1 da Tr da Y 
NEUN TE See De 3 
c0sd, = 5 cosd = 5 Ben = 5 
aa 2. Er 
dr a’ ao. Al) EN 2 


wo r, v und 3, wie im Vorigen, Radiusvektor, Länge in der Bahn und Sinus der 
Breite des Planeten, sowie 7 sein Abstand von der Erde ist; und da ferner 
mit Vernachlässigung der Excentrieität (Gleichung 2) 


ne 
| —— | . 
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dr 
do = Pa 


so erhalten wir die Bedingungen 
r r r 
Zzu<E, ZzW<e, ZZ u<eE. 


Indem wir wieder die Excentrieitäten vernachlässigen, können wir a für r setzen 
und als Minimum von 4 den Wert a—1 annehmen. Bezeichnet dann & den Be- 
trag, bis zu welchem die Funktionen o, v (also auch W) und 5 von ihren wahren 
Werten abweichen resp. abweichen dürfen, so ist 


ro! 


a 


EN 


In der folgenden kleinen Tabelle gebe ich für n und a als Argumente den 
Wert von I, sowie den Betrag von & in Bogenmaass und von loge in abso- 


lutem Maass, wenn &’ gleich einer Bogenminute angenommen wird: 


Tabelle IH. 

loc a—1 ee 
N loga era log & & 
400° | 0.632. | 9,88 | 6.34 | 45” 
600" | 0515 | 984 | 630 | Ar 
800” | 0.431 | 9.80 | 6.26 | 37" 
10004 1, 0.362 1.976. |.622: 34 
12002 |. 0314 |972 | 618 | 31“ 


Den Werten der dritten und vierten Columne ist selbstverständlich —10 
hinzuzufügen. 

Diese Tafel ist sehr lehrreich: sie zeigt namentlich, dass die absolute Bahn, 
welche von der wahren nur um Beträge von der störenden Masse abweicht, 
nicht ausreichend ist, um die Coordinaten der Planeten innerhalb einer Bogen- 
minute darzustellen. Dies ist der Grund, warum ich auf die Entwicklungen des 
sechsten Kapitels für die gewöhnlichen Glieder einen gewissen Wert gelegt 
habe. Es wird sich gleich zeigen, dass ihre Berücksichtigung in praktischer 
Hinsicht wichtiger ist als die der elementaren Glieder. 

Wenn wir in den Funktionen eg, W und 3 alle Störungsglieder fortlassen, 
deren absoluter Betrag kleiner als & ist, so können wir natürlich nicht erwarten, 
dass die Fehler do, dv und dz3 auch unterhalb dieser Grösse bleiben. Es lässt 
sich überhaupt nicht leicht ein Schluss ziehen, bis zu welcher Grösse man Stö- 
rungsglieder fortlassen kann, wenn man eg’ einen gewissen Betrag erteilt; denn 
es wären noch weitere Untersuchungen nötig, um festzustellen, welchen Betrag 

20 * 
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die Summe der fortgelassenen Glieder erreichen kann. Wir werden uns damit 
begnügen, eine gewisse Grenze für die Grösse der fortzulassenden Störungs- 
glieder anzunehmen, welche ein gewisser Bruchteil von e und willkürlich zu 


wählen ist. Wenn man die Störungsglieder fortlässt, welche kleiner als etwa — 


3 
sind, so wird man erwarten dürfen, dass &e die in obiger Tabelle gegebenen 
Werte nicht erheblich übersteigen wird, und also die Coordinaten im Allgemeinen 
bis auf die gewünschte Genauigkeit von 1’ dargestellt sein werden; natürlich 
vorausgesetzt, dass die Bahnelemente genau genug bekannt sind; diese müssen 
wir eben dementsprechend bestimmen. 

Es wird im Allgemeinen keine Schwierigkeit machen, die gewöhnlichen 
Glieder innerhalb der festgesetzten Genauigkeitsgrenze zu berechnen, und es 
wird auch gerechtfertigt sein, wenn wir die Saturnsstörungen bei Seite lassen, 
da sie in der Regel unterhalb dieser Grenze liegen. 


2%. Indessen würde die Auswertung der elementaren Glieder mit der glei- 
chen Schärfe so gut wie unausführbar sein, und es würde auch den Zwecken der 
praktischen Rechnung durchaus nicht entsprechen, wenn man sie, absolut ge- 
genommen, ebenso genau berechnen wollte, wie die gewöhnlichen; denn sie ändern 
ihre Werte mit der Zeit so langsam, dass sie zum grössten Teile mit den In- 
tegrationsconstanten vereinigt, d. h. bei der Rechnung fortgelassen werden können. 

Betrachten wir zunächst die elementaren Glieder in der Funktion eg, und 
nehmen wir an: 


316) (0) = »,cos[1—s)v—T,|+ 2%, cos [1—s,)v—T;]+2%,cos[(l—-s)v—I,] 


sei der strenge!) Ausdruck von (e), sowie x, und I', die wahren Werte der 
beiden Integrationsconstanten, also dieselben Grössen, welche Gylden „absolute 
Elemente“ nennt. Die x, seien diejenigen der x-Coefficienten, welche bei der 
Störungsrechnung berücksichtigt worden sind resp. berücksichtigt werden müssen 
und die #, diejenigen, welche vernachlässigt werden können. Wir wollen sehen, 
wie gross die #, sein dürfen. Wenn man die letzteren bei Seite lässt und die 
Resultate der Rechnung mit den Beobachtungen vergleicht, so wird man bei 
der Elementenbestimmung offenbar nicht die wahren Werte von«, und T', finden; 
ich will vielmehr die aus den Beobachtungen bestimmten Werte dieser Con- 
stanten mit x und IT’ bezeichnen, so dass der aus der Rechnung resultirende 


Wert von (e) der folgende ist: 
(0) = #cos [1 -Sv—T)+ &%,cos[(l—s,)v—T,]. 


1) Dies gilt eigentlich nur‘, wenn die Summen rechter Hand convergiren ; ist dies nicht der 
Fall, so ist 316) nur ein genäherter Ausdruck, jedenfalls aber ein so weit genäherter, wie es mit 
Rücksicht auf unsere Aufgabe erforderlich ist. Ueber die absoluten Beträge der x, brauchen wir 
keine Voraussetzung zu machen. 
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Von letzterem nehme ich an, dass er um Ze fehlerhaft ist und erhalte dann 
aus der Vergleichung mit obigem strengen Ausdruck: 


Age = x,cos |[l—-s)ve—T,)—xcos[1—-sS)o—T|+2%,cos[1—s)v—T,] 
— cos(l—-g)v|x,cos I,—rcosI-+>%, cos, Jv+T]} 
+sin(l—s)v|x,sinT,—xsinl’ + 2%, sin [&,—-s)v+T,]!. 


Sei nun v, derjenige Wert, den die Länge v in der Mitte des Zeitraums an- 
nimmt, auf den man die Rechnungen ausdehnen will; es darf nicht vergessen 
werden, dass wir hier v» nicht wie in der elliptischen Theorie in Perioden von 
360° zählen dürfen, sondern von —co bis +00, da es an Stelle von t als unab- 
hängige Veränderliche auftritt. In der Regel wird man es so einrichten, dass 
v, möglichst nahe der Null liest, dass man also in der ersten Hälfte des in Be- 
tracht kommenden Zeitraums mit negativem v operirt. 

Wir können nun in den Klammern der vorigen Gleichung die Glieder, welche 
80 im Argument enthalten, nach Potenzen von (g,—s)(v—v,) entwickeln und 
schon die zweiten Potenzen dieser Grössen fortlassen, da sie während eines Zeit- 
raums von 100 Jahren sehr klein bleiben. Dann wird: 


Ag = cos(1—s)v!x,cosT,—xcosI+ 2x,c0s|(s,—s)v,+T,]—-2&(8,-5)%,@—-v,)sin[(s,—s)v, +1.) h 
+sin(1—s)v | #,sinI,—xsinT+ 2%, sin|[(s,—s)v,+T,|+2(8,—5)x,(w—%v,)cos[(s,—s)v +T,] ! . 


- 


7) 


Die ersten drei Glieder in den Klammern sind Constanten, und da man die 
Bestimmung der Constanten aus den Beobachtungen naturgemäss so vornimmt, 
dass die letzteren möglichst gut dargestellt werden, so erhalten «x und I’ offenbar 
die Werte, welche durch die beiden Gleichungen : 


318) #cosI' = x#,c0osI,+ 2%,cos|[(s,—s)v, +T,] 
x«sinI' = x,sinT,+ &%, sin [(s,—s)v,+T.] 


definirt sind, und der Fehler in (e) wird folgenden Wert haben: 
318a) de = 2&(8,— 5)#,0—v,) sn [(1— 9)v—-(g,—-5)v,—T.). 


Dieser Betrag soll nun nach dem Vorigen kleiner als e sein. Wie bei den 
gewöhnlichen Gliedern, so wird es auch hier schwierig sein, sich einen Begriff 
von der Summe der Reihe in voriger Gleichung zu machen, und wir stellen 
wieder die Bedingung auf, dass jedes einzelne vernachlässigte Glied kleiner als 


> sein soll. Wir haben also die Bedingung 


€ 


(8. 8)%,.( —®,) = 3 


zu erfüllen. 
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Sei nun 


7 


n te) —= b,cos[(1—g,)v—T!] 


ein Glied in der Differentialgleichung für (ge), aus dem ein Glied mit dem Coef- 
ficienten #, in (go) entsteht, so ist nach den Ausführungen pag. 101 


b 


x 


ae s)° 
und die obige Bedingung geht in die folgende über: 


b eG Arrzen 
"7 30w—v,) 


Bezeichne ich 


319) a ; 


so ist also z die Grenze, bis zu welcher Störungsglieder von der Form B in 
der Differentialgleichung für e mitzunehmen sind. Wir können hier unbedenk- 
lich v—v, = n(t—t,) setzen, wo t, die Mitte des ‚betrachteten Zeitraums, also 
im Maximum ?—t1, = +50 Jahre anzunehmen ist. Die folgende Tabelle giebt 
für n als Argument die Werte von e,, wenn e die in Tabelle III gegebenen 
Werte hat; 2—t, ist auf 50 Jahre berechnet, » (£—t,) in Graden und logn (—1t,) 
in absoluter Zahl angegeben. 


Tabelle IV. 


n n(t—t,) |logn (i—t,) log s, 


400” | 2030° | 1.549 | 3.09-10 
600° | 83040° | 1.725 | 4.88_10 
800” | 4060° | 1.850 | 4.71-10 
1000” | 5070° |. 1.947 | 457-0 
1200” | 6090° | 2.026 | 445-0 


Die b, sind vom ersten, dritten u. s. w., überhaupt immer von einem ungeraden 
Grade (siehe pag. 120) und ausserdem mit irgend einer Potenz der störenden 
Masse multiplieirt; aus dem Gesagten geht also hervor, dass die elementaren 
Glieder ersten Grades fortgelassen werden können, wenn sie in der Differential- 
gleichung für oe rein zweiter Ordnung sind, und dass die Glieder dritten Grades 
im Allgemeinen schon fortgelassen werden können, wenn sie dort rein erster 
Ordnung sind, d.h. bei allen Planeten mit Ausnahme der kritischen, und auch 


= 
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hier wären nur die exargumentalen Glieder zu berücksichtigen. Bei sehr grossen 
Excentrieitäten wird man eventuell noch das eine oder das andere Glied dritten 
Grades in der Entwicklung der Störungsfunktion mit Vorteil mitnehmen; darauf 
will ich aber hier nicht eingehen. Die obige Tafel zeigt, wie weit man in 
jedem einzelnen Falle mit der Genauigkeit zu gehen hat. 

Auch über die Bestimmung der Grösse g müssen wir einige Bemerkungen 
machen, um zu sehen, mit welcher Genauigkeit ihre Kenntniss erforderlich ist. 
Wir hätten in Gleichung 316) statt g eigentlich auch s, schreiben müssen, wo g, 
den wahren Wert dieser Grösse bezeichnet; man überzeugt sich jedoch unschwer 
durch Untersuchungen, die den eben gemachten ganz ähnlich sind, dass wir auch 
bei ihrer Bestimmung in der Differentialgleichung für go Glieder fortlassen können, 


deren Betrag kleiner als 2 ist. 


3. Es ist aber aus dem Gesagten noch eine wichtige Thatsache zu folgern, die 
oft nicht genügend gewürdigt wird. Nämlich bei der Berechnung der Bewegung 
eines Planeten während eines beschränkten Zeitraums spielen die sogenannten 
kleinen Integrationsdivisoren von der Ordnung der g, überhaupt gar keine Rolle. 
Es ist ganz gleichsiltig, wie klein sie sind, und wie gross der dementsprechende 
Coefficient x, in der Funktion (o) werden würde. Es kommt nur auf die Grösse 
der entsprechenden Glieder in der Differentialgleichung an, und die Brauch- 
barkeit unseres Integrationsverfahrens während eines beschränkten Zeitraums 
hängt lediglich von der Erfüllung der Bedingungen pag. 12 ab. 


4. Ich habe schon in der Einleitung gesagt, dass wir uns damit begnügen 
können, die Bahn Jupiters als elliptisch anzusehen; dennoch habe ich für die 
Funktion (o’) den vollständigen Ausdruck 


(0) = 2m,c0s [15V Tl 


eingeführt. Ich habe dies lediglich gethan, um meinen Ausführungen eine grössere 
Allgemeinheit zu geben, und um zu erreichen, dass die in dieser Abhandlung 
gemachten Untersuchungen auch bei eingehenderen Arbeiten als Ausgangspunkt 
dienen können. 

Für unsere gegenwärtigen Zwecke können wir den Ausdruck kürzen, indem 
wir den elliptischen dafür setzen und einfach schreiben: 


(e) = Mes), 


wo n' und IT als constant anzusehen sind. 

Da es von Interesse ist, zu sehen, wie gross der Fehler sein kann, der da- 
durch in unseren Rechnungen entsteht, so wollen wir ihn feststellen durch eine 
Betrachtung, die der Obigen ganz analog ist. Nach Gylden ist (e’) im Wesent- 
lichen durch den Ausdruck 
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320) (o') = # cos[(1— s')v" — I") +2, cos[(l— s})v’ — T}]+x;cos[(L-s!)v" —T}] 


gegeben , wo x#' und I" die Integrationsconstanten für Jupiter sind, und wo das 
Glied mit dem Faktor x, von der Einwirkung Saturns und das folgende von der 
Einwirkung des Uranus herrührt. #, enthält also als Faktor den Excentrieitäts- 
modul Saturns und x, den des Uranus. Die Glieder dritten Grades sind hier 
bei Seite gelassen, und die numerischen Werte sind nach Gylden: 


logx' — 8.6252 0 logge’ = 551750 I! = 270.49 \ 
u — Blei cl 610010. Tr 2132014) 13500 


—ı, —= 7.2242-10 Se — 5.801810 I, — 1LO1.T6. 

Die Differenz dieser Werte gegen die Leverrier’schen ist für uns natürlich ganz 
bedeutungslos. Es darf nicht vergessen werden, dass stets angegeben werden 
muss, von welcher Epoche an v’ in der obigen Gleichung gezählt ist, da davon 
die Werte der I! abhängen; es ist bei den Gylden’schen Werten, wenn ich nicht 
irre, so gezählt, dass es zu Anfang des Jahres 1850 zwischen 0° und 360° liegt. 
In Analogie mit der für e gegebenen Entwicklung (Gleichung 317) haben wir 
also zu setzen: 

COS. co 


Ss cos 
T Bo "all pe IAaS 
+ KaslatTlt 


(ef )u +Tl, 

wo v, der Wert ist, den v’ in der Mitte des Zeitraums erreicht, für den unsere 
Rechnung gelten sol. Da die gegenwärtigen Berechnungen der kleinen Planeten 
sich auf Jahrhundert 1850—1950 beziehen werden, so wird es sich empfehlen, 
v' vom Januar 1904 ab zu zählen, in welchem Monat die mittlere Länge Jupiters 
durch den Nullwert hindurch geht; mit Rücksicht darauf müssten die obigen 
Werte der IT’) reducirt werden und ebenso wird man sie auf das mittlere Aequi- 
noctium 1900.0 beziehen. Ich unterlasse indessen hier diese Reduction, da ich 
im zweiten Teile doch noch auf die numerischen Grundlagen unserer Rechnungen 
zurückkommen muss. Die numerische Rechnung ergiebt nun für die Epoche 
1850, wenn v/ klein ist: 


log n'cos 7’ —= 83.6740-10 logn' = 8.6834-10 
—nsinZ!' = 7.9981-10 11, — 11.91, 11850:0)) 


i u übereinstimmend mit Leverrier’s Werten. 
fast genau übereinstim d mit L ’s Werte 


Der Fehler, den wir infolge der genannten Kürzung in oe’ begehen, ist also 
(vgl. Gleichung 317) und 318) nahezu: 


a0 = 005 (1-8) (8 -8}) (Wo) a} sin + 8) (v —v)a, sin T}| 


—sin(L—g')v' (ds) W vi) a cost! +(g'— s)(v' —vi)x!cosI, % 
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Wenn ich also für den Augenblick bezeichne: 


‚sin 


‚sin 
= (THE ET, 


so wird 
de = ec (W—v)) cos (1-s)v’ —e,w'—v')sinL—g')v, 


und der absolute Betrag von Ze’ ist: 

|4e'| = Vara@-), 
d.h. mit Annahme’ der numerischen Werte 

|20'| = [4.521-10] (v' —v)). 


Da v’—v\ in 50 Jahren den Maximalbetrag von ungefähr 1520° erreicht, so 
wird also: 


log | fo'| = 5.944-10 
werden können. 

Ein Blick auf die Tabelle III in diesem Kapitel zeigt, dass demnach der 
geocentrische Ort Jupiters kaum um 1’ geändert wird, und dass der Einfluss 
unserer Kürzung auf die Bewegung der kleinen Planeten für unsere Zwecke 
ganz verschwindend ist; denn das aus Jo’ entspringende Glied auf der rechten 
Seite der Differentialgleichung für oe wird nach $ 3 des sechsten Kapitels nur 


den Betrag b,/o'haben. Es ist ja auch von vornherein selbstverständlich, dass 
die direkten Saturnstörungen grösser sein müssen. 


5. In bezug auf die Funktion 3 lassen sich genau dieselben Betrachtungen 
anstellen: wir werden auf der rechten Seite der Differentialgleichung für (3) 


ebenfalls Glieder fortlassen können, deren. absoluter Betrag kleiner als 2 ist 


und wir setzen für Jupiter: 
(4) = siny sin(v'—o'), 


und sehen 5’ und 0’ als Constanten an, nämlich als die mittleren Werte der 
Neigung und der Knotenlänge in der Mitte des in Frage kommenden Zeitraums. 


6. Ich gehe nun zur Betrachtung der Glieder der Form A über. Dieselben 
treten in erster Linie in der Funktion W auf, und über sie habe ich bereits 
einige Bemerkungen in den Astronomischen Nachrichten No. 3315 gemacht. Wir 
wollen annehmen, dass der vernachlässigte resp. zu vernachlässigende Teil von 
W, der die Form A hat, durch die Gleichung: 


W, = Zf,sin(6,v+A,) 


Abhdlgn. d. K. Ges. d. Wiss, zu Göttingen. Math.-plıys. Kl. N. F. Band 1,2. 21 
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dargestellt ist. Auch diese Gleichung können wir, wie 316), eigentlich nur auf- 
stellen, wenn ihre rechte Seite convergirt, was erst zu beweisen wäre; immerhin 
können wir annehmen, dass sie, wie 316), genähert gilt; über den Betrag der 
f. machen wir keine Voraussetzung, sie können sehr gross sein. Wenn wir den 
letzteren Ausdruck wieder nach Potenzen von v—v, entwickeln, so wird: 


321) W,= Zf,sin(6,v, +4,)+26,f,(w—v,)cos (6,0, +A,)—4 26° f,(w—v,)’sin(6,0, +A,)E 


Da aber die Bahnelemente » und 4 wieder aus den Beobachtungen bestimmt 
werden, so ist der Fehler, der sich in W (also auch in v) zeigen wird, nicht 
gleich dem ganzen W,; vielmehr wird der constante Teil in die Constante A und 
der Teil, der proportional v ist, in die mittlere Bewegung eingehen, so dass 
der Fehler, der sich in v zeigen wird, ist: 


I = !(w—v,) 26, f,sin(6/v,+A,)E:----- N 


Av soll nun kleiner als & sein, so dass wir, da 6,(v—v,) klein ist, die Bedingung 
Ve, 2 
in 20,f,<e 


zu erfüllen haben. Ich bezeichne jetzt: 


2E 08 &, 
) oe 
wo wir wieder v—v, durch n (£—t,) ersetzen können und ich gebe in der fol- 
genden Tabelle den Wert von e, für n als Argument, wobei ich wieder t—£, zu 


50 Jahren annehme: 


Tabelle V. 
fünee u 

N: log &, 
400” 3.54-10 
600” 3.15-10 
800” 2.86-10 
1000” 2.62-10 
1200” 2.42-10 


Wir können dann in W die Glieder fortlassen, deren absoluter Betrag 
€, 
en) er 


ist. Wenn wir setzen 


323) dw, 


Er 2y,c0s(6,0+A,), 
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so ist offenbar nach Kapitel VI 
e Drei 6, r.) 
und unsere Bedingung geht über in 


en 


DL 
3 4) ie 3 


Wir können also in der Differentialgleichung für W im Allgemeinen die 


Glieder vernachlässigen, deren Betrag kleiner als 35 ist, und hieraus kann 


r 


man schon schliessen, dass die Glieder rein erster Ordnung der Form A in ee 


fortzulassen sind, denn sie sind sämmtlich noch mit dem Quadrat des Excentri- 
eitätsmoduls multiplicirt. 

Wir müssen aber besonders achten auf diejenigen Glieder der Form A in 
W, die dort durch die Funktion $ eingeführt werden. In bezug auf diesen 
Teil ist nach Gleichung 59) 


dW, 
Bars S,—2R,, 


also mit Berücksichtigung von Gleichung 251b): 


pars n N 


wenn S, und R, die entsprechenden vernachlässigten Teile dieser Funktionen be- 
deuten. Nach 323) ist also: 


8, = —12Y,c0s8(06,0+4,). 


Ist nun der vernachlässigte Teil von $ in der Differentialgleichung für diese 
Funktion: 


ds, i \ 
Fe: 2a,sin(6,0+A,), 
so ist zu setzen: 
6 Mr ER da, , 
und die Bedingung 
325) = 2 


bleibt zuerfüllen. Wir können in der Differentialgleichung für Salso alle Glieder der 


Form A fortlassen, deren absoluter Betrag kleiner als a ist. Die g, sind aus 


21* 
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unserer Bedingungsgleichung ebenso gänzlich verschwunden, wie es oben bei den 
Auseinandersetzungen für die Funktion eg der Fall war; wir haben wieder einen 
direkten Ueberblick, wie weit wir bei Aufstellung der Differentialgleichungen 
für S und W gehen müssen, um die Glieder der Form A mit genügender 
Schärfe zu finden; wie gross ihre Coefficienten /, in der Funktion W sind, ist 


SL ; ; & Er 
dabei von gar keinem Einfluss. Freilich scheint die Grenze —- etwas niedrig zu 


3) 

sein; indessen sind diese Glieder mindestens zweiten Grades und bei der nu- 
merischen Rechnung gewinnt man die Ueberzeugung, dass die Glieder rein 

5 RENS) BE ; ; 2 
zweiter Ordnung in en fast durchgängig unter dieser Grenze liegen, womit 

v 

also gezeigt ist, dass die elementaren Glieder in W für die Praxis von unterge- 
ordneter Bedeutung sind. 


In jedem einzelnen Falle hat man an den oben gegebenen Werten von &, 
&, und &, einen Maassstab wie weit die numerische Genauigkeit zu treiben ist. 


% Die Hauptschwierigkeit macht es natürlich, die charakteristischen Glieder 
mit der erforderlichen Schärfe zu berechnen. Zunächst will ich einige Worte 
sagen über die charakteristischen Planeten der höheren Klassen, zu denen, streng 
genommen, jeder Planet gehört. Es ist einleuchtend, dass die charakteristischen 
Glieder der höheren Klassen nur dann merklich werden, wenn der Divisor 6, 
ausserordentlich klein ist, wenn also die Perioden dieser Glieder mit denen der 
elementaren auf eine Stufe zu stellen sind, und in diesem Falle gilt das eben 
für die elementaren Glieder Gesagte auch hier. Ob die charakteristischen Glieder 
höherer Klassen während eines beschränkten Zeitraums für die praktische Stö- 
rungsrechnung merklich werden, hängt nicht von ihrem absoluten Betrage ab, 
sondern vom Betrage der ihnen entsprechenden Glieder in den Differentialglei- 
ehungen und da diese sicher sehr klein sind, so werden auch sie fortzulassen sein. 


Die charakteristischen Glieder der niederen Klassen sind indessen mit der- 


selben Schärfe zu berechnen, wie die gewöhnlichen, d.h. bis zum Betrage = 


Es bleibt nun noch die eine wichtige Frage zu beantworten, welche Klassen 
von charakteristischen Planeten zu den höheren und welche zu den niederen 
Klassen zu zählen sind. Diese Grenze ist nicht leicht zu ziehen; sie bestimmt 
sich durch die Genauigkeit, mit der man die Beobachtungen während eines ge- 
wissen Zeitraums darstellen will. Ich habe die Glieder dritten Grades in der 
Entwicklung der Störungsfunktion vernachlässigt und damit eigentlich schon 
die charakteristischen Planeten der dritten Klasse zu den höheren gezählt. Ob 
dies gerechtfertigt ist, ist zweifelhaft und kann sich erst bei Ausführung einiger 
weiteren Rechnungen zeigen. Sollte es nicht der Fall sein, so ist man freilich 
gezwungen, für diese Planeten einige Glieder dritten und eventuell vierten 
Grades in der Entwicklung der Störungsfunktion zu berücksichtigen. Es werden 


& nn 
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dies aber in allen Fällen nur wenige Glieder sein, und es erschien nicht lohnend, 
deswegen in der gegenwärtigen Arbeit die Entwicklungen über die Glieder zweiten 
Grades hinaus fortzusetzen. Wenn also auch für die äusserst wenigen Planeten, 
welche diesen Klassen angehören, unsere Formeln vielleicht nicht vollständig 
ausreichen, um ihre Coordinaten innerhalb 1’ darzustellen, so ist es doch nicht 
schwierig, behufs genauerer Berechnung die wenigen nötigen Glieder höheren 
Grades hinzuzufügen. 


8. Ich will nun noch einige Worte sagen über die Darstellung der elemen- 
taren Glieder in secularer Form, namentlich, um festzustellen, welche der beiden 
Darstellungsarten die vorteilhaftere sein dürfte. Ich habe schon pag. 85 einige 
Bemerkungen über diese Frage gemacht. Kürzen wir die Ausdrücke der ele- 
mentaren Glieder in der Weise, dass wir die Bewegung Jupiters als elliptisch 
annehmen, so sind die Funktionen n und II durch die Relationen: 


ncos77 = xcos(o+T)+x,cosT,, 
ysin7 = »sin(w-+T)+x,sinl\, 


ausgedrückt, die an Einfachheit nichts zu wünschen übrig lassen. Die seculare 
Form ist sehr einfach hieraus herzustellen; es wird: 


m cos II = cos (gv,+I)+x, cosI', v— 5% (v—v,) sin (gd,+T) — . (W—v,)’cos(gv, +): ---- 


2 
nsin 7 = «sin (gv,+I)+%, sin I, + g% (v— v,) cos (gv,+T) — 2. (vv, sin(gv,+M)E+---- 


wo man, wenn man will, auch die Zeit als unabhängige Veränderliche einführen 
kann. Das mit dem Quadrat von v multiplieirte Glied erreicht allerdings in 
einem Zeitraum von 100 Jahren nicht den von uns als Genauigkeitsgrenze an- 
genommenen Betrag, kann also bei Seite gelassen werden. 

Wie sich die Integrationen des sechsten und siebenten Kapitels stellen 
werden, wenn man die elementaren Glieder in secularer Form giebt, ist ohne 
Schwierigkeit einzusehen, und gerade hier bietet die Darstellung in periodischer 
Form einen Vorteil. 

Auch die Glieder der Form A in der Funktion W stellen sich in ihrer pe- 
riodischen Form so einfach dar, dass ich dieser letzteren entschieden den Vorzug 
geben möchte; es wird nämlich: 


= "++ 2x, cos(w+T—T,) 
nn’ cos(7— Il) = x,% + cos(w+T—T‘) 
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Demnach tritt hier ausser den constanten Gliedern überhaupt nur ein einziges 
Argument auf, und die Rechnung kann auch durch das Auftreten aussergewöhn- 
lich kleiner Divisoren nicht erschwert werden. Will man die Glieder dennoch 
in secularer Form darstellen, so wird auch dies keine Schwierigkeiten machen. 
Sie sind hier um einen Grad kleiner als in o; indessen sind sie in der Funktion 
W numerisch in vielen Fällen grösser, namentlich wenn es sich um charakte- 
ristische Planeten handelt, so dass dann das mit vo” multiplieirte Glied berück- 
sichtigt werden muss; und nur dieses, da die vorhergehenden sich mit den In- 
tegrationsconstanten vereinigen. 


Dies sind die Gründe, die mich bewogen haben, die sogenannten Secular- 
störungen in periodischer Form zu geben. 


Greifswald 1897, November. Martin Brendel. 
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Vorgelest in der Sitzung am 14, Mai 1898. 


Die Berechnung der Beobachtungen dieser beiden Finsternisse an den Helio- 
metern von Repsold und Fraunhofer war der Hauptsache nach schon damals er- 
ledigt; nur konnten die Beobachtungen am Repsold’schen Heliometer nicht in 
endgültige Form gebracht werden, weil die Theilungsfehler der Objectiv-Scalen 
noch nicht bestimmt waren. Nachdem letztere Untersuchung und deren Berech- 
nung in den Jahren 1839 bis 1891 ausgeführt waren, hätten die Resultate be- 
kannt gemacht werden können, jedoch war ich in der nächsten Zeit hauptsäch- 
lich mit der Ausarbeitung meiner umfangreichen Abhandlung über die Praesepe 
und der Darstellung aller am Repsold’schen sechszölligen Heliometer angestellten 
Unsersuchungen beschäftigt und erst in letzter Zeit habe ich Gelegenheit gefun- 
den, diese Finsternissbeobachtungen wieder vorzunehmen. 

Die Ableitung der Verbesserungen der den Ephemeriden entnommenen rela- 
tiven Oerter des Mondes gegen die Sonne fand nach den bekannten und mehrfach 
angewandten Formeln statt, welche in dem Aufsatze „M. Wichmann, Beobach- 
tung der totalen Sonnenfinsterniss am 28. Juli 1851 am Königsberger Heliometer“, 
Astronomische Nachrichten, Bd. 33 gegeben sind. 
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A. Partielle Sonnenfinsterniss 1890 Juni 16/17. 


Diese Finsterniss begann in Göttingen um 21"3”m und endigte um 23h 31m 
mittlere Ortszeit. Bei Beginn der Finsterniss war der Himmel bewölkt und die 
Beobachtung des Eintritts misslang deshalb. Einige Zeit später gingen die Wol- 
ken auseinander und es konnte an beiden Heliometern um etwa 21% 14" mit Seh- 
nenmessungen begonnen werden. Um etwa 2145” wurde der Himmel dann wie- 
der auf längere Zeit trübe und erst kurz vor dem Ende der Finsterniss um 
etwa 23% wurde es noch einmal wieder auf eine viertel Stunde hell; die Beob- 
achtung des Austritts wurde jedoch abermals durch Bewölkung vereitelt. 

Die Berechnung der Sehnenlängen gestaltet sich nun folgendermassen. Es 
bedeuten in nachstehender Tabelle 


Spalt I die in mittlere Zeit Greenwich umgesetzten Beobachtungszeiten, 

II die dem Nautical Almanac entnommenen geocentrischen Oerter des 
Mondes, 

III die auf Göttingen wegen Parallaxe nach strengen Formeln redu- 
cirten Mondörter, 

IV die geocentrischen Oerter der Sonne, 

V. dieselben für Göttingen wegen Parallaxe reducirt, 

VI die dem Nautical Almanaec für die Beobachtungszeiten entnomme- 
nen Werthe der Horizontal-Parallaxen und Halbmesser von Mond 
und Sonne, Urrcro, 

VII die Halbmesser von Mond und Sonne für die Zeiten der Columne TI, 
gültig für Göttingen und bereits verbessert nach den weiter unten 
folgenden Abänderungen der im Nautical Almanac angenommenen 
Werthe, r'c r'o. 

Sind dann «c dc «ao do die auf Göttingen bezüglichen Rectascensionen und 
Declinationen von Mond und Sonne, so sind die relativen Coordinaten des Mon- 
des gegen die Sonne 

x = (ac— 00) cos4(dc+do) 
y= (6-00), 
die in Spalt VIII enthalten sind. 
Auf diese Weise erhält man nachstehende Tabelle: 
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ee ee a N ee 
I 1 II IV V 
M.Z.Grw. |Geoc. Oerter d. Mondes| Mondörter f. Göttingen]Geoc. Oerter d. Sonne]Sonnenörterf.@öttingen 


h m VE 
20 20 |84°51' 9.3 + 23'29'54.2|85'17 24.0 +23° 0° 6.4]85 41° 62 + 23233048541 104 4 2023347 
40 |85 2 9.5 31 11.7|85 26 4.0 211.01 41582 2.0 36.4 
21 0 |8513 9.6 32 23.4|85 34 33.5 410.5] 4250.3 DE 1587 38.0 
20 183524 9.9 33 44.3[85 42 53.8 6 4.5] 4342.3 43.9| 4345.3 39.5 
40 [85 35 10.4 34 59.485 51 6.0 752.7] 4434.2 45.4| 44 36.7 41.1 
22 0 |85 46 10.8 36 13.8[85 59 11.2 934.9| 45 26.3 46.8| 45 28.4 42.6 
20 |85 57 11.4 37 27.4|86 7 10.8 1111.0| 46 18.3 48.21 46 19.9 44.1 
40 Is6 812.2 38 40.1186 15 6.1 1240.41 47104 49.51 47114 45.4 
23 0 |86 19 12.9 39 52.1|86 22 58.4 14 3.5| 48 2.3 50.9| 48 2.8 46.8 
I VI vu In 
M.Z.Grw. II rC z ro|r<c ro |eC—-eOo & Y 
h m| en „ „ r 2 7 
20 20 15447.4 897.4 8.71 946.5|906.7 944.21 — 14264 —1311.1 — 1408.3 
40 AT1 97.3 7.1 — 9580 — 880.4 — 1285.4 
210 416.8 97.2 7.4 — 500.2 — 459.6- —1167.5 
20 46.5 97.1 7 sl, 473, 10550 
40 46.2 97.0 7.9 aa ars aus 
20 45.9 96.9 8.1 +822.9 4 7559 — 8475 
20 45.6 96.8 8.2 +1250.9 -+1149.0 — 7531 
40 454 96.6 8.2 + 16747 115381 — 664.9 
23 0 45.1 96.5 | 82 1.2095.6 -+1924.5 — 583.3 


Hieraus wurden die relativen Coordinaten der Mittelpunkte von Mond und 
Sonne für jede einzelne Minute Greenwich Zeit für die Dauer der Beobachtun- 
gen interpolirt. Die im Nautical Almanac angegebenen Halbmesser von Mond 
und Sonne sind in Spalt VII in nachstehender Weise durch andere Annahmen 
ersetzt worden. 


Mondhalbmesser nach Hansen’s Mondtafeln Rc 933’.36 

Correction nach Oudemans (Astr. Nachr. 1202 u. 2670) — 1.09 
angenommen 932.27 

Für 1890 Juni 16/17 ist die Correcetion des scheinbaren Halbmessers ent- 

-sprechend der Entfernung des Mondes = — 1.06. 

Mittlerer Sonnenhalbmesser im Nautical Almanac Ro —. 96/282 

dagegen nach Auwers (Astr. Nachr. 2670) 959 .56 

also Correction des Nautical Almanac — 2,26 

oder Correction für den Beobachtungstag — 2,22 


Auf diese Weise ergeben sich die in obiger Tabelle enthaltenen Werthe für 
die der Rechnung zu Grunde gelegten Radien. 

Für die in M.Z.Greenwich verwandelten Beobachtungszeiten wurden dann 
die Grössen &y rc und ro interpolirt und damit nach den Wichmann’schen For- 
meln die Längen der Sehnen und die Differential - Quotienten zur Verbesserung 
dieser vier Unbekannten berechnet. Da sich aber die Co&fficienten von drc und dr 
zu wenig von einander unterscheiden, um eine Verbesserung der Radien berech- 
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nen zu können, so wurden diese Grössen mit umgekehrten Zeichen auf die Seite 
der absoluten Glieder der Gleichungen gebracht, um auf die Weise die Verbesse- 
rungen dx und dy als Function der an die angewandten Radien noch anzubrin- 
genden Verbesserungen auszudrücken. 

Die Sehnenlängen sind mit Rücksicht auf alle erforderlichen Verbesserungen, 
nämlich Theilungsfehler der Objeetivscalen, Gang des Mikroskops, Reduction auf 
die der Temperatur entsprechende Ocularstellung, ferner für Temperaturcorrec- 
tion und für Refraction verbessert worden. 


a) Beobachtungen am Repsold’schen Heliometer (162 Oeffnung). 


Diese Beobachtungen wurden von mir ausgeführt und der damalige Assistent 
Dr. Buschbaum unterstützte mich durch Aufschreiben der Uhrzeiten und der 
Nummern der Theilstriche der Objeetivscalen. Durch die Registrirung der Trom- 
melablesungen bei den Einstellungen auf die Theilstriche wurde die Messung sehr 
beschleunigt und es konnten in der ersten Periode hellen Himmels 27 Einstellun- 
sen der Hörnerspitzen vorgenommen werden; als es aber gegen Ende der Fin- 
sterniss wieder auf kurze Zeit hell wurde, ereignete sich eine Störung am Re- 
gistrirmikrometer, da der Papierstreifen in Unordnung gerieth, so dass leider 
nur noch drei Einstellungen gelangen. 

Die neuen Heliometer besitzen die Einrichtung, auch Positionswinkel mit 
grosser Schärfe zu messen. Da aber das Ablesen des Positionskreises erheblich 
grössere Zeit als die Registrirung der Distanzmessungen erfordert und die Po- 
sitionswinkel-Messungen den Distanzmessungen gegenüber eine geringere Genauig- 
keit besitzen, so sind nur letztere gemessen worden. Sollte ich jedoch einmal 
wieder Gelegenheit haben, derartige Messungen anzustellen, so würde ich nicht 
unterlassen, beide Coordinaten zu messen. 

Die Reduction der Beobachtungen am Repsold’schen Heliometer nach dem in 
meiner Abhandlung über die Praesepe auseinandergesetzten Verfahren (siehe Die 
Oerter der hellen Sterne der Praesepe, Astronomische Mittheilungen von der Kgl. 


Sternwarte zu Göttingen. Vierter Theil. Göttingen 1895) gestaltet sich folgen- 


dermassen: 
Lfde. Sternzeit Oc.- Tem- Ä Reducirte 
Nr. Göttingen | Messung Stell. | peratur Refract, Messung 
ham as | Ss | Ss 

1 2 56 53.8 21.1629 —1 — 25 + 101 21.1704 

2 59 35.3 23.2786 — 1 — 28 110 23.2867 

3 8.31.92:8 24.3235 —1 — 29 + 114 24.3319 
4 1 40.8 24.7764 —1 — 30 + 115 24.7848 
b) 2 37.3 25.3477 —1 — 381 + 118 25.3563 

6 3 29.8 25.9744 —1 —31 + 119 25.9831 

7 5 18.8 26.9314 —1 — 33 + 120 26.9400 

8 6 9.8 27.4368 —1 — 33 -+ 123 27.4457 

9 7 25.8 23.1867 —1 — 34 + 125 28.1957 
10 8 6.8 28.4447 —1 — 85 -+ 126 28.4537 


2. Dr ee 
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Lfde. Sternzeit ' Oec.- Tem- Reducirte 

Nr. | . Göttingen Messung Stell. peratur Refract. Messung 

hezmees Ss Ss 

11 3853.83 28.8734 —1 — 35 — 127 28.8325 

12 9 26.3 29.1747 —1 — 36 —+ 128 29.1838 

13 10, 24.8 29.6165 —1 — 36 + 129 29.6257 

14 11 10.3 29.9777 —1 — 37 —+ 130 29.9869 

15 12 11.8 30.4400 —1 — 37 — 130 30.4492 

16 12 50.8 30.6627 —1 — 38 —+ 131 30.6719 

lt) 13 28.8 30.9933 —1 — 38 + 132 31.0026 

18 14 3.3 31.1733 —1 — 39 + 132 31.1825 

19 14 45.8 31.4832 —1 — 39 —+ 132 31.4924 

20 15 17.8 31.7169 —1 — 39 + 153 31.7262 

21 15 59.8 31.9827 —] — 40 —+ 133 31.9919 

22 16 29.8 32.2033 —] — 40 —+ 133 32.2125 

23 17 35.3 32.5456 —1 — 41 + 133 32.5547 

24 18 3.8 32.6846 —1 — 41 —- 133 32.6937 

25 18 40.8 32.9133 —1 —4l + 134 32.9225 

| 26 24 45.8 34.7292 0 — 44 + 133 34.7381 
| 27 25 33.3 34.9962 0 — 45 + 133 35.0050 
| 28 451 17.8 27.0043 +4 — 38 + 89 27.0098 
| 29 52 45.8 26.2277 +4 — 37 + 86 26.2330 
I 50 53 50.8 25.6631 +4 — 36 + 8 25.6682 


Die meteorologischen Ablesungen waren 


| Sternzeit Barom. Luft-Temperatur Temp. d. Instruments 
| h m mm 0 0 
2 52 749.2 +17.6C. +16.8C. 
| 347 49.1 16.9 16.6 
5 16 48.6 18.4 18.0 


| Die Verwandlung der in Theilen der Objectivscalen ausgedrückten Sehnen- 
| längen in Bogensecunden erfolgt durch Multiplication mit dem Bogenwerthe 
| eines Skalentheils, nämlich 40”.0167 — [1.602242], der aus der Messung der Bo- 
| gen grössten Kreises mit Berücksichtigung der systematischen Correctionen der 
Distanzmessungen abgeleitet ist. (Siehe darüber Astr. Nachr. Bd. 142 Seite 347.) 

Die Vergleichung der Beobachtung und Rechnung sowie die daraus hervor- 
gehenden Bedingungsgleichungen zur Verbesserung von %,y und einer constanten 
| Grösse c gestalten sich dann folgendermassen: 


Mittl. Zt. 
Greenw. 


hwemess 
1 20 34 55.0 
9 37 36.1 
3 39 3.4 
4 39 41.3 
5 40 37.6 
6 41 29.9 
7 43 18.7 
8 4 95 
9 45 25.3 


Sehne 


Beob. 
847.17 
931.86 
973.68 
991.81 
1014.68 
1039.76 
1078.05 
1098.29 
1128.30 


Rechn. 
846.56 
932.44 
974.02 
991.67 
1016.12 
1038.11 
1081.19 
1100.24 
1127.30 


+06 —2170 —2194C = +111de 4 147 dy-+1e 


Beob.-Rechn. 
N 
0.601707 — 2.00 
20.3.0 .1.88 1 
7.0.16 21:85 88 
1A 31.80 1.84 
ro 176 — 1.80 
3011.09 2173 
2290 1.66 24.70 
131.0. 221.62 — 1.66 


+0.95 
40.87 
+ 0.85 
+ 0.81 
1:00.77 
+0,70 
+ 0.68 
+ 0.64 


+ 1.32 
+1.25 
+ 1.23 
+.1.19 


—+ 1.16 
+ 1.10 


+ 1.07 
+ 1.04 


u 
an 
= 
2 
q 
1 
+1 
4 


Darstellung 
Beob.-Rechn. 
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Mittl. Zt. 
Greenw. 


ham is 
10 20 46 6.2 


11 46 52.6 
12 47 25.5 
13 48 23.8 
14 49 9.2 
15 50 10.5 
16 50 49.4 
17 51 27.3 
18 52 1.7 
19 52 44.1 
20 55 16.0 
21 53 57.9 
22 54 27.8 
23 55 38.1 
24 56 1.6 
25 56 88.5 
26 21 2 42.5 
27 3 29.8 
28 22 29 0.3 
29 30 28.0 
30 31 32.9 


Hier bedeutet ce die von Wichmann eingeführte Constante, die dadurch ent- 
steht, dass man bei der Berechnung der einzelnen Einstellungen eine vorläufige 
und noch zu verbessernde Annahme für eine Zahl zu machen hat, die der Coin- 
cidenz der beiden Objectivscalen entspricht und je nach der Stellung der letzte- 
ren positiv oder negativ anzusetzen ist. Die letzte Spalte enthält die nach Ein- 


Sehne 


Beob. 


1138.63 
1155.79 
1167.84 
1185.53 
1199.98 
1218,48 
1227.39 
1240.62 
1247.82 
1260.22 
1269.58 
1280.22 
1289.04 
1302.73 
1308.30 
1317.45 
1390.11 
1400.79 


1080.85 
1049.76 
1027.16 


Rechn. 


1141.64 
1157.16 
1167.95 
1186.44 
1200.23 
1218.32 
1929.66 
1240.24 
1249.65 
1260.90 
1269.16 
1279.95 
1287.30 
1302.97 
1309.70 
1318.20 
1391.87 
1400.67 


1080.84 
1049.50 
1025.24 
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Beob.-Rechn. 


W 


-30 — 1604 —1.64dc = 
Ep 
= 6o 
158 
156 
154 
158 
52 
1,51 
21.49 
ag 
147 
21.46 
1.45 
= 148 
— 1.43 
2.136 
136 


141.58 
201 56 
22,00, 0° 154 
=08 1523 
7092 1,150 
U 148 
+ 04.2147 
8 AG 
209022144 
+.0:4 2.143 
03, 2120 
ze A 
OS L1,39 
14,12 11.38 
08. 1.37 
2.1.8322 1.20 
01109 

0.01.70 
2.08 278 
9, ng 


— 1.73 
— 1.78 
— 1.82 


+ 0.59 
+ 0.58 
+0,55 
+ 0.53 
+0,51 
+ 0.49 
+ 0.48 
+0.47 
+0.45 
+ 0.44 
+ 0.42 
+ 0.41 
+ 0.39 
+ 0.38 
+0,37 
+0.26 
+ 0.26 
1,93 
— 1.29 
22194 


+ 0.62 de + 1.02dy+ le 


00 
09 
ol 
il 
LO H1 
ga 
091, 
1.0.90, 21 
0.80 
0.88 
Nee 
10T 
0,85 
rosa ln 
1 0:83. Man 
20.75 
En 
0,6 
+0,07. 
+ 0.68 


Darstellung 


Beob.-Rechn, ® 


setzung von dx, dy und ce noch übrigbleibenden Fehler, aus denen die wahrschein- 


lichen Fehler des Resultats berechnet sind. 


Aus vorstehenden 30 Gleichungen ergeben sich nach der Methode der klein- 
sten Quadrate die Endgleichungen 


— 11".56 — 19.00 dro — 19.55 drc 
— 13 .74 — 46.96 
—12.30+ 0.03 


— 48.20 
+ 0.04 


I 1 I 


Die Auflösung der Gleichungen giebt 


dx 


dy 
[4 


— 0".520 + 0.422 dro + 0.427 drc 
— 0.220 — 1.818 
— 0.378 — 0.004 


— 1.863 
— 0.004 


+15.10 de +13.9 dy+ 1.70 


+13.95 +2907 + 0.31 
+ 170 + 0.31 +30.00 
w.F. + 0".284 

+0 .204 

+.0 .150 


w.F. einer Einstellung + 0".82. 


Hierbei ist noch des Umstandes zu erwähnen, dass bei der Berechnung der 
Mondparallaxe der im Berliner Jahrbuche enthaltene Werth loge = 9.999112 


| 
| 
| 


| 
| 
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angewandt worden ist. Da aber das grosse Heliometer in einer Seehöhe von 
172 Meter aufgestellt ist, so werden die Werthe der Parallaxe dadurch etwas 
vergrössert und es bedarf das Resultat der Ausgleichung für die Mitte der Fin- 
sterniss noch einer nachträglichen Verbesserung, nämlich 

d(ec —ao) = + 0.027 d(dc— do) = +0”.046 


10.025 dy = +0 .046. 


oder dx 


b) Beobachtungen am Fraunhofer’'schen Heliometer (76"" Oeffnung). 


An diesem Instrumente gelang bei dem Mangel der zweckmässigen Einrich- 
tungen zur Ablesung der Scalen, wie sie die neueren Heliometer von Repsold 
besitzen, nur eine kleinere Anzahl von Beobachtungen, aber dieselben besitzen 
den meinigen gegenüber den grossen Vortheil der mehr symmetrischen Verthei- 
lung, die am grossen Heliometer durch die eingetretene Unordnung an dem Re- 
gistrirapparat verloren ging. 


Bei Nr. 1—10 war Dr. Ambronn am Ocular, Dr. Hayn am Ablesemikroskop 

am Objectivende, 

: 11—17 

Auch diese Beobachtungen sind mit Rücksicht auf sämmtliche Instrumental- 

Constanten und Refraction reducirt, worüber sich das Nähere in der Schrift fin- 

det L. Ambronn, Triangulation zwischen sechszehn Sternen der Plejadengruppe. 

Astronomische Mittheilungen von der Königl. Sternwarte zu Göttingen. Dritter 
Theil. Göttingen 189%. 


Die Messungen und ihre Reductionen in Einheiten der vierten Decimale 
eines Scalentheils gestalten sich folgendermassen : 


SDr.Hayn: 3 Dr. Ambronn 


” 


M.Z. \ Oc.- Tem- Reducirte 
Nr Göttingen une Stellg. peratur Roman Messung 
hms | S | | S 

1 21.15 22.5 48.3295 0 — 58 + 232 48.3469 

2 18571%5 52.9970 0 — 64 + 249 53.0155 

3 20 30.5 56.7848 4 4 — 71 + 260 56.8042 

4 23 48.5 61.2050 + 5 — 76 + 275 61.2254 

5 26 48.5 64.6414 +5 — 80 + 234 64.6623 

6 29 34.5 67.4839 + 6 — 84 + 289 67.5050 

7 32 16.5 70.1199 + 6 — 89 + 295 70.1411 

8 36 30.5 73.7180 + 12 — 93 + 297 73.7396 

9 42 21.5 77.5504 + 13 — 101 + 296 77.5712 

10 22 59 57.5 69.4871 — 108 — 8 + 212 69.4894 
11 23 1 52.5 67.5368 — 105 — 8 + 208 67.5390 
12 4 12.5 65.3228 — 97 — 82 + 202 65.3251 
13 5 55.5 63.5905 — 88 — 8 + 197 63.5933 
14 7 27.5 62.0200 — 86 — 8 + 193 62.0226 
15 8 51.5 60.3191 — 84 — 78 + 189 60.3218 
16 11 54.5 56.6223 — 79 — 74 + 179 56.6249 
17 14 13.5 53.2599 — 174 — 7 + 169 53.2624 


Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F, Band 1, 3. 2 
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Die meteorologischen Daten in Millimeter und Celsiusgraden waren 


MEZERS Barom, Lufttemperatur Temp. d. Instr. 

h m mm o 
21 15 750.0 +18.0 +18. 2 
21 42 49.5 19.5 20.0 2 
23 20 49.5 19.5 18.0 R. 
23 14 49.0 20.0 20.3 ; 


Die Reduction für Ocularstellung wurde für Dr. Hayn nach dessen Focus- 
sirungen auf Doppelsterne angenommen. Zur Verwandlung in Bogenseceunden 
ist der Scalenwert angewandt worden 17”.9118 = [1.253140] nach der erwähnten 
Abhandlung Ambronn, Plejadengruppe. Damit erhält man nachfolgende Green- 
wich M.Z., beobachtete und berechnete Sehnenlängen und die daraus hervorgehen- 
den Bedingungsgleichungen : 


Mittl. Zt. Sehne Beob.-Rechn. 


Greenw. Beob. Rechn. n ® 
20.35 36.0 865.98. 869.66  — 37. — 211HO 2.l4drg = 1 1.12der Löldy rich 
38.15:0. 040.59, 2os1ao 18 195 oe 0.96 ao 0.0 
40.440 .71017.47. 1018.82. — 14° 180 ° 1.83 1.085 7.195 8] +07 
44 20. .1096.66 1097504 =208. 167.170 en +10 
47.20 1158.22. 1160.20. .20 15% 161 +.0:63..0107. 1 —04 
49 48.0. 1209.14. 1211.80 —27 —150 . —155 055 1100 7 19 
52. 80.0 1256.36 1957.10 07 145 . 1.50 04.1096 71 +02 
56 440 1320.81. 131946. 1142 47.022148 20.402 2.000 +21 
21. '9)35.0°%.1889.44 1800.58 1.1 1.30. 7. 2.1.86 0.20 SE oea a e —0.6 
22 20 11.0. 1244.68 193940 +53 — 14 152 0.98. „0er +36 
22 6.0 1209.75 1208.96 +08 —1L5l —155 „1.0198, oe 009 
24 26.0  1170.09.-1169.12° +10 —156....3- 1.60 106 04 
26: 9.0. 113907. 1137.20 214 161 166 1717 0,000 ol 
27:41.0° 111094 .1107.80) 31 - 165, 1.69 170g +15 
29 5.0 1080.48 107924 +12 —170 —13 2193. 12.0660 —05 
82 8.0°.1014.25. 1011.42: 1228, 1.82 .... 2185 137. Boos +04 
34.97.0 954.03. 954.37 —02 193 19 150, oa 98 


Aus vorstehenden Gleichungen ergeben sich die Endgleichungen: 
— 27"46+ 5.30 dro + 5.839drc = + 15.77 de+ 1.04dy+ 0.30c 


— 6 ..05 — 25.55 — 26.17 —= + 104 +15.00 + 113 
+ 3.00— 1.83 — 1.% — + 030 + 113 +17.00 
3 
Die Auflösung der Gleichungen giebt: 
de = —1".726 + 0.449 dro + 0.459 drc w. F. + 0".268 | 
dy = —0 .301 — 1.735 — 1.777 +0 .275 \ 
ce = +0.227 0.000 — 0.002 + 0 .258 ö 


w.F. einer Einstellung = 1”.03. 
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Entsprechend der Seehöhe 162,5 des Fraunhofer’schen Heliometers ist hierzu 
nachträglich noch hinzuzufügen: 
d(ac— co) = +0".026 d(dc—d0) = +0”.043 
oder s de = +0 .024 dy = +0 .043 


Das Resultat der Messungen an beiden Heliometern ist also mit Hinweg- 
lassung der für diesen Zweck gleichgültigen Ergebnisse für die Grössen c: 
z Schur. Repsold’sches Heliometer 
de = d(ac—-ao)cost(dc+do) = — 0.495 + 0.422 dro + 0.427 drc w.F. + 0".284 
dy = d(dc—- 00) —= —0 .174—1.818 — 1.863 +0 .204 
w.F. einer Einstellung + 0".82. 


Ambronn und Hayn 


de — — 1.702 +0.449 dro +0.459 drc +0 .268 
dy = —0 .258— 1.735 — 1.777 +0 .275 
+1 .08, 
wobei wie bemerkt als Halbmesser in mittlerer Entfernung angenommen sind: 
Sonne Ro —= 961".82 (Naut. Alm.) — 2”.26(Auwers) = 959.56 


Mond Rc = 933 .36 (Naut. Alm.) — 1.09 (Oudemans) = %2 .27 


Nun haben meine Beobachtungen des Sonnenhalbmessers am Repsold’schen 
Heliometer in Göttingen ohne Anwendung des Ocular-Prisma ergeben (Viertel- 
jahrsschrift der Astronomischen Gesellschaft Bd. 29, Jahrg. 1894, 8.285): In mitt- 


lerer Entfernung Ro = 960".25, mithin ist, um auf meine eigenen Beobachtun- 
gen Rücksicht zu nehmen, dRo = +0”.69, also für diese Finsterniss dro = 
+0".69 a = +0”.65 zu setzen und damit werden die Verbesserungen 
Schur de = —0”.208 + 0.427 drc für Ro = 960.25 in mittl. Entf. 
dy = —1 .410 — 1.863 drc 


Für Ambronn haben neuere Beobachtungen am Fraunhofer’schen Heliometer 
ergeben (V.J.S. der Astron. Ges. 1894) Ro = 959’.63, also Verbesserung des 
‚Auwers’schen Halbmessers dßo = +0".07 und für diese Finsterniss ist dro = 


0 07 a = = +0”.07 zu setzen, und damit hat man 


Ambronn de = —1"671+0459drc für Ro — 99.63 
dy = —0 .379 — 1.777 drc 
In der kürzlich erschienenen Abhandlung von Dr. Kobold „Resultate aus 
‚den an der Kaiser]. Univ.-Sternwarte zu Strassburg angestellten Heliometer- und 
Refractormessungen der partiellen Sonnenfinsternisse 1890 Juni 16/17, 1891 Juni 6 


und 1893 April16 u.s.w. Separatabdruck aus den Annalen der Kaiserl. Univ.- 
9* 
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Sternwarte zu Strassburg, zweiter Band“ findet man aus den Beobachtungen am 
dortigen Fraunhofer’schen Heliometer auf 8.39 


Kobold d(eac—-eo) = —1'.20 d(öc—-do) = — 0.48. 


Dabei ist von Kobold nach Seite 5 angenommen: Mittlerer Mondradius Rc = 
932’.85 nach Küstner, L. Struve und Battermann, und nach Seite 16 für die 
Sonne Ro = 5971. 

Redueirt man die Resultate der Göttinger Beobachtungen ebenfalls auf den 
von Kobold angenommenen Mondradius, so hat man in mittlerer Entfernung die 
Aenderung dRc = 932".35 — 932".27 = +0”.58 oder am Beobachtungstage für 
die Mitte der Finsterniss 

a) ni 
de = +0 leer, z = +0'.56. 
Behält man für die drei Beobachter die aus ihren eigenen Beobachtungen hervor- 
gehenden Sonnendurchmesser bei und reducirt die Mondhalbmesser auf den von 
Kobold angenommenen Werth, so erhält man zunächst für die Göttinger Beob- 
achter 


Schur de = —- 0.208 + 0.427 >= 0"56 = — 0".208 + 0.239 = +0”.03 

dy = —1.410 - 1.8680 .56 = —1.410-1.042 = —2 45 

Ambronn ) de = -1.671-+0.459 0.56 = -1.671+0 297 = -14 

Hayn dy— —) 379 — 1.717 >=<0.56 = -0.379—-0 .995 = —-1 .37 
und da 


dz = daecosdö und cosdö = 1.088 


so hat man schliesslich 
berechnet mit 


d(eC — e®) d(C— 60) Ro RC 
Schur + 0".05 — 2".45 960".25 932".85 
Ambronn und Hayn —1.53 — 1.97 959 .63 > 
Kobold — 1.20 — 0.43 959 .71 5 
Kobold Gesammtresultat — 0 .86 — 0.55 


Von Kobold sind ausser seinen Sehnenbeobachtungen am Heliometer noch 
die Refractorbeobachtungen von Professor Becker und Dr. Zwink, sowie die an 
verschiedenen Orten angestellten Contactbeobachtungen verwandt worden, deren 
Resultat ich der Kürze halber mit dem Namen: „Kobold Gesammtresultat“ 
bezeichne. 

Die hier auftretenden Unterschiede überschreiten in erheblicher Weise die 
aus der inneren Uebereinstimmung der Messungen folgenden und nur 2 bis 3zehn- 
tel Secunden betragenden wahrscheinlichen Fehler für die einzelnen Beobachter 
und die Annahme verschiedener Werthe für die Radien von Mond und Sonne 
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bringt besonders in der Declination bedeutende Aenderungen hervor. Will man 
von den oben angenommenen Werthen zu anderen übergehen, so sind die ent- 
sprechenden Aenderungen der relativen Coordinaten nach dem Obigen 


Schur de = +0.459 do +0,464dC dd = — 1.818 d0 — 1.863 dC 
Ambronn und Hayn +0.489 + 0.500 17355 —-1.77 
Kobold +0573 + 0,578 —1878 -1.980 


Die Zahlen für Kobold finden sich in seiner Abhandlung Seite 11 und die 
Coefhcienten in d« entstehen aus denen von d« durch Multiplication mit sec ö 
=]088. 

Wollte man z. B. für den Sonnendurchmesser überall den Werth annehmen, 
der sich aus Beobachtungen an den kleinen Fraunhofer’schen Heliometern ergiebt 
und dann für mich das Resultat meiner Beobachtungen am Göttinger Heliometer 
während der Jahre 1892—94 nehmen (siehe V.J.S. 1894) und darnach setzen 


dRo = (%%9'.82 — 960".25) = —0”.43, 
so hätte man 
Schur d(«c—eo) = + 0”.08 + 0.459 x — 0".48 = —('.17 
d(dc—do) = —2 55-1818 x—0 43 = — 1.67 


Dadurch würde eine bessere Uebereinstimmung mit den Ergebnissen der Be- 
obachtungen an den Fraunhofer’schen Heliometern in Göttingen und Strassburg 
erzielt, aber dass sich der Sonnendurchmesser aus den Beobachtungen am grossen 
Göttinger Heliometer um etwa 0”.9, also der Halbmesser um etwa 0”.45 grösser 
ergiebt als am Fraunhofer’schen Heliometer, darüber lassen die an genanntem 
Orte (V.J.S. 1894) mitgetheilten Zahlen für Schur und für Ambronn nicht den 
geringsten Zweifel. 

Es würde von Werth sein auch in Bezug der Mondhalbmesser nicht von 
Bestimmungen an anderen Instrumenten abhängig zu sein, sondern denselben 
aus selbstständigen Beobachtungen an den hier in Frage kommenden Instrumen- 
ten benutzen zu können. | 

Will man aus den oben mitgetheilten Zahlen ein Endresultat ziehen und die 
Gewichte etwa so ansetzen, dass man den Heliometerbeobachtungen in Göttingen 
einzeln das Gewicht 1 und dem Gesammtresultat der Kobold’schen Untersuchung 
aus Heliometer-Refractor- und Control-Beobachtungen das Gewicht 3 ertheilt, so 


hat man 
d(eC— e®) d(6C—6O) Gewicht Annahme für mittl. Entf. 


Schur + 0”.03 — 2".45 1 Ro %0".25 rc 932”.85 
Ambronn und Hayn —1 53 ll 3% 1t 959 .63 932.85 
Kobold Gesammtresultat —0O .86 —0 .55 3 959 71 932 .85 


und somit das Endresultat aller Beobachtungen der Sonnenfinsterniss von 1890 
Juni 16/17 
d(ac—-eo) = - 0.82 d(dc—-do) = -1”.09. 
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B. Partielle Sonnenfinsterniss 1891 Juni 6. 


Die bei dieser Gelegenheit von Schur, Ambronn, Buschbaum, Clemens, Gross- 
mann, Martin, Schwassmann, Kniesche, Engelhardt und Zeissig auf der Göttinger 
Sternwarte angestellten Beobachtungen des Ein- und Austritts sind bald darauf 
von mir in den Astr. Nachr. Bd. 125 bekannt gemacht worden, und es findet sich 
dort auch eine Schilderung der Bewölkungsverhältnisse und der Luftbeschaffen- 
heit, die nichts weniger als günstig lautet. 

Ich konnte mit Unterstützung von Dr. Buschbaum im Laufe von 1!/ı Stun- 
den 100 Einstellungen der Hörnerspitzen zur Messung der Sehnenlängen anfüh- 
ren, deren Genauigkeit nach den groben Unregelmässigkeiten in der weiter unten 
stehenden Columne Beobachtung - Rechnung sehr unter der grossen Unruhe der 
Luft gelitten hat. Für das auf der Terrasse stehende kleine Fraunhofer’sche 
Heliometer war die Sonne während des grössten Theils der Finsterniss durch 
das Sternwartengebäude verdeckt. 

Die Resultate der Göttinger Contactbeobachtungen sind bereits in der er- 
wähnten Abhandlung von Dr. Kobold abgeleitet worden, wobei er die sehr zwei- 
telhaften Beobachtungen des Eintritts ausgeschlossen hat. 

Es bleibt hier nur noch übrig, die Resultate der am grossen Göttinger He- 
liometer ausgeführten Sehnenbeobachtungen mitzutheilen. 

In Göttingen ereignete sich der Anfang der Finsterniss um 

5 39m mittl. Ortszeit —= 10" 38" Sternzeit, 

das Ende um 7 6 122,5 

Die Daten für die Rechnung werden hier wieder in derselben Weise mitge- 
theilt wie bei der Finsterniss vom Jahre vorher. 


I u II IV 
M.Z.Grw. | Geoc. Oerter d. Mondes | Mondörter f. Göttingen | Geoc. Oerter d. Sonne |Sonnenörterf.Göttingen 
bh m o 7 " o ’ " | o D v 0 r 7 0 ’ 2 N} ‚ 7 07 ” {i) r 2 
4 40 |74 25 33.8 + 23 38 11.2[73 46 54.0 + 22 59 11.3|74 24 27.0 + 22 40 48.0|74 24 21.3 + 22 40 42.1 
5 0 37 33.6 40227] 5880.7 23 013.5] 25 18.6 4053.11 2512.7 40 47.0 
20 49 33.8 42 33.2174 10 24.3 114.0| 26 10.2 40 58.2] 26 4.3 40 52.0 
40 175 134.2 44. 42.8| 22 34.8 2213.21 :.:272 087 41 3.31 26 55.8 40 56.9 
60 13 34.5 4651.41 85 1.8 312.831 27 53.3 41 8.51 27475 41 1.9 
20 25 35.4 4859.0| 4745.2 4 I] 28 44.9 4113.6| 2839.2 41 6.8 
40 37 86.2 51 5.7175 044.6 5 11.61 29 36.3 4118.71 2980.8 41 11.2 
I VI VII VII 
M.Z.Grw II rQ 7 MIO) r'« r'© |ed—e©® x Y 
h m RENT 2 [7 „ [2 " " 7 7 
4 40 |5732.0 942.2 871 947.5|947.5 945.3 | — 2247.4. — 20713 -+ 1109.2 
5 0 31.5 421 46.6 — 1602.1 — 1476.5 -+ 1166.5 
20 31.0 42.0 45.8 — 940.1 — 866.3 + 1222.1 
40 30.5 41.8 44.8 — 261.1 — 240.6 -+ 1276.8 
60 30.0 41.7 43.9 + 4343 -+ 400.1 -+- 1330.9 
20 29.5 41.6 43.1 + 1146.0 + 1055.8 + 1385.1 


40 29.0 414 42.2 + 1873.7 + 1726.2 -+ 1439.9 


a a N nn u u ee er 
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Die im Nautical Almanac angesetzten Halbmesser von Mond und Sonne Al 
in obiger Tabelle Columne VII wieder in nachstehender Weise durch andere An- 


nahmen ersetzt worden: 
Mondhalbmesser nach Hansen 
Correction nach Oudemans 
corrigirter Halbmesser 


Für 1891 Juni 6 ist die entsprechende Correction des scheinbaren Mondhalb- 


Rt = 


983".36 
—1.09 
932 .27 


messers im Nautical Almanaec —1.10 
Mittlerer Sonnenhalbmesser im Nautical Almanace Ro = %1”.82 
dagegen nach Auwers Astr. Nachr. 2670 959 .56 
also Correction des Nautical Almanac —2:.26 
oder für den scheinbaren Sonnenhalbmesser 1891 Juni 6 —2.23 

Reduction der Sehnenlängen. 
Sternzeit Oc.- Tem- Reducirte 
Nr. Göttingen A Zune Stellung | peratur Befract. Messung 
h m Ss SELTEN 

1 10 47 57.4 20.4301 — 23 — 55 + 494 20.4739 
2 49 48.9 22.5027 — 26 — 56 + 559 22.5524 
3 30 39.2 23.0101 — 27 — 57 + 578 23.0615 
4 öl 19.4 23.7372 — 27 — 38 + 604 23.7911 
b) 52 25.9 24.6019 — 283 — 40 + 634 24.6585 
6 52 54.4 24.8503 — 28 — 40 + 640 24.9075 
7 53 48.2 25.6192 — 29 — 41 + 667 25.6789 
8 54 17.9 25.8126 — 30 — 41 + 674 25.8729 
9 54 50.4 26.4256 —31 — 42 + 695 26.4878 
10 55 32.9 26.6434 — 31 — 43 + 705 26.7065 
11 56 14.9 27.0133 — 31 — 43 +- 723 27.0782 
12 56 45.9 27.4415 —31 — 44 122788 27.9073 
13 57 25.6 27.7192 — 88 — 44 + 746 27.7861 
14 58 11.9 28.2321 — 34 — 45 + 764 28.3006 
15 1103.30. 30.7173 — 35 — 49 + 857 30.7946 
16 4 13.4 30.9244 — 36 — 50 + 864 31.0022 
17 5.1.9 31.1750 — 36 — 50 + 878 31.2542 
18 5 43.9 31.3539 — 36 — 50 + 8831 31.4334 
19 6 26.9 31.6313 — 37 —51 + 888 31.7113 
20 6 56.4 31.8636 — 37 —5l + 894 31.9442 
21 7 30.4 32.0401 — 37 —51 + 899 32.1212 
22 7 56.9 32.1350 — 97 —51 + 900 32.2162 
23 8 34.2 32.4196 — 37 — 52 + 907 32.5014 
24 9 59 32.4875 — 87 — 52 + 908 32.9694 
25 9 36.1 32.6218 — 38 — 52 + 910 32.7038 
26 10 2.9 32.6843 — 38 — 52 + 910 32.7663 
Dal 10 51.4 32.8872 — 38 — 52 + 910 32.9692 
28 11 33.4 33.0268 — 88 — 53 + 914 33.1091 
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Sternzeit Oc.- Tem- Reducirte 
Göttingen Messung Stellung | peratur Bau Messung 
m Ss Ss 

11 12 4.9 33.1585 — 39 — 53 + 913 33.2406 
12 31.9 33.2833 — 39 — 53 + 913 33.3654 
13 19.2 33.4593 — 39 — 53 + 913 33.5414 
13 46.9 83:5935 — 39 — 583 + 913 33.6356 
14 58.9 33.7547 — 40 — 54 + 905 33.8358 
15 31.0 33.7875 — 40 — 54 -+ 899 33.8680 
160.83:9 33.8425 — 40 — 54 + 899 33.9225 
16 30.9 33.8951 — 40 — 54 — 890 33.9745 
17 0.6 33.9530 — 40 — 54 885 34.0321 
17 28.9 33.9797 — 40 94 + 877 34.0580 
18 10.4 34.1813 — 40 — 54 -+ 872 34.2591 
18 58.4 34.1301 — 40 — 54 + 871 34.2078 
19 11.9 34.2324 — 40 — 54 + 857 34.3087 
19 29.4 34.2756 — 40 — 55 + 854 34.3515 
20 14.6 34.3179 — 40 —5 + 841 34.3925 
20 42.4 34.3119 — 40 — 55 -+ 832 34.3856 
21 16.4 34.3353 —41 — 55 + 816 34.4073 
21 41.4 34.3089 —41 — 55 + 813 34.3806 
22 27.0 34.4580 — 41 — 55 — 800 34.5284 
23 0.9 34.3540 — 41 — 55 1 788 34.4232 
23 43.9 34.3897 —41 —55 + 771 34.4572 
24 :5.9 34.3912 —41 — 55 + 762 34.4578 
34 35.4 34.3219 —41 — 55 + 755 34.3878 
25 22.8 34.2754 — 41 — 55 + 729 34.3387 
25 49.9 34.3202 —41 — 54 + 718 | 34.3825 
26 20.4 34.2288 — 41 — 54 + 703 34.2896 
236 59.8 34.2634 — 4] — 54 + 687 34.3226 
27 26.2 34.1978 — 41 — 54 + 674 34.2557 
27 58.4 34.1765 | — 41 — 54 + 661 34.2331 
238 22.4 34.0840 —41 — 54 + 648 34.1393 
38 51.9 34.0478 — 41 — 54 + 635 34.1018 
29 16.9 33.9655 —4l — 54 + 622 34.0182 
29 52.9 | 33.9450 | — 4 | —54 | +606 | 33.9961 
30 15.9 33.9063 —41 — 54 + 594 33.9562 
30 51.9 33.9128 —4l — 54 + 579 33.9612 
31 16.4 33.7725 —4l — 54 + 564 33.8194 
32 2.9 33.6863 —4l — 53 + 543 33.7312 
32 27.4 33.6038 — 41 — 53 + 531 33.6475 
33 0.6 33.4503 —41 — 53 + 513 33.4922 
33 29.9 33.3747 —4l — 53 + 499 33.4152 
33 56.4 33.3589 — 40 — 53 + 487 33.3983 
34 29.9 33.1948 — 40 — 52 + 470 33.2326 
35 19.9 33.0807 — 40 — 52 + 447 33.1162 
35 46.4 32.9184 — 40 — 52 + 433 32.9525 
36 42.4 32.7479 — 39 —5l + 407 32.7796 
37 83.4 32.6658 — 39 — 51 + 395 32.6963 
37 47.9 32.3197 — 39 —51 + 374 32.3481 
38 33.6 32.1957 — 39 —51l + 355 32.2222 


nr we en nn u 
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Sternzeit Oc.- Tem- 

Nr. Göttingen Messung Stellung | peratur 

h m ] Ss | 

77 11 48 9.8 27.9396 — 53 — 44 
73 43 40.9 27.7207 — 33 — 44 
79 49 21.9 27.3461 — 33 — 44 
80 49 49.3 27.0369 — 53 — 43 
8l 50 21.9 26.6644 — 32 — 42 
82 50 46.2 26.3130 — 32 — 42 
83 51 19.4 25.8987 —3l —4l 
84 5l 45.9 25 5654 —3l — 40 
85 52 19.4 25.1689 — 30 — 40 
86 52 58.4 24.7735 — 30 — 39 
87 53 36.4 24.2677 — 30 — 38 
88 54 3.9 23.7653 — 30 — 37 
89 54 43.9 23.2529 — 28 —.31 
90 55. 9.9 22.7810 — 28 — 36 
91 55 49.4 22.2132 — 27 — 35 
92 56 28.4 21.5995 — 27 — 34 
93 56 52.4 21.1079 — 26 — 33 
94 57 36.2 20.4076 — 25 — 32 
95 58 16.9 19.6482 — 24 — 31 
96 58 44.2 18.9199 — 23 — 30 
97 59 51.4 17.6266 — 22 — 28 
98 12 0 14.9 16.8940 —21 — 27 
99 0 51.8 15.8573 — 20 — 25 
100 119.9 15.3680 — 19 — 24 


. Die meteorologischen Daten waren: 


Sternzeit Barom. 
h nm mm 

10 50 744.1 

11 40 

11 47 44.1 

12.8 44.0 


Luft-Temperatur 


+17. 
+16-8 


+16.4 


Reducirte 


Refract. | Messung 


Ss 
142 27.9461 


E= 

1134 | 27.7264 
1124 | 27.3508 
1102 27.0410 
+110 | 26.6680 
1105 | 26.3161 
1100 | 25.9015 
+ 93 | 25.5676 
+ 87 | 25.1706 
| 24.7747 
+ 75 | 24.2684 
0.7 1293.7657 
+ 66 | 23.2531 
+ 64 | 22.7810 
+ 58 | 22.2128 
+ 56 | 21.5990 
+ 53 | 21.1073 
+ 50 | 20.4069 
+4 46 | 19.6475 
+ 44 | 18.9190 
41 17.6257 
+ 39 | 16.8931 
+ 38 | 15.8566 
+ 37 | 15.3674 


Temp. d. Instruments 


— 18.5 
+19.8 


+19.5 
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Die Vergleichung der Beobachtung und Rechnung, sowie die daraus hervor- 
gehenden Bedingungsgleichungen für die Verbesserung von x, y und die Bestim- 
mung der Constanten c sind in folgender Tabelle enthalten. 


Mittl. Zt. Sehne Beob.-Rechn. 

Greenw. DBeob. Rechn. n 

h ms " n 
1 5 834 81930 824.43 — 
2 10 45 902.47 906.77 — 4.3 — 2.086 
3 11 35 922.85 935.011 — 12.2 — 2.023 
4..12 15 952.04 956.89 — 4.8 — 1.977 
5 13 21 986.75 990.63 — 3.9 — 1.909 
6 13 50 996.72 1004.75 — 80 —1.883 
7 14 43 1027.59 1029.75 — 22 —1.837 
8 15 13 1085.35 1043.22 —.7.9 —1.813 


Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. 


— 2.086 
— 2.023 
— 1.976 


— 1.909 
— 1.882 
— 1.836 
— 1.813 
N. F. Band 1,3. 


41.269 — 1.319 
+1.208 — 1.282 
115408 1.942 
421.08157%2.1.215 
1.051: 102-1.199 
140.999,%.2 1.172 
+0.971 °—1.159 
3 


51 — 2295 drO — 224 drC = + 1.476 de — 1.44 dy + Le 
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Mittl. Zt. Sehne Beob.-Rechn. 
Greenw. DBeob. Rechn. 77 
h m Ss v 2 " 

9 51545 1059.95 1056.36 +30 — 1790 dr®© — 1789 drC = + 0.943 dx — 1.146 dy+ le 
10 16 28 106871 1075.21 —65 — 1.759 — 1.759 0896  —1127 +1 
ıl 17 10 1083.58 1092.13 — 86 -—-1.732 — 1.731 0.873: 7.1.1190 1 
12 17 41 1100.76 1104.07 —3.3 — 1.713 — 1.713 +0.8349 —1102 —ı 
13 18 20 1111.91 1118.92 —7.0 —1.690 — 1.690 +0.820 —1.08 —ı 
14 19: 7. 1132.50 - 1135.90 — 3.4 © — 1.665 — 1.665 +0.787 —1074 —ı 
15 24 24 1232.30 1232.45 —02 — 1.534 — 1.534 +0592 —1001 +1 
16 95..7..1240.61. 1243.54 —.2.9 — 1.521 — 1.520 + 0.569 —099 1] 
17 95 55. 1250.69 1255.18. —A5 —1.507 — 1.506 +0.54 —0997 +1 
18 26 37 1257.87 1264.88 — 7.0 — 1.495 — 1.495 +0522 —091 -1 
19 27 20 1268.98 1274.32 —5.3 — 1.484 — 1.484 +0501 —0975 —1 
20 97 50 1278.30 1280.64 —2.3 — 1.476 — 1.476 +04856 —0971 —1 
23 28 24 1285.39 1287.56 —2.2- — 1.465 — 1.465 —+0.469 —094 —|1 
22 28 50 1289.19 1292.63 — 3.4 — 1.463 — 1.463 +0458 —0.964 —1 
23 29 27 1300.60 1299.47 -+1.1 — 1.455 — 1.455 +041 —0.H +1 
24 29 59 1303.32 1305.34 — 2.2 — 1.445 — 1.445 +0425 —095 +1 
235 3029:..1308.7205 1310.56-2-—.1.9 71.443 — 1.443 +042 —095 +1 
26 30 56 1311.20 1315.15 — 40 — 1.437 — 1.438 +0.400 —0952 +1 
27, 31: 4402 1819.32 1322.73 —3.4. — 1429 — 1.429 +0.379 —0.98 —1ı 
28 32 26 1324.92 1329.08 —42 — 1.422 — 1.422 +0.361 —095 —1 
29 32 57:1.1330.182..1333:41. 8.2. — 11.418 — 1.418 +0.347 °—0943 —1 
30 83 24 1335.18 1337.10 —1.9 ° — 1.414 — 1.414 +0.336 —091 —1ı 
31 34 11 1342.22 1342.96 —0.7 — 1.408 — 1.408 +0.316 —0.939 +1 
32 34 39 1345.99 1345.71 +03 — 1.405 — 1.405 + 0.306 .—0.938 +1 
33 35 51 1354.00 1354.06 —0.1 — 1.396 — 1.396 +0274 —093 +1 
34 36 23 1355.29 1357.09 —1.8 —1.393 — 1.393 40.262 —0.93 +1 
35 36 56 1357.47 1360.16 —2.7 — 1.389 — 1.390 +0248 —093 —1 
36 37 22 1359.55 .:136240 —2.9 — 1.387 — 1.388 +0.237 .—0932 —1 
37 37 52 1361.85 1364.72 —2.9 —1.385 — 1.385 +0226 —091 —1ı 
38 38 20 1362.89 1366.78 —3.9 — 1.383 — 1.383 402155 —091 —1ı 
39 39 1 1370.94 1369.44 +1.5 —1.380 — 1.381 +0.198 —091 +1 
40 39 29 1368.88 1369.89 —1.0 — 1.379 — 1.380 +0192 —091 +1 
41 40 3 1372.92 1372.86 +01 — 1.376 — 1.377 40.174 —0930 +1 
42 40 20 1374.64 1373.64 -+1.0 — 1.376 — 1.376 +0.167 —0.930 +1 
43 41 5 1376.23 1375.59 +07 — 1.374 — 1.375 +0.150 —09390 —ı 
44 41 33 1376.00 1376.37 —0.4 — 1.373 — 1.374 +0.139 —0.931 —1 
45 42 7 1376.87 1377.36 —0.5 — 1.372 — 1.373 140.126 —091 —ı 
46 42 32 1375.80 1377.88 —2.1 — 1.371 — 1.372 40116 —091 —1 
47 43 18 1381.71 1378.40 +33 — 1.371 — 1.372 + 0.099 —0.933 +1 
48 43 51 1377.50 137859 —1.1 — 1.370 — 1.371 0086 —093 +1 
49 44 33 1378.87 1378.51 +04 — 1.370 — 1.371 0.070 —0934 +1 
50 44 56 1378.89 1378.34 +05 — 1.371 — 1.372 40061 —096 +1 
51 45 26 1376.09 1377.90 —18 — 1.371 — 1.372 40.049 —0.938 —1 


52 46 13 1374.12 1376.86 — 2.7 — 1.372 — 1.373 +0.031 —0940 —I 


Mittl. Zt. 
Greenw. 


hasmı vs 
5 46 40 
47 10 
47 49 
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02 —1373dro —1374drC = + 0.021 de— 0.91dy—1e 


Sehne Beob.-Rechn. 
Beob. Rechn. n 
1375.88 1376.09 
1372.16 1375.07 —2.9 — 1.374 
1373.48 1373.37 +0.1 — 1.377 
1370.80 1372.05 —1.3 — 1.377 
1369.90 1370.22 —.0.3 — 1.378 
1366.15 1368.83 — 2.7 — 1.380 
1364.64 1366.88 — 2.2 — 1.382 
1361.30 1364.98 — 3.7 — 1.384 
1360.41 1362.13 —1.7 — 1.387 
1358.82 1360.19 —1.4 — 1.389 
1359.02 1356.89 +2.1 — 1.392 
1353.34 1354.34 —1.0 -— 1.394 
1349.82 1349.38 +0.4 — 1.400 
1346.47 1346.56 —0.1 — 1.403 
1340.25 1342.50 —2.3 — 1.407 
1337.17 1338.74 —1.6 — 1.410 
1336.49 1335.33 +12 — 1.414 
1329.86 1330.41 —0.6 — 1.419 
1325.21 1322.89 +23 — 1.428 
1318.65 1318.70 —0.1 — 1.432 
1311.73 1309.09 +2.7 — 1.442 
1308.40 1304.38 -+-4.0 — 1.448 
1294.43 1297.06 — 2.6 — 1.455 
1289.43 1287.75 + 1.7 — 1.467 
1118.32 1119.88 —1.6 — 1.686 
110952 1107.39 +2.1 — 1.705 
1094.49 1090.55 +3.9 — 1.731 
1082.10 1078.37 +37 —1.751 
1067.17 1064.25 +29 — 1.774 
1053.09 1053.36 —0.3 — 1.793 
1036.50 1037.75 —1.3 — 1.820 
1023.13 .1024.70 —1.6 —1.842 
1007.24 1007.94 —072 —1.873 
991.40 987.35 +41 — 1.912 
971.14 966.37 +48 — 1.953 
951.083 951.16 —0.1 — 1.985 
930.51 927.75 +28 — 2.035 
911.62 911.45 +02 .— 2.071 
888.88 886.14 +2.7 — 2.130 
864.32 859.72 +46 — 2.196 
844.65 843.39 +1.3 — 2.239 
816.62 811.16 +55 — 2.327 
786.23 778.86 +74 — 2.424 
757.08 756.80 +0.3 — 2.495 


— 1.375 
— 1.377 
— 1.378 


— 1.380 
— 1.381 
— 1.333 
— 1.385 


— 1.388 
— 1.390 
— 1.393 
— 1.395 


— 1.401 
— 1.404 
— 1.408 
— 1.413 


— 1.416 
— 1.421 
— 1.429 
— 1.433 


— 1.444 
— 1.449 
— 1.457 
— 1.468 


— 1.688 
— 1.706 
— 1.733 
— 1.752 


— 1.775 
— 1.794 
— 1.821 
— 1.844 


— 1.874 
— 1.913 
— 1.954 
— 1.986 


— 2.036 
— 2.073 
— 2.132 
— 2.196 


— 2.240 
— 2.329 
— 2.425 
— 2.496 


0.009 
— 0.006 
— 0.016 


— 0.029 
— 0.038 
— 0.049 
— 0.059 


— 0.074 
— 0.083 
— 0.097 
— 0.107 


— 0.126 
— 0.136 
— 0.153 
— 0.162 


— 0.173 
— 0.187 
— 0.208 
— 0.220 


— 0.244 
— 0.256 
— 0.273 
— 0.295 


— 0.617 
— 0.639 
— 0.670 
— 0.692 


— 0.717 
— 0.741 
— 0.765 
— 0.789 


— 0.821 
— 0.860 
— 0.900 
— 0.930 


— 0.977 
— 1.010 
— 1.072 
— 1.122 


— 1.158 
— 1.234 
— 1.314 
— 1.372 


— 0.942 
— 0.945 
— 0.947 


— 0.949 
— 0.951 
—.0.953 
— 0.955 


— 0.959 
— 0.961 
— 0.964 
— 0.967 


— 0.972 
— 0.975 
— 0.979 
— 0.983 


— 0.986 
— 0.991 
— 0.998 
— 1.002 


— 1.012 
— 1.016 
— 1.023 
— 1.032 
— 1.210 
— 1.225 
— 1.246 
— 1.261 


— 1.278 
— 1.299 
— 1.314 
— 1.332 


— 1.355 
— 1.386 
— 1.418 
— 1441 
— 1.480 
— 1.507 
— 1.553 
— 1.602 


— 1.635 
— 1.702 
— 1.775 
— 1.828 


3*+ 


—1 
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Mittl. Zt. Sehne Beob.-Rechn. 
Greenw. DBeob. Rechn. N 
Ruzm.us " " " 
97 620 36 705.33 696.97 +84 — 2.709 drO — 2.710 drC = — 1.543 de — 1.990 dy+1ec 
98 20 59 676.01 674.68 +1.3 — 2.798 — 2.799 — 1.613 —2.057° +1 
99 21 36 684.53 636.90 —2.4 — 2.965 — 2.966 TA Ren ul 
100 22 4 614.95 606.08 +89 —3.115 — 3.116 —1856 —225 —1 


Dass die n-Werthe anfänglich stark negativ sind und gegen Ende positiv, 
liegt, wie die Ausgleichung zeigt, darin, dass x einer grösseren Verbesserung 
bedarf. Aber innerhalb benachbarter Werthe von n zeigen sich namentlich zu 
Anfang und zu Ende der Beobachtungsreihe oft sehr grosse Unregelmässigkeiten, 
die, wie eine nachträgliche Prüfung der Registrirstreifen gezeigt hat, nicht etwa 
in fehlerhaften Ablesungen ihren Grund haben, sondern dadurch erklärbar sind, 
dass zu Anfang bei dem Fortrücken der Wolken und gegen Ende bei dem nie- 
drigen Stande der Sonne in etwa 3 Grad Höhe die Bilder ganz ungemein un- 
ruhig waren. Schon zu Anfang der Beobachtung war die Höhe der Sonne nur 
19 Grad, so dass also die ganze Messungsreihe unter sehr ungünstigen Verhält- 
nissen angestellt ist und nur die sehr grosse Zahl von Einstellungen lässt hoffen, 
ein brauchbares Endresultat zu erlangen. 

Da nun die Beobachtungen insofern völlig symmetrisch angeordnet sind, dass 
immer je zwei Einstellungen bei Rechts- und bei Linksdrehung der Distanzschraube 
vor und nach dem Durchschrauben der Objectivhälften vorhanden sind und dem- 
nach die als constant betrachtete Grösse c bei vier aufeinanderfolgenden Glei- 
chungen in der Anordnung ++—— oder —— ++ vorkommt und die Kenntniss 
dieser Grösse selbst keine besondere Bedeutung hat, so wäre es eine überflüssige 
Arbeit gewesen, sämmtliche 100 Bedingungsgleichungen mit drei Unbekannten 
einzeln zu behandeln. Es sind deshalb je vier Gleichungen zu einem Mittel- 
werthe vereinigt, wobei die Grösse ce dann gänzlich verschwindet. Dies kommt 
also auf das bei dem Messen unveränderlicher Abstände gebräuchliche Verfahren 
hinaus, immer vier einzelne Einstellungen in beiden Lagen der Objectivhälften 
und bei Rechts- und Linksdrehung der Distanzschraube zu einer Distanzmessung 
zn vereinigen. 


Auf diese Weise entstehen nachfolgende 25 Bedingungsgleichungen: 


Gruppe Nr. Beob.-Rechn. Beob.-Rechn. 
N {2} 
1 14 —6.60 —210drO — 2.09 drC = +1.28 de — 1.32 dy 05 
2 5—8 — 5.50 — 1.86 — 1.86 +1.03 —1.19 — 0.5 
3 9-—12 —3.85 —1.75 — 175 +089 —1.12 + 0.6 
4 13—16 — 3.38 — 1.60 — 1.60 +0.69 — 1.04 + 0.2 
5 17—20 — 4.77 — 1.49 — 1.49 +0.51° —0.98 — 1.9 
6 21-24 1.68. — 1.46 — 1.46 +045 —0.9 +09 
7 25—28 — 3.33 — 1.43 — 1.43 +0.39 —.0.95 — 1.0 
8 29— 832 —1.38 — 1.41 — 1.41 +0,33 — 0.94 + 0.7 
9 33—86 — 1.88 — 1.39 — 1.39 +026 —0.3 0.0 
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Gruppe Nr. Beob.-Rechn. : Beob.-Rechn. 
W Ü 

10 37—40 —158 —138 do —138 drC = + 0.21 de — 0.93 dy +01 
11 41—44 101350 1.37 221.38 1.016.098 218 
12 45—48 70152 1437 1377 4011..,=:0,98 +14 
13 49—52 090, 23137 1.37 +005 —0.94 212 
14 53—56 0301.37 8 0.00 — 0.94 — 09 
15 57—60 03138 le 00.95 2] 
16 61—64 —0.50 — 1.39 21,39 —0.09 —0.96 0.0 
1 65—68 — 0.90 — 1.40 4] 20.1402. 10:98 05 
18 69—72 070 — 149 198 —0.20 —0.99 + 0.8 
19 73—76 +145 —1.45 — 1.46 ep] 264 
20 BR 80 2200 1.72 1 0.65.00 1124 1507 
21 81—84 Ne 1.81 Te sl 7 
22 85—88 +2.03 —1.93 193 2. 40 0.0 
23 89—92 ol zo 10500154 0.0 

24 93—96 a 9197 eh] Bea TA +04 

- 25 97—100  -+4.05 — 2.90 a) 69. a8 —0.4 


Bei dieser Zusammenziehung sind die grossen Unregelmässigkeiten in den 
n-Werthen natürlich stark ausgeglichen und der Verlauf lässt jetzt klar er- 
kennen, dass dx einen grösseren Werth erhalten wird. 

Die Behandlung der Gleichungen nach der Methode der kleinsten Quadrate 
führt auf die Endgleichungen 

—43’.11+ 456dro + 457 drc = +12.30 de + 4.20 dy 
+15 .66 + 49.47 dro + 49.51ldrc = + 4.20 da + 34.31 dy 


woraus sich ergiebt 


de = — 3”.820 — 0.127 dro — 0.127 drc w. F. # 0”.187 
dy = +0 .924 + 1.457 dro + 1.458 drc +0 .114 
w. F. einer Gleichung —= + 0".64. 


Nun muss hier noch bemerkt werden, dass bei der Berechnung von x ein 
kleiner Irrthum unterlaufen ist, indem bei der Berechnung der Mondparallaxe 
durch einen Schreibfehler der Werth logecosg'’ für Göttingen 9.794774 anstatt 
9.794754, also um 20 Einheiten der sechsten Decimale fehlerhaft angesetzt wor- 
den ist. Dadurch entsteht in den Werthen Zac ein Fehler von durchschnittlich 
+ 0".090 oder in dx von +0”.083, der jetzt wieder in Abrechnung gebracht wer- 
den muss. 

Es heisst also nach dieser Berichtigung 


dx = — 3’.903 — 0.127 dro — 0.127 drc 
dy = +0 .924 + 1.457 dro + 1.458 drc 


Ferner muss hier wie bei der anderen Finsterniss wegen der bei der Parall- 
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axenrechnung vernachlässigten Seehöhe des Heliometers noch eine Verbesserung 
angebracht werden, nämlich 

d(«c-«o) — +0".065 d(dc-80) = + 0.072 
oder dz = +0 .060 dy = +0 .072 


Das Endresultat ist also 
de = — 3'.838 — 0.127 drO — 0.127 drC 
dy = +0.996 + 1.457 dr© + 1.458 drC 
Bei der Reduction der Beobachtungen ist, wie bereits mehrfach bemerkt, 
für die Radien in mittlerer Entfernung angenommen worden 
Sonne RO = %Y.56 Mond R<c = 932".27 
Nimmt man dagegen den Radius der Sonne nach meinen Beobachtungen am 


grossen Heliometer selbst, ohne Anwendung des Ocularprisma wie bei den Be- 
obachtungen dieser Finsterniss, zu 


Ro = 960".25, 


also die Correction des bei der Rechnung verwandten Werthes in mittlerer Ent- 
fernung 


dRO = +0”.69, 
oder für diese Finsterniss 
. 945.28 . 
do = +09. So = +0”,68 


so erhält man 
dx — 3.936 — 0.197 drc 
dy = +1. 987 + 1.458 dr< 


Dr. Kobold nimmt in seiner Abhandlung den mittleren Mondradius RC = 
932”.85, während ich den Werth nach Oudemans 932”.27 angewandt habe. Setzt 
man demnach zur Reduction auf Kobold’s Annahme 


AdR< = +0'.58 
oder für diese Finsterniss 
in SEAERSURE h 
de = +0 Air enucH — 1.0.59 

so wird 

Schur dx = -3”.936 - 0.127 > -+0"59 = — 3”.936 — 0”.075 = —4”.01 

dy = +1 .987+1.458>< +0 .59 = +1 .987 +0 .860 = +2 .85 

oder 


Schurr d(ac—ao) = —4".36 
d($C-do) = +2 .85 
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Dagegen giebt Kobold auf Seite 39 seiner Abhandlung nach Heliometer- 


beobachtungen in Strassburg 


Kobold dlec—-eo) = —2”.30 
d(6C—-do) = +0 .57 
Man hat also das Endresultat, wenn man noch das Resultat der Kobold- 


schen Untersuchung aus Heliometer-, Refractor- und Contact-Beobachtungen wie 
früher unter dem Namen Kobold Gesammtresultat hinzufügt, 


d(eC—a®) d(&C— 69) Annahme für mittl. Entf. 
Schur —.4",36 +2",85 Ro — 960.25 - RC = 932”.85 
Kobold — 2.30 +0 .57 959 .71 932 .85 
Kobold Gesammtresultat —1 .94 +0 .02 959 71 932 .85 


und bei Annahme anderer Werthe für die Durchmesser hat man die Aenderung 
der Rectascensions- und Declinations-Unterschiede 


Schur d(«ec—-«eo) = — 0.138 dro —0.1388drc d(dc—-do) = +1.457 dro +1.457 drc 
Kobold —0.118dro& —0.118 drc +1.313dro +1.313 drc 


Man sieht also auch hier wieder, dass die Verbesserung des Mondortes in 
Bezug auf den Sonnenort namentlich in Declination in hohem Grade von den 
angewandten Radien der beiden Himmelskörper abhängig ist. 

Da die Berechnung der Beobachtungen auf beiden Sternwarten, soweit sich 
beurtheilen lässt, doch in aller Strenge und nach denselben Grundsätzen, näm- 
lich nach den von Wichmann aufgestellten Formeln durchgeführt ist, so muss 
man die nicht sehr befriedigende Uebereinstimmung der Resultate wohl den un- 
ruhigen Bildern bei dem niedrigen Stande der Sonne zuschreiben, worüber sich 
die Beobachter an beiden Orten beklagen. 

Wollte man darauf verziehten, für meine Beobachtungen und für Kobold 
verschiedene Werthe für den Sonnenradius anzuwenden und für mich etwa den- 
jenigen Werth zu nehmen, der sich aus meinen Beöbachtungen an dem Fraun- 
hofer’schen Heliometer der Göttinger Sternwarte während der Jahre 1892—94 
ergiebt, nämlich 959".82, so wäre damit dRO = %%9'.82 — %60".25 —= —0”.48 und 


de = —0’.43 > — 0.133 —= + 0”.06 
dd = -0.3x<+147 = —0 .63 
und man hätte dann 
Schur d(«c—eo) = -#.30  d(dc-do) = +2".22, 


wodurch die grossen Unterschiede gegen Kobold wohl etwas verringert, aber 
nicht beseitigt würden. Diese kleine Verringerung der Unterschiede würde aber 
dadurch erkauft sein, für das grosse Repsold’sche Heliometer einen Sonnenhalb- 
messer anzuwenden, der den in einer längeren Reihe von Jahren gemessenen 
Werthen entschieden widerspricht. 
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Will man auch hier wieder wie bei der vorangehenden Finsterniss einen 
Mittelwerth bilden, indem man dem Göttinger Ergebniss das Gewicht 1 und dem 
von Kobold aus Heliometer-, Refraetor- und Contactbeobachtungen abgeleiteten 
das Gewicht 3 ertheilt, so wird das Resultat beider Untersuchungen 


d(eC—«®) d(dC— dO) Annahme für mittl. Entf. 
Schur — 4",36 +2".85 Gew. 1 Ro 960.25 RC 932".85 
Kobold — 1.94 +0 .02 3 959 71 932 .85 


Endresultat — 2:54 +0 .97 


Zum Schluss möchte ich noch bemerken, dass für beide Finsternisse die Be- 
rechnung der Oerter der Sonne und des Mondes, sowie der Parallaxen durch 
eine von Professor Ambronn ausgeführte unabhängige doppelte Rechnung einiger 
Werthe geprüft worden ist. 


I. 
I. 
III. 


bakp 
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Erklärung zu den Plänen der Sternwarte. 


Grundriss des Gebäudes Maassstab 1:400. 
Grundriss des Sternwarten-Grundstücks 1: 2000. 
Querschnitt durch die Mitte des Gebäudes von Nord 

nach Süd 1:.200: 


Bedeutung der Bezeichnungen. 


Westlicher Saal, zur Zeit zu erdmagnetischen Beobachtungen benutzt. 
Oestlicher Saal, Bibliothek der Sternwarte. 
Gauss’s Arbeits- und Sterbezimmer mit einer Gedächtnisstafel. 


Aufzug durch die vier Stockwerke des Treppenhauses zum Aufwinden von 
Instrumenten auf das flache Dach neben dem Heliometerthurm, zugleich Raum 
für galvanische Elemente. Durch einen Glasthürverschluss davon getrennt 
hängen in den beiden mittleren Stockwerken die Pendeluhren von Hardy in 
London und Dencker in Hamburg. 


Beton-Fahrbahn für transportable Instrumente, nämlich für den Cometen- 
sucher von sechs Zoll Oeffnung von Merz und das Fernrohr von vier Zoll 
Oeffnung, beide mit parallaktischer Aufstellung und Theilkreisen. Der ge- 
wöhnliche Aufbewahrungsort dieser Instrumente ist die Rotunde im Mittel- 
punkt der Sternwarte. 


Erdmagnetisches Observatorium im Garten. 
Wärterwohnung. 
Drehkuppel für das Heliometer von sechs Zoll Oeffnung von A. Repsold & 


Söhne vom Jahre 1888. (Abbildung des Instruments in: Astron. Mittheilun- 
gen, Vierter Theil.) Seehöhe 172 Meter über Normal-Null. 


Eiserner Thurm für das Heliometer von drei Zoll Oeffnung von Fraunhofer 
vom Jahre 1814. (Abbildung in: Astronom. Mittheilungen, Dritter Theil.) 
Seehöhe 162,5 Meter. 


Meridiankreis von Reichenbach vom Jahre 1819; vor dem Jahre 1855 in d 
aufgestellt. Unter dem Fussboden Pfeiler für festen und beweglichen Queck- 
silber-Horizont. Dieses Instrument befindet sich in regelmässigem Gebrauch. 


Abhdlgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band l, 3. 4 
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Passagen-Instrument von Reichenbach vom Jahre 1818, vor 1888 in ec auf- 
aufgestellt, dient als Collimator für den Meridiankreis zur Bestimmung des - 
Collimationsfehlers und der Schiefe der Horizontalfäden. 

Südlicher Endpunkt der Hannover’schen Gradmessung auf dem gemein- 
schaftlichen Unterbau beider Pfeiler unter dem Fussboden festgelegt. 


Meridiankreis von J. G. Repsold ; ältester aller Meridiankreise, 1804 auf der 
Privatsternwarte des Verfertigers in Hamburg, Elbhöhe, Stintfang, aufge- 
stellt seit 1818 in Göttingen. Daneben die Pendeluhr von Shelton in London, 
von Th. Wagner in Wiesbaden mit elektrischem Contact versehen. 


Kleines Passagen-Instrument mit gebrochenem Fernrohr, aus einem Ertel- 
schen Universal-Instrument durch Meyerstein hergestellt. 


Vierzölliger Refractor von Merz mit parallaktischer Aufstellung, Faden- 
Ring- und Kreuzstab-Mikrometer. 


Mauerquadrant von sechs Fuss engl. (1,95 Meter) Radius von Bird in London, 
im vorigen Jahrhundert von Tobias Mayer auf der alten Sternwarte be- 
nutzt. Dieses Instrument war anfänglich an Pfeilern nördlich und südlich 
vom Repsold’schen Meridiankreise aufgehängt; im Jahre 1876 wurde es 
an der Westwand des Saales befestigt und die Pfeiler wurden bis unter den 
Fussboden abgetragen. 


Collimator zum grossen Heliometer in einem Aufbau über dem Treppenhause. 


Eine Ansicht der Süd-Front der Sternwarte befindet sich in: Astronom. 


Mittheilungen, Vierter Theil. 


Die drei Pläne der Sternwarte sind von dem Regierungsbauführer Mascke 


nach den auf dem Universitäts-Bauamt befindlichen Zeichnungen und verschiede- 
nen Abmessungen meinerseits gezeichnet worden. 


Pläne von der Sternwarte sind ferner noch enthalten in der Schrift: Umbau 


der Sternwarte zu Göttingen. Mitgetheilt vom Bauinspektor Wever zu Berlin. 
(Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur-Vereins zu Hannover, Bd. XXXIX, 
Jahrg. 1893.) 


Berichtigungen. 


Seite 13 9 v. u. „Contact“ anstatt Control 
23 12 v. u. „zu“ zu streichen 


Göttingen, Druck der Dieterich’schen Univ.-Buchdruckerei (W. Fr. Kästner). 


Abhdlgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.- phys. Kl. N. F. Band I Nr.3. 
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Photolith.d Beogr-lith.Anstu Steindr v.C.L.Keller, Berlin S 


.Weidmannsche Buchhandlung in Berlin. 


ABHANDLUNGEN 
DER KÖNIGLICHEN GESELLSCHAFT DER WISSENSCHAFTEN ZU GÖTTINGEN. 
MATHEMATISCH-PHYSIKALISCHE KLASSE. 
NEUE FOLGE BAND 1. Nro. 4. 


Vermessung 


der beiden Sternhaufen x» und x Persei 


mit dem 


sechszölligen Heliometer der Sternwarte in Göttingen 


verbunden mit einer Uebersicht aller 


bis zum Jahre 1900 ausgeführten Instrumental - Untersuchungen 


von 


Wilhelm Schur 


Mit einer Sternkarte. 


Vorgelegt in der Sitzung am 3. Februar 1%0, 


Berlin, 
Weidmannsche Buchhandlung. 
1900. 
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Vermessung 


der beiden Sternhaufen x und x Persei 


mit dem 


sechszölligen Heliometer der Sternwarte. in Göttingen 


verbunden mit einer Uebersicht aller 


bis zum Jahre 1900 ausgeführten Instrumental - Untersuchungen 


Wilhelm Schur 


Mit einer Sternkarte. 


Vorgelegt in der Sitzung am 3. Februar 1%00. 


Göttingen 1900 
Druck der Dieterich’schen Univ. - Buchdruckerei 
(W. Fr. Kaestner). 
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Vermessung der beiden Sternhaufen und X Persei 
mit dem sechszölligen Heliometer der Sternwarte 
in Göttingen, 
verbunden mit einer Uebersicht aller bis zum Jahre 
1900 ausgeführten Instrumental-Untersuchungen 
von 


Wilhelm Schur. 


Mit einer Sternkarte. 


Vorgelest am 8. Februar 1900. 


Im Sternbilde des Perseus in etwa 2% 13" und + 56°.6 befinden sich zwei helle 
Sternhaufen % und % Persei nebeneinander, die einzeln oder im Zusammenhange 
mehrfach Gegenstand der Beobachtung gewesen sind. 


1) 'h Perseıi. 


Den vorangehenden Sternhaufen h Persei am Münchener Refractor beobachtet 
zu haben erwähnt zuerst Lamont in den Astronomischen Nachrichten, Band 14, 
Seite 183 und die Beobachtungen selbst sind in den Annalen der Königlichen 
Sternwarte bei München, XVII Band, München 1869 mitgeteilt. Als Grundlinie 
diente die Verbindung zweier mit 1 und 41 bezeichneten Sterne im Abstand von 
135''.57 und von diesen ausgehend wurden dann die übrigen durch Messungen von Po- 
sitionswinkeln angeschlossen. Lamont hat diese Beobachtungen nicht selbst 
redueirt, und wie aus einer später zu erwähnenden Abhandlung von Dr. Oertel 
hervorgeht, hat es sich nicht ermöglichen lassen, daraus brauchbare Resultate 
abzuleiten. 

Späterhin erfolgte eine Vermessung durch Krüger, nämlich: 

A. Krüger, Der Sternhaufen h Persei, Beobachtungen des- 


selben am Bonner Heliometer nebst deren Berechnung. Abdruck 
Abhälgn. d., K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math -phys. Kl. N. F. Band 1,«. 1 
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aus den Abhandlungen der Finnischen Societät der Wissenschaften. Helsing- 
fors 1869. 
Ausgehend von der Mitte zwischen den beiden benachbarten Sternen 


o m h m Ss o 
B.D. + 56,526 87 18560 2 9 13 + 56972 
5297 84 2 9 14 56974 


sind zu Anfang der sechziger Jahre 43 Sterne durch Anschluss in Abstand und 
Positionswinkel bestimmt worden und zum Schluss ist ein Verzeichniss der Sterne 
für 1855.0 gegeben, wobei Meridiankreis-Beobachtungen zweier Sterne durch 


Argelander, nämlich von B. D. + 56.522, 6.8 und + 56.530, 6.7 zu Grunde 
gelegt worden sind. 

Die Abhandlung: Bredichin, Mesures micrometriques du groupe 
de Pers&e. Annales de l’observatoire de Moscou. Vol. IV. 2.liv- 
raison. pag. 5. 

enthält Vergleichungen in Rectascension und Declination einer Zahl von 
Sternen in h Persei gegen einen als a' bezeichneten hellen Stern B.D. + 56. 522 


68, der in der Abhandlung von Krüger mit Nr. 1 bezeichnet wird. Die End- 
resultate sind nicht abgeleitet sondern nur die von Refraction befreiten einzelnen 
im Jahre 1877 beobachteten Unterschiede. mitgeteilt. Diese Untersuchung hat 
mehr die Bedeutung einer Mappirung, denn die darin enthaltenen 65 Sterne sind 
meistens nur einmal in Reetascension und in einigen Fällen zweimal in Decli- 
nation beobachtet worden. 

Die neueste Vermessung dieses Sternhaufens ist enthalten in: 

Karl Oertel, Neue Beobachtungen und Ausmessung des 
Sternhaufens hAPersei am Münchener grossen Refractor. 
Neue Annalen der K. Sternwarte in Bogenhausen bei München Band I. 
München 1891. 

Diese Abhandlung gelangte im September 1891 zu meiner Kenntniss, während 
der Anfang meiner am hiesigen Heliometer ausgeführten Vermessung sogleich 
nach dem Erscheinen der Pihl’schen Abhandlung im Juli 1891 vorbereitet und 
im October 1891 begonnen wurde. 

Die Oertel’schen Beobachtungen sind in den Jahren 1887 bis 1889 ausge- 
führt und es sind zwischen 125 Sternen 290 Differenzen in Rectascension und 
421 in Declination gemessen worden, die nach der Methode der kleinsten Quadrate 
ausgeglichen sind. 

Als Ausgangspunkt diente der Stern Bradley 316, dessen Ort für 1890 aus 
4 Sterncatalogen von Piazzi bei E. Becker zu: 

« 24 11m 21° 121 8 + 56° 37’ 35.29 angenommen ist und in meiner Trian- 
gulation nicht vorkommt. 

Am Schlusse der Abhandlung sind Vergleichungen mit den Resulaten von 
Krüger und Lamont angestellt, die wie bemerkt gezeigt haben, dass die letzteren 
Beobachtungen sich nicht sicher reduciren lassen. 
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Ueber den nachfolgenden Sternhaufen y Persei ist zuerst zu ceitiren 

H.C. Vogel. Der Sternhaufen yPersei beobachtet am S8- 
zölligenRefractor derLeipzigerSternwarteinden Jahren 
1867—1870. Leipzig 1878. 

Diese Abhandlung enthält ein Verzeichniss von 30 Sternen für 1870.0. Die 


Festlegung der Gruppe beruht auf Meridianbeobachtungen von 5 dieser Sterne 
durch Argelander, Johnson, Lalande. Die Helligkeit der Sterne ist durch Be- 


‚obachtungen mit einem Zöllner’schen Photometer bestimmt. 

Einige genäherte Ortsangaben nach zwei photographischen Aufnahmen in 
Potsdam finden sich in der Schrift: 

/ O. Lohse. Ueber diephotographische Aufnahme yPer- 
sei. Astronom. Nachrichten, Band 111. Nr. 2649—50. 
Ferner ist zu erwähnen 

OA EL Pihl. Thestellar elustery Persei micrometri- 
eallysurveyed. Christiania 1891. 

Diese Vermessungen sind innerhalb der Jahre 1870 bis 1890 von dem ver- 
storbenen Gasdirector Pihl auf seiner Privatsternwarte in Christiania an einem 
parallaktisch montirten Refraetor von 81 Millimeter Oeffnung mit Hülfe eines 
Bar-Micrometer nach der Einrichtung von Boguslawski angestellt. Der Stab 
wurde in den verschiedenen Beobachtungsnächten bald rechts bald links in 
ungefähr 45 Grad gegen den Stundenkreis geneigt und die wahre Neigung durch 
Beobachtung zweier in Declination verschiedenen Sterne von bekannter Position 
bestimmt. 

Als während dieser Beobachtungsreihe die Abhandlung von Vogel erschienen 
war und Pihl für etwa hundert Sterne damit die von ihm erhaltenen Rectas- 
censionen verglich, bemerkte er Unterschiede die bis auf mehr als eine halbe 
Zeitsecunde gingen und der Helligkeit der Sterne, der Luftbeschaffenheit, der 
angewandten Vergrösserung, physiologischen Einflüssen und dem dadurch 
beeinflussten allmähligen Verschwinden und Aufleuchten der helleren Sterne am 
Rande der Metallstreifen zuzuschreiben sind. 

Pihl hat diesen Einfluss zu ermitteln gesucht und in Rechnung gebracht. 
Am Ende der Schrift befindet sich ein Catalog der Oerter von 236 Sternen 
zwischen den Grössen 6,6 und 11.6 bezogen auf 1870,0. 

Unter den Aufnahmen die sich über beide Sternhaufen zugleich erstrecken 
ist noch zu erwähnen: 

MeBronsky et A, Stebnitzky. TLespositions des &toiles 
dehetX% Perseietde leurs environs d&eduites des mesures 
sur deux clich&es photographiques. M&moiresdel’academie 
imperiale des sciencesde St. Petersbourg. VIIP serie. 189. 

Dieser Catalog beruht auf Abmessungen der beiden Damen an zwei photo- 
graphischen Aufnahmen von Professor Donner in Helsingfors am 14. September 


1890 und 20, September 1892. i 
1% 
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Auf beiden Platten zugleich finden sich mehr als 1300 Sterne und mit 
Einschluss der nur auf einer Platte gemessenen sind im Ganzen nahezu 2000 
Sternörter gegeben. Die Festlegung beruht für die erste Aufnahme auf zwei 
Sternen nach dem Catalog von Pihl und für die zweite auf der Ortsangabe eines 
Sternes ohne nähere Angabe der Quelle. 

Veranlasst durch die grossen individuellen Unregelmässigkeiten, die sich 
bei der Vermessung von Pihl zeigten, beschloss ich eine Anzahl von Sternen 
aus beiden Sternhaufen durch eine möglichst sorgfältige Triangulation mit zahl- 
reichen überschüssigen Beobachtungen untereinander zu verbinden, nämlich die 
folgenden: 


Verzeichnis der beobachteten 15 Sterne. 6Genäherte Oerter für 1890, 


B.D. Helsingfors. Gotha Krüger Bonn. Pihl Grösse B.D. 
o o h 3 0 
a +56.471 2030 15 6.6 2 911 + 56 32.6 
b 479 2043 32 8.9 9 35 23.3 
e 498 2071 5 8.6 10 41 30.0 
d 500 2073 4 8.5 10 45 41.9 
e 530 2093 2 6.7 11 30 39.6 
ie 543 2113 12 8.0 1291 48.6 
g 545 2117 26 8.5 12 32 35.5 
h 547 2120 3l 11 82 12 45 29.2 
i 555 2137 33 8.8 13 27 21.6 
k 567 2148 77 8.4 14 8 24.0 
1 568 2150 78 6.7 14 9 44.3 
m 595 2177 150 70 15 12 53.0 
n 595 2187 109 8.5 15 23 41.8 
0 595 2190 171 8.4 15 33 21.1 
p 605 — 232 9.2 174 32.9 


Zur Örientirung der ganzen Gruppe wurde zwischen den beiden äussersten 
Sternen a und 9, die zwei Grad von einander abstehen, der Positionswinkel 
wiederholt gemessen und zur Prüfung der Orientirung Beobachtungen am Rei- 
chenbach’schen Meridiankreise in Göttingen und späterhin am Berliner Meridian- 
kreise verwandt. Zunächt wurden die Abstände in zwei aneinander stossenden 
grossen Vierecken a b i f und fi p m nebst den vier darin befindlichen Diago- 
nalen und den langen Verbindungslinien a p und db m, also im Ganzen 13 Linien 
durchschnittlich an 5 Abenden gemessen und darauf die Linien welche die übrigen 
Punkte cedeghkino mit den 6 Hauptpunkten und unter sich verbinden 
an mindestens 3 Abenden. 

Die Beobachtungen begannen 1891 October 13 und wurden 1896 Februar 17 
abgeschlossen. 

Ehe auf die Bearbeitung dieser Beobachtungen und die Ableitung der Endre- 
sultate eingegangen werden kann, ist zunächst der Bericht über die am Heliometer 
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in den letzten Jahren ausgeführten Untersuchungen über die Instrumental- Con- 
stanten fortzufübren, Der erste Theil dieses Berichtes befindet sich in meiner 
Abhandlung über die Triangulation der Praesepe, Astronomische Mit- 
theilungen von der Königlichen Sternwarte zu Göttingen, 
Vierter Theil, Göttingen 18%. der Hauptsache nach bis zum Jahre 1892 
und es ist jetzt noch dasjenige hinzuzufügen, was seitdem bis zum Jahre 1899 
darin geschehen ist. 

Dabei ist zu bemerken, dass in dem Beobachtungs- und Reductions- Verfahren 
gegen die darüber im vierten Theil gemachten ausführlichen Auseinandersetzungen 
im Wesentlichen nicht viel geändert worden ist und dass sich daher die Fortsetzung 
darauf beschränken wird, die numerischen Daten zur Reduction der Beobachtungen 
durch Ausdehnung der Untersuchungen auf einen längeren Zeitraum immer mehr 
zu prüfen und verschärfen. Einige neuere Gesichtspunkte sind durch die Aus- 
dehnung der Untersuchungen über die systematischen Correctionen der Distanz- 
messungen hinzugekommen, worüber zuletzt berichtet werden soll und: ich werde 
nun die einzelnen Abtheilungen in derselben Reihenfolge wie früher besprechen, 

Es mag an dieser Stelle erwähnt werden, dass ausser den drei von Anfang 
an vorhandenen Ocularen I II III mit den Vergrösserungen 105, 174, 261, von 
denen I zu Aufstellungsbeobachtungen und bei Beobachtung von Cometen und 
Sternbedeckungen, II zu der Mehrzahl der Beobachtungen und III nur bei Pla- 
netendurchmessern und Doppelsternen benutzt wird, im Jahre 1892 noch ein 
schwächeres Ocular mit 50 facher und im Jahre 1898 eins von 23 facher Ver- 
grösserung hinzugekommen ist. 


Die Hinweise auf die früheren Zusammenstellungen sind durch die Bezeichnung 
IV und die Seitenzahl angedeutet. 


Abhängigkeit der Ocularstellung von der Temperatur des Instruments. 


Die früheren Zusammenstellungen der Focussirungen die dazu dienen den 
Einfluss der Temperatur auf die Brennweite des Objectivs durch Einstellung des 
Oculars auf Gestirne zu bestimmen, erstreckten sich von 1889 Januar 4 bis 
1892 Januar 21 (IV. 36). Als einzige seitdem eingetretene Aenderung würde hier 
wohl zu bemerken sein, dass bei den Focussirungen auf den Polarstern vor den 
Beobachtungen der Sonnendurchmesser bei hohem Stande der Sonne früher immer 
etwas Sonnenlicht in das Innere der Drehkuppel gelangte, wenn die Spaltöffnung 
nach Norden gerichtet war. Um dies zu verhindern habe ich ausser dem grünen an 
geradlinigen Stangen mit Ringen und Schnüren beweglichen grossen Sonnenschirm 
noch kleine seitliche Gardinen an der linken Seite der Spaltöffnuug anbringen 
lassen, so dass jetzt das Innere des Thurmes völlig dunkel gemacht werden kann. 

Diese Einrichtung wird seit 1898 Juni 24 benutzt und kann auf das 
Ergebniss in Bezug auf die Focalstellung wohl nur insofern von Einfluss sein 
als man dabei jetzt nicht mehr eine kleine durch das Sonnenlicht gestreifte aber 
sechs Meter entfernte helle Fläche vor Augen hat. 
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1889 August 27 musste wie früher bemerkt (IV. 36.) das Objectiv ausein- 
ander genommen und gereinigt werden weil Wassertropfen zwischen die Linsen 
gerathen waren. Das Resultat der damals abgeleiteten Relation zwischen Nor- 
malstellung N des Oculars und der Temperatur des Instruments definirt durch 
die Gleichung 

t= 0 +! (0o—0) 


wo O0 und o die berichtigten Angaben der Thermometer am Objectiv und am 
Ocularende, war 


vor 1889 August 27° N = 20.89 + 0.035 £ 
nach 5 21.18 + 0.0197 


Das Reinigen des Objectivs hatte also vermutlich durch eine kleine Aenderung 
der Spannung in der Fassung sowohl die Normalstellung für O0 Grad um 0.29 
Millimeter geändert als auch einen anderen Temperatur Coefficienten verursacht, 
sodass die Beobachtungen der ersten acht Monate seit der Aufstellung des Helio- 
meters in thermischer Beziehung etwas anders als späterhin behandelt werden 
mussten. Seitdem ist mit dem Objectiv nichts weiter vorgenommen, als dass 
einige Male die Objectivhälfte Il ohne Herausnahme aus der Metallfassung abge- 
nommen wurde um die innere Fläche beider Hälften mit Aether reinigen zu 
können. Das über alle Vorgänge an dem Instrument von mir regelmässig geführte 
Tagebuch weist dafür die Tage 1896 Juni 5 und 1898 November 29 auf. 

Die Befestigung der breiten stählernen Fassungen der beiden Hälften an 
den Endflächen des Fernrohres ist eine solche, dass eine nennenswerthe Aenderung 
der Entfernung vom Ocularende gänzlich ausgeschlossen ist und es kann aus 
diesem Grunde mit Sicherheit behauptet werden, dass in den optischen Verhält- 
nissen des Fernrohres seit 1839 August 27 nichts geändert worden ist. 

Die Untersuchungen über die Normalstellung des ÖOculars, soweit nicht 
das Auge des Beobachters noch eine besondere Rolle dabei spielt, sind deshalb 
für den ganzen Zeitraum bis auf die Gegenwart als einheitlich zu behandeln. 

Zur genauen Bestimmung der Temperatur-Coefficienten sind wie bisher 
auch die am Tage vor den Sonnenbeobachtungen gemachten Einstellungen auf 
die beiden Bilder des Polarsterns verwandt worden, da dabei häufig hohe Tem- 
peraturen erzielt werden und aus den Rechnungen hervorgeht, dass in Betracht 
kommende Verschiedenhenheiten gegen die nächtlichen Focussirungen auf Doppel- 
sterne nicht vorhanden sind. Die zu Anfang meiner Thätigkeit am Heliometer 
ausgeführten Einstellungen auf das Fadenkreuz eines horizontalen im Schatten 
aufgestellten Collimators über dem Treppenhause haben sich bei der Kürze des 
Fernrohres als unzuverlässig herausgestellt und sind später gänzlich unterblieben. 

Ich gebe nun eine Fortsetzung der Uebersicht über die Focaleinstellungen 
des Oculars Il auf Doppelsterne und auf den Polarstern vor den Sonnenbeo- 
bachtungen nebst Angabe der Thermometer O u. o und der daraus berechneten 
Temperatur t (Vgl. IV. 386.) Die laufenden Nummern in der ersten Spalte sind: 
von der Zeit nach der Auseinandernahme der Objectivlinsen aus gezählt. 


Uebersicht über die Einstellungen des Oeulars II auf Doppelsterne 
und auf den Polarstern. 


Nr. Tag | Stern Ocular IT| Th. ©. Th. o 

o o 
74 1892 März 6 2 941 20.92 — 48 — 3.6 — 
75 12.13 | « Urs. min. 21.23 + 10 + 0,9 + 
76 20.21 5 | 21.30 ae 7.8 Ar 
77 30.31 A 21.27 + 60 E98.3 ee 
78 April 4.5 Y 21.50 + 14.4 + 13.3 Ar 
79 11.12 E 21.35 117,3 u A 
so Mai 89 £ 21.57 11134 sl ae 
81 22.23 £ 21.64 113.4 112.4 a 
82 26 A Ophiuchi 21.81 121.3 121.8 I 
83 27 R 21.34 + 24.0 + 23.8 ar 
34 28 N 21.46 20.6 + 21.0 ee 
85 Juni 21.22 & Urs. min, 21.47 -+ 16.9 + 16.1 Bi 
86 Juli 11.12 a 21.58 418.9 + 18.3 a 
87 Sept. 12.13 { 21.70 1.182 ed ir 
88 Oct. 45 & 21.37 + 14.4 + 143 a 
89 Nov. 23.24 = 21.21 — 19) — 15 Be 
90 1895=Jan. 23 & Cancri 20.98 12.6 me) ex 
91 Febr. 16 : 21.24 + 5.6 61 At 
92 März 11.12 & Urs. min. 21.54 [u 7eD + 71 r 
93 22.23 R 21.46 + 53 147 - 
94 26.27 g 21.57 74.6.0: ir 615.8 ae 
95 Apr. 5.6 x 21.43 TA 1 “r 
96 6 & Cancri 21.37 + 12.0 + 12.6 + 
97 9.10 « Urs. min. 21.46 en ++ 11.8 ae 
98 23.24 x 21.45 + 13.5 + 13.0 ar, 
99 Mai 89 5 21.41 + 14.9 + 15.0 es 
| 100 14.15 5 21.63 + 19.6 418.4 An 
10007 Juni 8.9 s 21.46 118.3 178 ai 
102 15.16 5 21.50 122.2 + 21.9 ae 
| 103 Juli 45 5 21.57 123.1 + 22.2 20 
104 "Aug. 3 70 Ophiuchi 21.38 17.6 + 18.3 a 
105 3.4 & Urs. min. 21.56 119,8 198 AL 
106 Oct. 18.19 > 21.31 + 93 ll Ar 
107 26 70 Ophiuchi 21.20 + 88 + 92 + 
108 1894 Jan. 3 & Cancri 20.99 189 — 717 ur 
109 März 20.21 & Urs, min. 21.18 + 49 al re 
110 23.24 , 21.34 1188 + 84 a 
111 26.27 n 21.32 + 96 + 93 ar 
112 1894 Apr. 24.25 & Urs. min. 21.28 + 15.0 + 14.6 - 
113 Mai 89 >, 21.27 4145 + 13.1 en 
114 15.16 5 21.60 19.0 je au 
115 24.25 N 21.38 +.16.1 + 15.5 + 
116 Juni 27.28 5 21.40 217.8 117.2 + 
117 Juli 2 70 Ophiuchi 21.61 + 24.0 + 24.0 au 
118 5.6 «& Urs. min. 21.46 210.9 + 17.2 + 
SE] 23 70 Ophiuchi 21.73 + 20.5 + 21.2 en 
120 23.24 & Urs. min, 21.67 1991 201 ar 
121 Dec. 10.11 " 21.29 02 — 0.5 — 
122 1895 Febr. 24.25 E 21.01 2 98 Zei 
123 März 6.7 3 21.18 es sis er 
124 Apr. 9.10 z 21.28 + 13.3 + 12.0 ee 
125 16T " 21.38 + 12.8 412.4 + 
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Tag Stern Ocular I Th. ©. Th. o. t > 
o o o 
1895 Apr. 29.30 & Urs. min. 21.42 137, + 127 + 13.5 

Mai 5.6 A 21.32 + 16.3 + 15.4 +16.1 

8.9 5 21.50 + 15.5 + 14.6 + 15.3 
13.14 a 21.46 + 18.9 2.182 18:7 
22.23 8 21.50 + 15.8 + 14.4 + 15.4 
28 70 Ophiuchi -| 21.38 —- 13.4 + 14.3 + 13.6 
28.29 & Urs. min. 21.59 + 18.1 + 17.0 + 17.8 
Juni 20.21 h 21.42 + 17.3 116.4 17 
Jul 1.2 x 21.56 + 22.0 + 21.4 + 21.9 
16.17 fe 21.51 + 18.9 218.0 a, 
Oct. 17.18 A 21.25 + 65 A| 164 
Nov. 16 12 Lyneis 21.20 9123 + 13.0 22195 
1896 Jan. 21 2 941 21.28 + 13 + 19 + 14 
27 «@ Urs. min. 21.19 an — 1% 9 — 2.0 
Febr. 15.16 N 21.20 NOIR AuEONG N oA 
18 & Cancri 21.08 01.7 + 24 + 18 
22.23 «@ Urs. min. 21.26 Ei ) aD, — 10 
Mai 12 H 21.29 Es} 16:9 + 72 
1896. Mai 5.6 & Urs. min. 21.28 + 9.8 E91 + 9.6 
7.8 N 21.33 LE) + 10.6 el 
31.1 & 21.48 + 15.7 + 14.5 1154 
Juni 3 70 Ophiuchi 21.36 + 17.9 219,3 118.3 
3.4 @ Urs. min. 21.59 22.4 +.20.9 2920 
Juli 6 70 Ophiuchi 21.29 + 13.3 + 13.1 + 15.5 
9 n 21.52 + 22.3 + 22.1 192.2 
9.10 «& Urs. min. 21.63 + 24.0 + 23.4 + 23.8 
11 70 Ophiuchi 21.54 -- 16.5 AT + 16.8 
13 N 21.50 A aeg + 174 
14 X 21.37 18.2 + 18.5 + 18.3 
14.15 «& Urs. min. 21.55 -+ 20.9 + 20.4 . + 20.3 
25 70 Ophiuchi 31,51 7! 9 1.16.6 17 41 16.7 
Sept. 26.27 & Urs. min. 21.45 + 12.9 + 12.0 + 12.7 
28.29 2 21.33 + 11.6 211.2 +115 
Oct. 26 70 Ophiuchi 21.49 rat rss + 82 
29.30 «& Urs. min. 21.13 + 83 + 73 + 8.0 
Nov. 45 = 21.07 <E DAUR Aue | 
5.6 8 21.15 = 41.0 rn OR 
6.7 Ä 21.27 290 SE29.T + 2.0 
12.13 x 21.11 19 1.2.3 + 2.0 
16.17 5 21.11 + 4.0 84 + 39 
26 2 941 20.96 = :8.6 FE) — 3.2 
29 N 21.02 58 a ds 
Dec. 15.16 «& Urs. min, 21.10 -—_ 0 RO -— KV) 
1897 Feb. 3 2 941 21.51 —_ 14 — 64 — 71 
17.18 & Urs. min. 21.35 + 05 — 07 + 0.2 
19.20 8 21.47 655 + 49 5A 
März 12.13 » 21.12 + 3.7 + 3.6 + 3.7 
Apr. 34 x 21.22 + 5.3 + 46 + 33 
5.6 \ 21.17 15 + 46 + 3.3 
29728 . 21.30 116.9 + 15.5 116.5 
Mai 45 a 21.20 + 10.9 1 99 + 10.7 
16.17 4 21.85 -£ 16.0 + 15.4 + 15,3 
20.21 2 21.40 + 15.6 15.0 + 14.9 
29 70 Ophiuchi 21.50 37; + 14.8 + 14.0 
30.81 & Urs. min. 21.42 + 21.8 + 20.5 + 21.5 
Juni 21 70 Ophiuchi 21.30 + 12.7 + 13.2 + 12,8 
22 x 21.34 110.7 153 + 15.6 
23.24 & Urs. min. 21.44 -+- 20.6 + 19.9 + 20.4 
26.27 f 21.43 “oLe 1 20.4 + 21.0 
Juli 12 70 Ophiuchi 21.34 -+ 17.6 +183 ! +178 


186 


189 
190 


232 
233 
234 
235 
236 
237 
238 
239 
240 
241 
2493 
243 
244 
245 


Abhnälgn, d. K, Ges, d, Wiss. zu Göttingen, 


Tag 


1897 Juli 


Aus. 
Sept. 
Oct. 
Nov. 
1898 Febr. 
März 


Apr. 


18938 Apr. 
Mai 


Juni 


Juli 


Dec. 
1899 Jan. 


Febr. 


März 


70 Ophiuchi 
«& Urs. min. 


= 941 
«& Urs. min. 


2% 941 
& Urs. min. 


70 Ophiuchi 


” 
«& Urs. min. 
70 Ophiuchi 
«& Urs. min. 
70 Ophiuchi 


” 


”„ 
«& Urs. min. 


Ocular I 


21.40 
21.54 
21.55 
21.44 
21.45 
21.69 
21.46 
21.22 
21.37 
21.50 
21.47 
21.49 
21.29 
21.38 
21.32 
21.35 
21.31 
21.11 
21.46 


21.29 
21.51 
21.37 
21.47 
21.51 
21.54 
21.46 
21.58 
21.44 
21.18 
21.16 
21.54 
21.47 
21.53 
21.37 
21.39 
21.44 
21.33 
21.45 
21.30 
21.35 
21.40 
21.34 
21.39 
21.22 
21.33 
21.06 
21.08 
21.18 
21.01 
21.30 
21.28 
21.18 
21.15 
21.16 
21.34 
21.30 
21.25 
21.17 
21.21 
21.14 


Da aa u Du Be u u a u Be a Pe a a a a a a a a a a a a a a a a a a a 


4 
= 


Math.-phys. Kl. N; F. Band 1,4. 


a EU Se 


jr 
DSOSSDDHRWHANPFHOHON TDyPRPDOHODDUHMHOOOSWT m 


DyHHHHm [HH de DD De4m 


ni 
DIE NEDT Em DEDS 


S 


o 


HFAISORROCWWUORPPOWDAHTOoRASUUHDBPRUORWOENSLDETMU On DROoSUNOSDRWDEOon won unwmn 


4 
> 
=) 


a a a a a a 


larhl 


Hrn Hr 


— 
OOPDODODDOAIPOIHWDOSO AI 


DH DHHHHrHe ee. VD DH 


D . © 


HUNONODOoOomwwororRnanD 


EL IITODISDID EI AED SE AL IENADIEOAFTDS 
MOOS OAAIOPPIVSDVFTODHDOOPP OP U HOSOOO IA OWWOL SI 


III FH t Her Hr rt HH HH HH HH HH HH HH HH HH + 


elek ee |] te 


HHrmumseenmvr 


ADPPRDSSHSRONPAOHMSOOSH m 


jr 
WWSIHUHOOSVROWWOHOHDPRÄANUROO DOOR HOEH nn AH OL won 


DVVDH HH HH mm D[emn 


DEDAONDSSOSTRREDSNBEHAMME 


De 23 


o© 


EDITION DIE DDD 
DosSonuwdRooUu NS 


10 


Nr. Tag Stern Ocular U Dh NO22 1 2.U6h%o% t 

0 o o 
246 1899 März 24.25 & Urs. min. 21.17 11018 A 208 
247 Apr: 01 3 21.32 a) 10 ar, 
248 | 17.18 S 21.37 + 9.0 Beh! 88 
249 | Mai 16.17 N 21.33 + 15.8 + 14.9 + 15.6 
250 30.31 i 21.36 RT +131 + 14.3 
251 Juni. 4.5 £ 21.51 187 75 + 18.4 
259 18.19 5 21.44 312 +19.1 + 20.7 
2583 9728 | 3 21.50 ae! 16.8 + 17.8 
254 | Juli‘. 910 | R 21.49 + 19.7 + 18.5 + 19.4 
255 | 17 70 Ophiuchi 21.53 + 19.4 219.7 + 19.5 
256 18 | : 21.35 + 18.4 aa + 18.5 
257 19 { 21.21 +191 + 19.8 + 19.2 
258 | 21.22 « Urs. min. 21.50 + 24.5 123.1 1 24.2 
259 25 70 Ophiuchi 21.49 + 19.2 + 19.5 + 19.2 
260 25.26 « Urs. min. 21.49 + 20.3 219.8 20.2 
261 Aug. 12 5 21.59 + 19.3 + 17.9 + 19.0 
262 8.9 s 21.41 + 18.5 rel + 18.5 
263 | 13.14 | 5 21.43 +185 ST + 18.2 
264 | Nov. 1 n | 21.41 + 95 DE Noi8 + 9.6 
265 | 4 70 Ophiuchi | 21.86 21147 + 15.4 149 
266 4.5 « Urs. min. | 21.43 + 15.1 + 14.9 + 15.9 
267 | 5.6 0 | 21.44 21.1017 10.1 + 105 
268 Dec. 10.11 a 21.15 no SERIE en) 
269 20 2 941 21.10 22,68 5.0 Pre 
270 22.23 «& Urs. min. 21.04 8) Nike 5.2 9:8 


Die doppelte Bezeichnung der Beobachtungstage deutet darauf hin, dass die 
Beobachtungen des Polarsterns in den Vormittagsstunden vorgenommen sind, 
also z. B. 1899 Dec. 22/23 bedeutet den Vormittag des 23. December, der astro- 
nomisch noch zum 22. December gehört, 


‘ Diese Focaleinstellungen sind wie bisher in der Weise angestellt, dass das 
Ocular immer fest in die Fassung hineingedrückt war und dann der ganze 
Ocularkopf (ohne Rücksicht auf die Deutlichkeit des Fadenkreuzes zu nehmen, 
welches sich auf einem beweglichen Schieber befindet und aus dem Gesichtsfelde 
gebracht werden kann) abwechselnd dem Objective genähert oder entfernt wurde 
bis das Bild des Doppelsterns dem Auge des Beobachters deutlich erschien und 
die Ocularscala abgelesen werden konnte. 


Ein anderer Weg wäre der gewesen, zuerst das Ocular auf das Fadenkreuz 
einzustellen und dann den ganzen Ocularkopf zu verschieben bis ein Doppel- 
stern deutlich erscheint. Dann wäre die Focussirung so weit sich überblicken 
lässt, unabhängig von der Sehweite des Auges gewesen und es wäre dann nur 
die Unveränderlichkeit des Fadenkreuzes im Ocularkopf Bedingung gewesen. 
Indessen ist das Fadennetz einige Male durch Feuchtigkeit krumm geworden 
und auch wohl durch Einsetzen eines Oculars mit dem Kreuzstab - Mikrometer 
beschädigt worden und um es etwas weniger empfindlich zu machen, habe ich 
es durch feine Metallfäden ersetzen lassen. 


Das Fadenkreuz ist also nur zu Aufstellungsbeobachtungen des Aequatoreals 
benutzt. 
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Die einzelnen Focussirungen werden immer am Vormittage nach der Beob- 
achtung in die Liste eingetragen und mit dem bis dahin angenommenen Tempe- 
ratur-Ooefficienten auf 0° Celsius reducirt. Wenn eine Beobachtungsreihe bis 
auf ein oder zwei Jahre ausgedehnt war, wurden die Beobachtungen für sich 
ausgeglichen um zu ersehen, ob in der Normalstellung oder im Temperatur- 
Coeffieienten Aenderungen eingetreten waren. 

Auf diese Weise entstanden für die jetzige Beschaffenheit des Objectivs 
nachfolgende Ergebnisse der nach der Methode der kleinsten Quadrate ausge- 
glichenen Focussirungen: 


W. F. von 

Nr. Zeitraum Zahl N Extreme Temp. N Temp. Coeft. 
1) 1— 37 1889 Octob. — 1890 Dez. 57 21.15 + 0.0184 tt + Da 11.8 + 0.03 + 0.0026 
2) 38—- 75 91 Febr. — 92 Jan. 36 21.21 0.0200 + 21.0 — 9.2 0.03 0.0028 
3) 75—-1l11 92 März — 94 März 38 2120 0.0176 + 24.0 — 12.2 0.02 0.0017 
4), 112—143 94 April — 95 Mai 32 21.19 0.0160 + 24.0 — 8.3 0.02 0.0013 
5) 144-204 96 Mai — 98 April 61 21.19 0.0149 + 23.3— Tl 0.02 0.0013 
6) 205—270 98 April — 99 Dec. 66 21.22 0.0125 + 22.5 — 7.0 0.01 0.0008 


Die etwas grösseren wahrscheinlichen Fehler in den ersten Zeilen hängen 
damit zusammen, das zuerst jedesmal nur vier, später dagegen acht Einstellungen 
des Oculars auf den Stern gemacht wurden. 

Nimmt man die Zahl der Gleichungen in den einzelnen Dunn als Gewicht 
so erhält man das Gesammtresultat 
1) N = 21.196 + 0.0159: 


werden dagegen die Gewichte umgekehrt proportional den Quadraten der wahr- 
scheinlichen Fehler genommen, so ergiebt sich 


2) N = 21.200 + 0.0146 2 
Als Endresultat aus beiden Ausgleichungen kann man annehmen 
N = 21.198 4.0.0153? 1 


Bei sämmtlichen bis zum Augenblicke von mir angestellten Heliometerbeob- 
achtungen ist der in IV. 41 abgeleitete Werth aus den ersten 73 Focussirungen 
von 1889 October bis 1892 Januar angenommen da eine deutlich ausgesprochene 
Aenderung durch die bisherigen Beobachtungen nicht angedeutet ist und eine 
verschiedene Annahme der Constanten zu verschiedenen Zeiten mit grossen Un- 
bequemlichkeiten verknüpft gewesen wäre. 

Es ist also angenommen worden 


N = 21.18 + 0.019 t. B. 


Der Unterschied der nach den Ausdrücken A u. B berechneten Ocularstellungen 
für die äussersten Grenzen der in Betracht kommenden Temperaturen und der 
daraus entstehenden Correetionen der grössten messbaren Distanz von 180 
Scalentheilen oder 7200“ sind 
bei — 10° Celsius: — 0.06 Millimeter und — 0.16 

+25 : +0.07 » + 0.18 
9* 
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und für die Sonnendurchmesser erreichen diese Unterschiede nur die Beträge 
von — 0.04 und + 0.08. \ 
Die für die grössten Distanzen und am weitesten entlegenen Temperaturen 


entstehenden Unterschiede der Abstände, — 0.16 und + 0.18, werden bei den 
Beobachtungen der Distanzmessungen sehr selten erreicht, weil namentlich bei 
grossen Kältegraden, die meistens mit östlichen Winden zusammenhängen, der 
Unruhe der Bilder wegen selten genaue Distanzmessungen ausgeführt werden 
können und man sich höchstens auf die Bestimmung der Wärme - Coefficienten 
einlassen kann. Der Unterschied zwischen den Formeln A und B ist daher 
bis jetzt noch nicht von Bedeutung gewesen und es sind deshalb meine sämmt- 
lichen Beobachtungen von 1889 ab nach dem Ausdrucke N = 21.18 + 0.0197 
reducirt worden. 

In den sechs verschiedenen Temperatur -Coefficienten der Ocularstellung 
ist übrigens mit Rücksicht auf die wahrscheinlichen Fehler derselben eine all- 
mählige Abnahme im Laufe eines Jahrzehnts ziemlich deutlich ausgesprochen 
und in etwas geringerem Masse zeigt sich dieselbe Erscheinung auch bei den 
gleichzeitigen Focussirungen von Ambronn, nämlich: 


W. F. von 
Nr. Zeitraum Zahl N Extreme Temp. N Temp. Coeff. 
1) 1 36 1889 Aug.—1891 Jan. 36 91.42 + 0.025249 er 230 —124 + 0.03 + 0.0021 
2) 87— 67° 91 Jan.— 92 Jan. 3 21.38 0.0251 +22.3 — 91 0.02 0.0010 
3) 68—122 92 Jan.— 96 Mai 54 21.36 0.0245 26.2 — 14.5 0.01 0.0006 
4) 128—174 96 Mai— 98 Apr. 52 21.39 0.0241 +212 — 4.0 0.01 0.0009 
5) 175—222 98 Apr.— 99 Dec. 47 21.40 0.0212 +234 —11.2 0.01 0.0008 


Eine Aenderung dieser Coefficienten mit der Zeit kann auf dreierlei Weise 
zu Stande kommen, nämlich 1) durch eine Aenderung im Ausdehnungs-Coeffieienten 
des Metallrohres 2) des Objectivsystems und 3) des Auges des Beobachters mit 
zunehmenden Alter. Von diesen Ursachen ist die letztere wohl am meisten 
und die erstere am wenigsten wahrscheinlich. 

Es ist nämlich zu berücksichtigen, dass der Apparat und das Auge im 
Laufe eines Jahres periodisch wiederkehrenden Temperaturschwankungen bis zu 
40 Grad durchzumachen hat, die im Laufe der Zeit zu einer Abnahme der Emp- 
findlichkeit führen können. 

Vielleicht wird man später einmal veranlasst sein, auch diesen Reductions- 
Coöfficienten als eine Function der Zeit anzusehen, wie es sich bei einer Reihe 
anderer Üoefficienten bereits als nothwendig herausgestellt hat. Einstweilen 
kann es jedoch unterlassen werden auf diese Veränderlichkeit Rücksicht zu 
nehmen und sämmtliche Rechnungen über die Triangulation und über die Instru- 
mental-Constanten abzuändern. Die Triangulation der Perseusgruppe ist durch- 
schnittlich zur Zeit 1893.75 angestellt und zu dieser Zeit würde der Ausdruck 
8) für die Ocularstellung nämlich: 


N = 21.20 + 0.0176 1 (a 
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zur Geltung kommen. Wenn also meine sämmtlichen Heliometer-Beobachtungen 
bis jetzt mit dem Ausdruck 


N = 21.18 +0.0190t (b 
redueirt sind, so entsteht dadurch ein Unterschied (a— (b in der Ocularstellung 
bei —10° von 21.02 — 20.99 = + 0.03 

+25 21.64 — 21.66 = — 0.02 


und bei der grössten messbaren Distanz von 180° — 7200" werden diese Unter- 
schiede: ö 
bei — 10° +0.0020 = + 0.08 

+25 —0.0013 = —0.05 

Da die grösste Distanz in der Perseusgruppe ap aber nur 3924” und die 
Temperatur-Unterschiede an den fünf Beobachtungsabenden nur 9° on so 
spielen diese Abweichungen nicht die geringste Rolle. 

Es ist übrigens schon in IV. 50 darauf hingewiesen worden, dass kleine 
Unrichtigkeiten in der Berechnung der Ocularstellung bei den Reductionen 
nahezu verschwinden weil sie bei der Berechnung des Einflusses der Temperatur 
des Fernrohres nahezu wieder aufgehoben werden, so dass in Wirklichkeit die 
Endresultate der Distanzmessungen nahezu unabhängig von der Temperatur sind. 


Reduction der Distanzmessungen auf die Normal-Ocular-Stellung. 


Mit dem soeben genannten Ausdruck für die Normal-Ocular-Stellung ist für 
die einzelnen Beobachtungen der der Temperatur i des Heliometers entsprechende 
Werth N berechnet worden. Damit zu vergleichen ist die an der Ocularscala 
wirklich abgelesene Stellung des Oculars, die meistens nach einer kleinen ge- 
näherten Tabelle nach Ablesung der Thermometer mit Rücksicht auf die für die 
Beobachtungszeit zu erwartende mittlere Temperatur bestimmt und für einige 
Stunden beibehalten wird wenn nicht sehr starke Aenderungen der Temperatur 
eintreten. Die Stellung des Oculars weicht demnach von den Stellungen die der 
im Laufe einer Beobachtungsperiode veränderlichen Temperatur entsprechen um 
kleine Bruchtheile des Millimeters ab. 

Ist z. B. vor einer Sonnenbeobachtung die Temperatur +5°, also die Normal- 
Ocular-Stellung 21,27, so wird mit Rücksicht, dass diese Zahl bei 1° Temperatur- 
erhöhung sich um etwa 0.02 Millimeter vergrössert, das Ergebniss der vorbei- 
gehenden Focussirung auf den Polarstern um etwa 0.1 Millimeter vergrössert, 
Es ist dabei zu bemerken, dass die zur Reduction der Beobachtungen dienende 
Ablesung der Ocular-Scala immer erst dann zu notiren ist, wenn eine kleine 
Druckschraube zur Befestigung des Auszuges der Ocularröhre angezogen ist. 

Bezeichnet man mit N die der Temperatur entsprechende Ablesung der 
Ocular-Scala, dagegen mit O die Ablesung bei der Beobachtung, so würde nach 
IV, 42, die Reduction auf die Normal-Ocular-Stellung sein 
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S 
100 
wo S die gemessene Distanz in Scalentheilen. Dagegen haben Sternbeobachtungen 
bei etwas abgeänderter Stellung ergeben (Siehe IV. 42) 
S 

| + 0.0366 (N — O) 100 
also: 0,96 des berechneten Werthes. Mit diesem in den Jahren 1890 und 1891 
bestimmten Coöfficienten sind auch alle übrigen bis jetzt ausgeführten Beob- 
achtungen berechnet worden. 

Weiter unten sind für die Ocularstellung und ferner auch für die Berechnung 
des Einflusses der Temperatur auf die Distanzmessungen, insofern davon nicht 
nur die Brennweite des Objectivs als auch die Länge der Scalen zur Messung 
der Verschiebung der Objectivhälften abhängt, zwei bei der Reduction benutzte 
Tafeln gegeben. 

Es bietet sich hier eine Gelegenheit, einige Worte über die Betheiligung 
der Göttinger Sternwarte an der Bestimmung der Sonnenparallaxe durch Dr. Gill 
zu sprechen. 

Vergl. Determination of the solar parallax. Annalsof 
the Cape observatory Vol. VI 

Während es bei der Berechnung der Göttinger Heliometerbeobachtungen 
überall durchgeführt ist, die bei einer bestimmten, an der Scala abgelesenen 
Stellung des Ocularschiebers gemessenen Distanzen auf eine mit der Temperatur 
als Argument berechnete Normal-Ocular-Stellung zu reduciren, deren Constante 
durch Focussirung auf Doppelsterne erhalten wird, hat Dr. Gill diese Reduction 
nicht vorgenommen, sondern die an den einzelnen Abenden angestellten Beob- 
achtungen der Abstände zwischen Planet und Vergleichstern mit den jedesmaligen 
Distanzmessungen der Standard stars verglichen, wie sie sich bei einer vielleicht 
etwas abweichenden Ocularstellung ergeben haben. Dieses Verfahren ist ja an 
sich nicht unrichtig, aber man erhält dadurch eine unrichtige Vorstellung von 
der inneren Uebereinstimmung der an verschiedenen Abenden gemessenen Ab- 
stände der Standard stars und somit der Genauigkeit der heliometrischen Distanz- 
messungen überhaupt. 

In meiner Abhandlung über die Praesepe, Astr. Mitthlgg. IV 8.79 ist die 
lange Reihe von Messungen der Standard stars zusammengestellt, weil dieselben 
dazu beigetragen haben, den Winkelwerth der Objectiv-Scalen zu bestimmen 
‚und dort ist die innere Uebereinstimmung eine viel nähere, weil wie bemerkt 
alle Messungen in der üblichen Weise auf die von der Temperatur abhängige 
Normal-Ocularstellung reducirt worden sind, und sich in der Columne N—0O ge- 
legentlich einige grössere bis auf 0.4 Millimeter gehende Werthe zeigen, die 
durch eine damals noch nicht ganz richtige Einstellungstabelle veranlasst 
worden sind. ; 

Ich muss dabei noch darauf aufmerksam machen, dass sich bei der durch 


+ 0.0881 (N 0) 
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diesen Umstand veranlassten durchgehenden Revision meiner Beobachtungen der 
Standard stars einige kleine Irrthümer herausgestellt haben, die ich bei der 
weiteren Verwendung dieser Messungen berücksichtigt habe. Es war mir nämlich: 
entgangen, dass 1890 Mai 19 im Laufe des Abends die anfängliche Stellung des 
Oculars ein wenig abgeändert wurde und die Ablesung der Scala zuerst 21.89 
und später 21.72 also 0.17 Millimeter kleiner war. Dadurch wird bei der zweiten 
Beobachtung dieses Tages die Columne N—0 = 21,44 — 21.72 = —0.28 anstatt 
—0.45 und damit die Reduction der Distanzmessung — 165 anstatt —266 in 
Einheiten der vielen Decimale des Scalentheils. Ferner ist die Zeit der Beob- 
achtung 18" 39”.8 anstatt 18% 19”.8 (an Dr. Gill hatte ich die richtige Zeit 
gesandt) und dadurch wird die Refraetion +548 anstatt +601. Die beiden Ver- 
besserungen im Betrage von +101 —53 = +48 Einheiten ändern den Abstand 


- in 161,3460 anstatt 161,3412, d. h. um + 0.19. 


Ferner ist 1890 Juli 10 die Verbesserung der Distanz durch Aberration 
zu +47 anstatt +19 angewandt. Die drei Abstände der Standard stars für 


diesen Abend werden dadurch 161,3415, 3497, 3355, d. h. 28 Einheiten = 0.11 
kleiner als früher. 

Die aus diesen kleinen Verbesserungen hervorgehende geringe Abänderung 
des Scalenwerthes habe ich in vorliegender Abhandlung über die Perseus- Tri- 
angulation berücksichtigt. 


Abhängigkeit der Distanzmessungen von der Temperatur. 


Zur Ermittelung der Temperatur-Coöfficienten zur Reducktion der Abstands- 
messungen dienten wie bisher die Messungen des Abstandes der beiden Sterne 
im Polbogen (Vgl. IV.43) deren genaue Orte und Veränderung durch Präcession 
und Eigenbewegung dort gegeben sind. Da nur die Eigenbewegung Einfluss 
auf den gegenseitigen Abstand hat, so ist die Abhängigkeit von der Zeit ein- 
fach in Rechnung zu bringen und bei dem innerhalb eines Jahres periodisch 
veränderlichen Einfluss der Temperatur spielt die EB. überhaupt keine Rolle. 
Dieselbe würde nur dann in Betracht kommen, wenn man die ım Laufe der Zeit 
hinzukommenden Beobachtungen auch fernerhin zur Ableitung des Verwandlungs- 
werthes von Scalenablesungen in Bogenmass verwenden wollte wie es früher 
geschehen ist. 

Die zur Ableitung des Wärme-Coefficienten früher verwandten Beobachtungen 
reichen von 1890 Mai 19 bis 1893 Januar 17 und es hat sich für meine Beob- 
achtungen die Reductionsformel auf 0° C ergeben 


Distanz in Scalentheilen 
100 


Die Verbesserungen für Ocularstellung, Theilungsfehler, Temperatur, Re- 
traction usw. werden durchweg zuerst in Einheiten der vierten Decimale eines 
Scalentheils (S etwa 40”) ausgedrückt und erst dann wenn alle Verbesserungen 


S 
— (0.0007.90 £ 0.0000.42) 


1894 


1897 


1898 
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berücksichtigt sind, erfolgt die Verwandlung in Bogensecunden. Da nach IV. 49. 
noch einige ältere Ermittelungen des Temperatur - Coöfficienten hinzu kommen, 
die den Werth ein wenig erhöhen, so ist bisher als Reductionsformel angewandt 


worden 
Distanz in Scalentheilen 


100 
Zu den damals verwandten Messungen sind in den letzten Jahren bei hohen 
und niederen Temperaturen noch die folgenden in der bisherigen Weise redu- 


cirten Beobachtungen hinzugekommen. Es ergiebt sich damit als Fortsetzung 
der Tafel auf IV. 44. 


s 
— 0.0008 


Beobachtungen des Polbogens zur Bestimmung des Temperatur-Coöffleienten. 


Stern- :|'Bar! "Th. t N O |N — O0 | Messung |Th.F. Gang;Oe.-St.| Refr. |Aberr.| Abstand 
zeit | 
h m 0 o 
2 66 |754 —15| — 13.1 20.93 | 20.92 | + 0.01 | 169,871. |— 41 +2 | + 6|+576| + 7| 169% 
220.6 13.0| 9 +.0.01 ses Ar Fol 6 20 7 
16 19.9 |750 +21! -- 25.1 | 21.65 | 21.60 | + 0.05 4168 | — 14 | +1| +31/|+653| + 3 
16 29.4 24.6 65 -+ 0.05 4208| —14 | +1|/ +31 676 3 
19 20.5 |745 +18} -+ 20.3 | 21.57 | 21.69 | — 0.12 4060 | — 26 | —7 | — 75 | + 742 | + 22 
19 32.0 20.2 56 —. 0.13 4037 1 — 14 | — 7 | — 81 736 22 
18 58.8 |747 -+-21| + 23.6 | 21.63 | 21.62 | + 0.01 4045 | — 261 —7| + 6|+743| 23 
19 7.8 23.4 63 0.01) ° 4089| —14| — 71 + 6|° 741 233 
16 10.7 |751 +18| + 20.4 | 21.56 | 21.48 | -+ 0.08 1079\—23|+1/+50|+650|— 8 
16 22.2 202| 56 -L.0.08 ass — 2411| 150| 664 8 
16 24.5 |747 -+-19| + 21.0 | 21.57 | 21.50 | + 0.07 4180| —23 | +1|+44|1 4661| — 6 
16 33.5 20.4| 56 10.06: A1d7 | sl ara 
16 59.4 |748 +-22| + 24.8 | 21.65 | 21.65 0.00 4171) —13| +1 01+69 | — 2 
17 94 24.4 64 =,0.01 4268| —23|+1!— 6 702 2 
18-282 | 752 -+17| + 20.2 | 21.56 | 21.50 | + 0.06 4001 | —23|+1|-+37| 4759| +35 
18 35.7 20.1 56 + 0.06 4091 | —24| +1| +37 760 35 
18 55 |751 +18| + 21.2 | 21.57: | 21.50 | + 0.08 40391 —24|+1|-+50|-+751| + 36 
18 13.3 21.0 58 -+ 0.08 3932| — 23) +1|-+50 753 36 4 
20 20.4 |746 +17| + 18.7 | 21.53 | 21.50 | + 0.03 a1 3/4119) +7ı8 +35| 4 
20 36.9 :186| 53 + 0.03 2097 | 2383| +1] +19| 6535| 3 & 
19 161 |745 +18| -+ 19.8 | 21.56 | 21.50 | -£ 0.06 3958 | — 18 | -H1|-F 3714740 4.28) 
19 23.6 1938| 56 2.0.06 410512233 | +11 +37 0788| "sel a 


Ableitung des Temperatur-Coöflcienten aus Distanzmessungen des Polbogens. 


Führt man ausser dem Temperatur-Coöfficienten zur Berücksichtigung 
der Eigenbewegung noch ein Zeitglied ein und setzt den Abstand der beiden 
Sterne in Scalentheilen: 


169.4400 + = + 0.0008 ze £+(T-1892.0) 2 


—= 169.4400 + x + 0.0013.355 2 + (7— 1892.0) z 
so gestaltet sich die Ausgleichung sämmtlicher zu diesem Zwecke angestellten 


Beobachtungen des Polbogens, wenn man die Verbesserung des vorläufigen 
Temperatur-Coöfficienten 13.355 mit % bezeichnet, folgendermassen: 


1 


Tagesmittel Tabelle Beob.-Rechn. 


1 1890 Mai 19 169,.4595 4626 — 311=2+167y—16z 
2 22 4622 4597 + 3 +146 — 16 
3 23 4592 4602 — 10 +149 —16 
4 Juni 3 4480 4597 — 117 +146 —1.6 
5 4 4620 4647 — 27 +132 —16 
6 Juli 14 4682 4674 + 8 +202 —15 
7 15 4715 4701 + 14 +22 —15 
8 Aug. 1 4560 4678 — 118 +205 —14 
9 Noy. 27 4196 4270 — 74 — 96° —11 
10 28 4405 4281 + 124 ser | 
11 Dec. 7 4363 4369 — 6 al 
12 9 4244 4355 —ı11 — 33 —11 
13 14 4285 4306 — 21 — 69 —11 
14 15 4174 4284 — 110 — 180,2 10 
15 17 4363 4270 + 9 49:61 1.0 
16 1891 Juni 25 4675 4697 — 2 +219 —05 
17 28 4613 4665 — 52 "196 20:5 
18 Juli 19 4692 4629 + 63 +.16.%, — 0,5 
19 23 4690 4625 165 -116.02, 05 
20 1892 Febr. 16 4293 4324 rei 25:6 22/0. 
21 18 4275 4342 — 67 — 43,104 
22 März 4 4187 4315 — 128 6002 
23 6 4189 4331 — 142 5. 12.09 
24 Mai 26 4704 4715 — 11 03 20031004 
25 97 4700 4736 — 86 +248 204 
26 28 4712 4689 + 23 OT SM 04 
27 1898 Jan. 3 4240 4238 u) = 119, 210 
28 EHER 4314 4173 + 141 — 168 11 
29 1894 Jan. 4 4259 4223 + 36 2131102190 
30 Juli 2 A874 4738 + 136 9400. 005 
31 23 4705 4675 -+ 30 +20.3 72,6 
32 24 4811 4718 598 523.5 21.2.6 
33 1897 Juni 23 4810 4675 + 135 +#.20.3,.0-E 5.5 
34 25 4843 4681 -+ 162 +20.7 +55 
35 29 4895 4733 + 162 +246 155 
36 Aug. 3 4855 4674 + 181 +20.2 +5.6 
a7 4 4801 4686 + 115 31.100.156 
38 1898 Aug. 3 4868 4653 + 215 118.740: 6.6 
39 6 4832 4665 + 164 +198 166 


Hieraus folgen die Endgleichungen 
+ 3 = +39 x+ 383y+ 32.6 2 
+ 24449 + 388.32 + 11353.3y + 786.2 2 
+ 797.5 + 32.62+ 786.2 y+ 293.24 2 
wo die absoluten Glieder in Einheiten der vierten Decimale eines Scalentheils 
ausgedrückt sind. Die Auflösung der Gleichungen giebt 
e — = 443 38.00 
y= + 0,4764 + 0.55 
2= +24 323% 


d. h. die Entfernung der beiden Sterne für 0° C. und für die Epoche 1892.0 ist 
169.4400 — 0,0004 —= 169.4396 Scalentheile 


- Abhndlgn. d. K, Ges. d, Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl, N; F. Band 1,4. 
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und die Zunahme der Messung für 1° C.—= + 0,0013.555 + 0,0000.476 —= 
0.0014.031 = 0.0000.55 oder bezogen auf einen Abstand von 100 Scalentheilen 
++ 0.0008.28 + 0.0000,33 

Wenn bisher meine sämmtlichen Messungen mit dem Co&fficienten 0.0008 
auf 0° redueirt worden sind, so liegt diese Annahme innerhalb der Grenzen der 
wahrscheinlichen Fehler der neueren Bestimmung und es ist deshalb keine Ver- 
anlassung vorhanden, von diesem abgerundeten Werthe abzugehen. Die Reduction 
einer bei 2° Celsius gemachten Distanzmessung ist daher wie bisher 


S Distanz 
— 0.0008 oo: t 


Kürzeste Entfernung der beiden Objeetivhälften von einander. 


In IV. 60. findet sich über den Abstand der optischen Mittelpunkte ein 
bis 1895 Febr. 6 gehendes Verzeichniss woraus hervorgeht, dass nur ausnahms- 
weise etwas grössere Beträge vorkommen und grössere Abstände nöthigenfalls 
immer beseitigt wurden. In späterer Zeit hat sich dieser Abstand meistens von 
selbst sehr klein gehalten und eine Berichtigung war seltener nothwendig als 
früher. Ich gebe jetzt ein Verzeichniss nach meinen Beobachtungen für die 
letzten Jahre 


64 1893 Juni 30 e = 0.58 Doppeltbrechendes Prisma, Pos. W. 270° 0c. U 
65 Juli 15 0.28 70 Ophiuchi II 
66 25 0.29 8 » 
67 Aug. 3 0.32 FH „ 
68 Oct. 19 1.01 3 S 
69 1894 Juli 5 0.09 5 39 
70 23 0.14 & 5 
za! 24 0.33 „ » 
72 Oct. 12 .0.60 " R 
73 Nov. 6 0.17 61 Cygni u 
74 1895 Mai 28 0.53 70 Ophiuchi 801 
75 29 0.22 5 % 
76 31 0.60 ” > 
77 Juli 13 0.41 & ; 
78 Oct. 17 0.57 « Piscium oh 
79 24 0.34 > 
80 1896 Jan. 27 Durchgang der Bilder in beiden Lagen völlig central 

sl Juni 5 Objectiv II zum Reimigen der Linsen abgenommen 

82 Juli 6 0.45 70 Ophiuchi Il 
83 11 0.14 5 R 
54 13 0.27 s » 
85 14 0.60 n » 
36 25 0.16 > » 
87 Sept. 26 0.09 „ » 
83 Oct. 24 0.14 „ „” 
89 26 > 0.42 > » 
90 27 0.07 x » 
91 Noy. 10 0.21 „ „ 
92 Dec. 11 1.06 Künstlicher Doppelstern u 
93 1897 Mai 18 0.24 70 Ophiuchi II 
94 29 0.61 en ” 
95 Juni 21 0.20 Ei ’ 
96 22 0.39 * 


97 1.00 61 Cyani u 
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93 1897 Juni 26 e = 1.65 61 Cygni Oc. U 
99 Juli- 12 0.40 709 Ophiuchi III 
100 0.23 61 Cygni II 
101 19 1.03 70 Ophiuchi III 
102 24 0.55 » „ 
103 0.93 & Aquarü r 
104 39 021 70 Ophiuchi $? 
105 0.69 61 Oyeni 11 
106 Aus. 4 1.11 " ” 
107 10 0.41 70 Ophiuchi 1081 
108 Sept. 26 0.19 r „ 
109 27 0.23 " „ 
110 23 0.20 N ER 
al 30 0.42 „ „ 
112 Oct. 5 0.40 61 Cyani 10: 
113 14 0.50 70 Ophiuchi II 
114 0.31 61 Cymi I 
115 26 0.26 & er 
116 28 0.26 DEE 5 
half Nov. 10 0.03 „ j ” 
118 13 0.07 5, 5 
119 14 0.30 5 5 
120 25 0.08 . " 
121 Dec. 17 0.23 N Y 
122 1898 Juni 13 0.03 s = n 
123 16. 0.15 s s 
124 21 0.10 55 ; 
125 23 0.22 ° 5 
126 28 0.06 + r 
127 0.18 70 Ophiuchi IL 
128 Juli 14 0.23 B 
129 21 0.12 « & 
130 0.44 61 Cygni II 
151 24 0.08 70 Ophiuchi IH 
132 1.12 € Aquarü » 
133 Aug. 2 0.15 70 Ophiuchi F 
134 3 0.18 Mn A 
135 0.19 & Aquarü u 
136 6 0.16 70 Ophiuchi - II 
157 0.10 & Aquarii gt 
138 12 0.18  . 70 Öphiuchi 1000 
139 Nov. 4 0.30 61 Cygni II 
140 8 0.50 5 x 
141 20 0.31 5 
142 29 Objectivhälfte II abgenommen und beide Hälften mit Aether 
143 Dec. 5 0.31 61 Cyeni [geputzt. 1 
144 7 0.31 h 
145 1899 Jan. 21 Die Bilder gehen central” durcheinander. 
146 Apr. 22 0.30 61 Cyeni 5 
147 Mai 30 0.28 “ en 
148 Juni 1 0.12 N, 5 
149 10 8080 > 5 
150 Juli 10 0.03 % “ 
151 0.02 70 Ophiuchi Ill 
152 17 0.19 N Y 
153 18 0.45 M A 
154 25 0.03 % 5 
155 Aug. 9 0.63 N > 
156 10 0.41 ® ni 
157 Dec. 20 0.95 61 Oygni 11 


Die Abstände der Objectivhälften spielen nach der Tabelle IV. 62 bei Abständen 
von mehr als 60” keine Rolle und bei kleineren Abständen z. B. bei Messungen 
von Doppelsternen wurden immer die jedesmaligen Ablesungen des Positions- 
winkels in beiden Stellungen der Objectivschieber zur Reduction verwandt. 

5* 
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Systematische Correetionen der Distanzmessungen, 


Bei der in den Astronomischen Mittheilungen IV veröffentlichten Ver- 
messung der Praesepe wurde über 45 Sterne ein Dreiecksnetz gelegt in welchem 
jeder Stern zunächst mit den ihm benachbarten durch Distanzmessungen ver- 
bunden wurde, ausserdem wurden aber noch andere Combinationen gemessen, so 
dass sich über die ganze Gruppe ein complieirtes Dreiecksnetz mit zahlreichen 
überschüssigen Beobachtungen ergab. 

Für vier an den Grenzen liegende Sterne standen Beobachtungen der Oerter 
an den Meridiankreisen in Berlin und in Göttingen zur Verfügung und als nun 
für den Centralstern Nr. 1 die Rectascension und Declination dadurch berechnet 
wurde, dass an die Oerter der vier Sterne des Vierecks die aus der Ausgleichung 
der Heliometerbeobachtungen hervorgehenden Differenzen in Rectascension und 
Declination angebracht wurden, zeigten die auf diese Weise für den Centralstern 
erhaltenen Öerter eine sehr mangelhafte Uebereinstimmung die das Vorhandensein 
von besonderen Eigenthümlichkeiten, den systematischen Correctionen der Ab- 
standsmessungen erkennen liessen. ; 

Um über die Form dieser Correctionen in ihrer Abhängigkeit von der 
Grösse der gemessenen Distanz etwas Näheres zu erfahren, wurden damals in 
verschiedenen Gegenden des Himmels Reihen von Sternen von mir ausgesucht, 
die nahe in einer geraden Linie erscheinen und es wurden dazwischen alle mög- 
lichen Combinationen von Abständen gemessen. Nachdem diese Abstände mit 
Hülfe der anderweitig bekannten Positionen der Sterne in Rectascension und 
Declination auf die Verbindungslinie zwischen den beiden am weitesten von ein- 
ander abstehenden Sternen reducirt waren, hätten alle einzelnen Strecken aus 
welchen man den Abstand zusammensetzen kann, durch Addition immer dieselbe 
Summe geben müssen. Es ergaben sich aber Widersprüche, woraus geschlossen 
wurde, dass die Distanzmessungen verschiedener Grösse besonderer Verbesserungen 
bedürfen, denen eine mathematische Form derart gegeben wurde, dass sie von 
den kleinsten Abständen mit Null beginnend bei 1000 Secunden Abstand auf 
etwa +0.2 anwachsen und dann bis zu den grössten Abständen allmählich 
wieder abnehmen. 

Die zur Ausgleichung der Praesepe - Triangulation verwandten Bogen, 
nämlich Praesepe aß»ds&n%ı#, Praesepe abedefghiklmnop, Vulpecula I 
II III usw. bis XV in der Länge von 3600, 4735 und 5187 Secunden, zeigten, 
dass die für den Abstand der beiden Endsterne aus den einzelnen Strecken be- 
rechnete Entfernung um so kleiner ausfiel je grösser die Zahl der dabei ver- 
wandten Strecken war, dass als die kleineren Abstände einer kleinen positiven 
Verbesserung bedürfen um die Widersprüche zu beseitigen. 

Nach einigen Versuchen die für eine bestimmte Distanzmessung erforderliche 
Correetion zu ermitteln und durch einen von der Länge und dem Quadrate des- 
selben abhängige Form darzustellen wurde dann der Weg eingeschlagen, die 
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Gestalt der Curve nicht durch einen bestimmten mathematischen Ausdruck dar- 
zustellen, sondern aus den Beobachtungen selbst abzuleiten und zum Schluss 
wurde nach der Erwägung auf IV. 168. die Form der Verbesserung folgender- 


. massen gewählt. 
Für eine Distanz s ausgedrückt in Einheiten von 1000 Secunden ist die 


Verbesserung 
| A — +0473[s-0.308 + 0.06 8°] 


und die daraus folgende Corrections-Tabelle ist 


Distanz Correction 

0” 0.00 

500 + 0.18 
1000 + 0.26 
1500 20.27, 
2000 + 0.23 
2500 + 0.15 
3000 0.00 


Diese Form wurde einstweilen für die Ausgleichung der Distanzmessungen 
in der Praesepegruppe verwandt. Nach der Veröffentlichung der Abhandlung 
über die Praesepe (Astr. Mitthlgg. IV.) sind jedoch noch weitere Untersuchungen 
über das Verhalten der systematischen Correctionen angestellt worden und ich 
habe darüber in einem Aufsatze: Neue Untersuchungen über den 
Verlaufdersystematischen Fehler bei Distanzmessungen 
am Göttinger Heliometer nach Beobachtungen an einer 
Reihe von Sternen im Löwen. Astr. Nachr. Bd. 142 Seite 225 aus- 
zugsweise Bericht erstattet. 

“ Im Folgenden sind diese Untersuchungen mit genauer Darstellung der 
Einzelheiten der Beobachtungen wiedergegeben. 


Neue Untersuchungen über den Verlauf der systematischen Fehler 
bei Distanzmessungen am Göttinger Heliometer nach Beobachtungen einer 
Reihe von Sternen im Löwen. 


In den Astronomischen Nachrichten Bd. 134 und später in ausführlicherer 
Weise in meiner Abhandlung über die Praesepe (Astron. Mittheilungen Göttingen, 
Vierter Theil 1395) habe ich über frühere Messungen zwischen einer Reihe von 
Sternen berichtet, die nahezu in einem grössten Kreise liegen, wobei es sich 
zeigte, dass man zu verschiedenen Resultaten über die Distanz zwischen den 
beiden Endsternen gelangt, je nach dem man dazu die Messungen zwischen 
‘diesen beiden Sternen selbst benutzt oder dieselbe durch Addition der zwischen 
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den einzelnen Sternen angestellten Abmessungen berechnet, nachdem von genügend 
bekannten Oertern der Sterne ausgehend, die Projectionen der einzelnen Abstände 
auf die Verbindungslinie der Endsterne vorgenommen worden sind. 

Bei der Untersuchung dieser Messungen an Sternreihen, von denen zwei 
in der Praesepe selbst und eine dritte in der Vulpecula liegen, hat sich heraus- 
gestellt, dass die Abstandsmessungen kleiner Verbesserungen bedürfen, die bei 
einem Abstand von etwa 1300 Bogensecunden ein Maximum von etwa !/ı Secunde 
erreichen, während für die kleinsten und für die grösseren am Heliometer mess- 
baren Abstände die Correetionen wieder zu Null zu convergiren scheinen. Eine 
Curve zur Verbesserung der Messungen steigt vom Nullpunkt bis zu 1300 Se- 
cunden schnell an und nähert sich dann bei grösseren Abständen wieder der 
Abscissenaxe. 

Während am Göttinger Heliometer die grösste durch Verschiebung der 
Objectivhälften messbare Distanz nahezu zwei Grad oder 7200 Secunden beträgt, 
hatten die Bogen Praesepe «x:und Praesepe ap eine Länge von 3608 und 4736 
und der Vulpecula-Bogen eine Länge von 5184 Secunden; also auch der längste 
dieser drei Bögen ging nicht weit über 0.7 der überhaupt messbaren Abstände 
hinaus. Es war deshalb mein Bestreben, einen anderen Bogen von Sternen auf- 
zufinden, der sich über einen noch grösseren Theil des Gesichtsfeldes des Helio- 
meters erstreckt und diese Bemühungen sind insofern gelungen, als im Sternbild 
des Löwen ein Bogen aufgefunden wurde, dessen Endsterne um 6914 Secunden, 
also um 0.96 der grössten messbaren Distanz von einander abstehen. 

Die acht Sterne dieses Bogens finden sich in der Bonner Durchmusterung, 
und ihre Positionen sind den Albany Zonen entnommen, in denen sie mit Aus- 
nahme des zweiten sämmtlich vorkommen. Um auch für den hier fehlenden 
Stern eine möglichst genaue Position zu erhalten, habe ich ihn am Heliometer 
an die beiden benachbarten Sterne Nr. 1 und 3 angeschlossen. | 

Auf diese Weise ergiebt sich für das Aequinoctium 189: 


Nr. B.D. Gr. Albany. Epoche n 1895.0 

1:..242377.:87. 4113: ° 1880.38 1089: 757 +45 de 
2 495380. 99 2 Rn 41 247° 35 140 
3 3241 82 4194 80.3 41.26.79 339 44 
4 32413 90 4197 80.8 42 1092 321 493 
5 32415. .:.86. 4129 Ss 2867 312 976 
6 3247 87 413ı 81.3 424621 3 6 503 
7 3248 87 4132 81.3 ab 302 188 
8 32419 87 4133 81.5 43 7.07 256 352 


Aus diesen Oertern sind die in nachstehender Tabelle in der Columne „Projection“ 
enthaltenen Beträge gerechnet, welche die Abstände zwischen je zwei der Sterne 
auf die Verbindungslinie zwischen den Endsternen 1 und 8 reduciren. 

Die Messungen am Heliometer und die Reductionen nach dem in meiner 
Abhandlung über die Praesepe beschriebenen Verfahren sind die nachfolgenden. 
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Messungen des Löwenbogens. 


Th. t N |.-0 |N-O | Messung Th. F. |Gang En Temp.| Refr. | Aberr. | Abstand {R.S. 
o o I 
+11/ + 11.9] 21.41 | 21.24 | + 0.17 | 78.5286 | — 23 0/+491— 75/-+ 379] — 56| 78.5560 |3 8 
+ 14 | + 15.7 | 21.47 | 21.45 | + 0.02 5414| — 24 |—1|+ 6I|— 9 + 351 — 76 55552 2 
0|+ 1.6) 21.21| 21.10 | -+ 0.11 4760 | — 24 0,+311— 10|+ 8761| + 14 564713 4 
+ 8|+ 9.2| 21.35 | 21.32 | + 0.03 5341| — 24 0+ 9) — 58|-+ 376|— 27 5617|2 3 
+ 6|+ 8.5) 21.34 | 21.28) + 0.06 5342 | — 24 0|+17|— 53|+ 339|— 68 55058 |3. 2 
108 
+11 | + 11.7) 21.40 | 21.24 | + 0.16 | 98.8180 | — 34 !+31+61!— 92: + 475! — 70| 98.8523 |3 3 
+13| + 16.3 | 21.49 | 21.50 | — 0.01 8297| — 34 |+3|— 4|--129| + 3781 — 93 8411812 3 
+ 3|-+. 4.5| 21.27 | 21.29 | —.0.02 8089| — 34 | +31 — 8|— 36|+ 4581 — 79 8393|2 3 
+ 6/+ 8.3| 21.34 | 21.28 | + 0.06 8093| — 34 | +31 +22I— 66 | + 447|— 85 8380 13 2 
+11] -+ 12.3| 21.42 | 21.40 | -- 0.02 8249| — 34 | +31 4 8)— 97) + 4411 — 91 847912 8 
YıL 
+11/+ 11.5) 21.40 | 21.24 | + 0.16 | 129.4998 | — 24 0 6 — 120) + 6131 — 93| 129.5450|3 3 
+ 15 | + 17.9| 21.52 | 21.50 | + 0.02 5299| — 13 0|+ 9/—186 | + 572 | — 122 555013 3 
0|+ 1.5| 21.21 | 21.101 + 0.11 4388| —13/+1/+52/— 15) +1151) + 25 558913 4 
+ 8|+ 9.2| 21.35 | 21.32 | + 0.03 5064 | — 13 0/+141— 96|+ 616|— 43 554212 3 
+ 3|+ 43| 21.27 | 21.29 | — 0.02 5092| — 13 01— 9|)— 45/|-+ 607 | — 104 552512 3 
IV 
+ 11/ + 11.2 | 21.39 | 21.24 | + 0.15 | 145.9046 | — 40 | +1] +80|— 131) + 676! —103| 145.9529 |8 3. 
+ 15| + 18.0 | 21.52 | 21.50 | + 0.02 9227| —40 ı+1/+ 111 — 211| + 789 | — 126 965113 3 
+ 3/4 4.0] 21.26 [21.22 | + 0.04 8493| -42 | 2| 7211 — 47| + 1944| 12 958913 3 
+ 8|+ 9.1] 21.35 | 21.32 | + 0.03 9109| —40 | +1/ +16) — 106 | + 689) — 49 9620 12 3 
+ 6|+ 8.6 | 21.34 | 21.28 | + 0.06 9016| —40 | +1/-+32| — 100 | -+ 659| — 124 9444 |3 2 
1% 
+ 11| + 11.0 | 21.39 | 21.24 | + 0.15 | 155.5484 | — 44 | —1!+85|--137|-+ 714| — 110 155.5991|3 3 
+ 16| + 18.9 21.54 | 21.50 | + 0.04 5727| —42 |—1/ +23 1 —234| + 691| — 144 6020 13: 3 
+ 6!-+ 7.7| 21.32 | 21.28! + 0.04 5565|) —42 I! 1/4 231— 96!+ 790) — 114 6125/23 
+ 3/-+ 4.2| 21.26 | 21.29 | — 0.03 5416) —42 |—1|— 17 | — 52|+ 745 | — 124 592512 3 
+ 6|+ 8.1|21.33 | 21.28 | + 0.05 5490| — 42 | —1|+28| — 101|+ 737| — 132 597915 2 
—11|+ 12.2 | 21.41 | 21.40 | + 0.01 5699| —42 |—1|+ 6) — 152|-+ 699| — 142 6007 
vI 
+ 10!-+ 10.9 | 21.39 | 21.24 | + 0.15 | 163.4653! — 20 | +1) +90) — 143 | -+ 744 | — 116 | 163.5209 |3. 3 
+15|-+ 18.5] 21.53 | 21.50 | + 0.03 4978 | — 20 0|+18/—242| + 726) — 152 5308 |3 3 
+ 3 + 4.0|21.26 | 21.22 | + 0.04 3957| —20 | +1| + 24|— 52 + 1283| — 13| 5180 3 8 
+ 6/+ 7521.32 | 21.28 | -+ 0.04 4583| —20 | + 11+24|— 98/-+ 819| — 120 5189|2 3 
+ 6|-+ 9.0 21.35 | 21.28 | + 0.07 4647 | —20 | +1 +42) — 118, + 759| — 141 5170 |3. 3 
vII 
+10) + 10.8 | 21.39 | 21.24 | + 0.15 | 172.7339| —11 | +41|+95|— 1149| + 7837| — 123 |179.7942 |3 3 
+13) + 16.1) 21.48 | 21.50 | — 0.02 2339| — 9 |—3|]—13|—222|+ 835 | — 160 7767 |3 2 
+ 3|+ 4.0 21.26 | 21.22 | + 0.04 660681 —11 |+5| +25) — 55, + 1282| — 14 7835 3 3 
+ 61+ 7.4|21.32 | 21.28 | + 0.04 7186| — 9|1—-3/+25|)—102|+ 857| — 127 78272 3 
+ 6/+ 8.8|21.35 | 21.28 | + 0.07 7204| — 9|—-3| +45) — 122) + 862| — 148 782913 3 
i VIII 
+10 + 10.7 | 21.38 | 21.24 | + 0.14| 20.3890 | —33 | +1) +10|— 17)+ 119|— 15, 20.3955 3 3 
+ 13| + 16.2.) 21.48 | 21.50 | — 0.02 83866 | — 33 | + 2|— 1|— 26 + 110|— 19 3899 3 2 
+ 3/+ 3.9) 21.26 | 21.22 | + 0.04 3878 —3|+1/+3|— 6|+ 1185| — 2 3986 3 3 
+ 5/+ 72|21.31| 21.28 | + 0.03 8850| —33 I|+2|+ 2|— 12 + 107) — 15 3901|2 3 
+ 6/+ 8.7|21.34 | 21.23 | -+ 0.06 3773 1 — 88.12) 4|— 14) #102 17 3817|3 3 
IX 
--10|-+ 10.5 | 21.38 | 21.24 | + 0.14) 51.0035 | — 42 0)+26|— 431+ 238|— 36| 51.017813 3 
+14 + 16.6 | 21.49 | 21.50 | — 0.01 0250 | — 42 0)— 21— 68) + 244 |— 47 0335 |3 2 
+ 3/-+ 3.9| 21.26 | 21.22 | + 0.04 0063 | — 42 0/+ 7)— 16) + 3461— 4 0354 | 3 3 
+ 5|/-+ 6.9|21.31 | 21.23 + 0.08 0180| — 42 0|+ 6|— 28) + 251] — 37 0330 |2 8 
+ 6|-+ 85 | 21.34 | 21.28 | + 0.06 0099 | — 42 0|+11|— 35) + 242|— 44 0231|3 3 
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Stern- |Bar. Th. t N O0 |N— OjMessung| Th. F. |Gang| Oc.- | Temp. | Refr. | Aberr. | Abstand |R.S. 
zeit St. 
hagsm o o XIX 
12 13.817551 + 8|+ 88| 21.35 | 21.38 | — 0.08 | 16.397 1| —ı2 |+1|— 2|— 12) + 65/— ı1| 16.4000|3 3 
5A 56 714 | + 16.0|21.48.| 21.3417 0.14 | 3913| — 21 | + 1l + .91— 214 | 25 3930|3 3 
13822°0,10,49) 2.11 \,2F 14.2. 91.45.|21.50.|0.05|: 3929| —ı2 | + r|— 3)— 19.2 ss|— 15 3969|2 3 
5139549 9,105 |21.38|21.32 |. 0.06| : 3883| — 21 |+2|+ 3) — 13 1 7186| — 5 397512 3 
Perle 51 2 3-2 '581|91.29|21.929 | 0.00 |: 3944| — 21 11 Op 3999\2 3 
al xx 
12243752 + 7|+#1'87!21.34 Seo 26.0519! —60 |—1!— 4!—- ı8| +145!— 17) 26.053413 3 
125564 \,56 -- 14) +15.8|21.48.| 21:84 | + 0.14|: 0571| —60 1—1|+13|— 33 + 1183| — 28 058012 3 
73817012497 11 1 14.391,45 21.50 |—-0:05| 0543| —60 |—1|— 5/— 30) F114|— 24 053712 3 
Be5824 497 27.7917 10.4 91.38 | 21.3214 0.06 | 0430) =60 | 1) + 6 — >1| + 1984| 9 0539|2 3 
ORIG 51 1 3-2 5.6 | 21.291 21.29 | 0.00| - 0514| — 60 | —1 2 ey 0575|2 3 
XxI 
12 333 |752 + 7|+ 8.6| 21.34) 21.38 | — 0.04|33.9688 | — 44 o|=>15 | Se lsal—) 22 |" 33.9758 3 3 
15736456 14 |115.791.47|21.34| 4013| 9668| —44 | 1216| — 431-1160) — 30 9723\13 3 
13 9.0) 49 +11|- 14.6 | 21.46 | 21.50 |— 0.04 | . 9704| — 44 0 el 9746|2 3 
a A939 | 10.3 21:37 121.32 |-#°0.05 | 9628|) —44 I +1 + 8|— 2814 24|— 11 979812 3 
12. 226| 51 + 3|)+ 55[/21.29|21.29! 0.00) 9688| —44 |+1ı Ol 415. 21.204,10 2.007 9507|2 3 
XXII 
104433752 + 7|ı 84|21.34 21.38 | — 0.04143.2629| —43 |—4|— 5|— 29|+213 | .27| 49.2734 |3 3 
Den 56 714-1154 |21.47|21.34| 4013| 2700| —54 |—4|-t16|— 53| 4207! — 39 2773 |3 8 
519 m | 14.6 191.46 121.60 | — 0.04 |: 2672| —A3 | +31 5|— 51 | + 211] "40 274712 3 
SER 419 197 102|21.37|2132| 4005| 2571|. —43 |—-4|rT 8) — 35|-+304|— 14 278712 3 
PER 5 7 31.2759 91.08121.29| 0.01) ‚@sı8| 438 |—A|— 1|— 18|-+266|—: 34 278412 3 
XXIII 
PER 17522 2 722 8421.54 | 21.38 0.94 | 9.6491 | — 6 | —2|— 2|— 17)+-47|)— 6| 9651513 3 
DEESeS6 1 14|7.15.2 121.46 21:34 | 70.12 |. 6468 — 6 1 -2)r 4A —- 2 + a6 — 9 6489|3 3 
75856:0) 19, 2.19. .-1 14.7 21.46 121.50120.04|. 6496| — 6 | 2) 2|— 1] 47/1 9 651312 3 
90 i9 9! 99|91.57|2132|1005| 6508| — 6 | -2l+r 2)— 8 | 3l eH70l2 3 
Pas, 7 3.9 52191.28 2129| —001| . 6484| — 6 | —2 De Are 608 6524|2 3 
XXIV 
109583752 771183. 21:34 |21.38 | — 0.04 | 17.5721| —24 | —_1|— 3/— 12|£ 87/1 ı1| 17.5757|3 3 
Dee 55 7214| 1 15.212146 21.25 +0.21| 571) —2% |-1ı)+13|—- 2114 7|— 16 5739!3 3 
12 420| 49 1 12|+ 15.0 21.46 [21.50 —0.04| 5732| —4 |—-ı|- 3|— 21l+ 85) — 16 575212 3 
BT 7X9 7 92 9891.37 21.32 | + 0.05 | 5659| — 924 1-14 3|— 14/110) — 6 5727\2 3 
RN 051 2 3:1.5:1|21.28121.29| —0.01 | .5665 | — 24 | 11 11 7) L 111) 14 572912 3 
XXV 
13 78,752 + 7|- 8.2|21.33 | 21.38 | — 0.05 | 26.8907 | —52 |+1|— 5|— ı8| +138|— 17| 26.8954 |3 3 
12253| 53 + 14|4 15.0|21.46|21.25|+021| 8785| —52  +2|+20|— 32|+133| — 24 883213 3 
19 36.0| 439 +12| + 15.11 21.46 |21.50|—0.04| 8818| —52 !'+2|— 4|— 32|+133|— 25 884012 3 
9554| 49 + 9|-1 9,8 121.37 |21.32|+0.005| 8808| —52 |+2|+ 51— 21l+166|— 9 889412 3 
Posi ı 3|.7,,50121.28 21.291001. 8868| =52.| +1 1] 11) 1755| 21 895412 3 
| XXVI 
10073746 + 12 | 1 12.7 | 21.42 | 21.24 Ho1s 7.9058 a en al A651 37.909811 38 
Pr a53 2137 148 21.46 21.254021! 9054| — 1 |Lı| + 6|= 94:8 — 7 9082|3 3 
1053001049 7 19,7 15.1. 21.46. |21:50 '—0.042| 9057) = 1.) F 1) — 1] — 10)+.88|— 7 9077| 3 
fo, 19 7 91, 9.7 21.36.121.32 | 4:0.04| 9123| — 1 | 1 + 1) 6 +4 — 3 9162|2 3 
Best + 53|-2 48] 21.281|21.29| —0.02) 9082) — 1 | +1 Ole 3.58. 26 912812 3 
| XXVH 
10.16.3|746 +12) -t 12.6 | 21.42 [21.24 | + 0.18| 17.2262| —17 —3|+11|— 17j+100|— 12, 17.239243 3 
Rs 53 7.13.1147 21.46|8125| 0021| 2314| 17.) 34181 20|4:87|— 15 235913 3 
12,220 #9 + 19 | + 15.4 | 21.47.|21.50)— 0.03) 2294| — 17 |=-3|— 2|— 21|+ 86|— 15 2322|2 3 
10 14.9| 49 + 9| + 9.6|21.36|21.32)+0.04| 2186| —ı17 |—-3|+ 2|— 3/+102|— 6 295112 3 
see 51 ı 312 471|91.27121.29|—0.02| 2336| —ı7 |—-3|— 1|—, 7,+119|—.13 2414|2 3 
s XXVIII 
10 2431746 +12|+12.5|21.42|21.24|-+0.18| 93198] + 2 |+3|+ 6|— 9|+ 54|— 6| 9.3243|3 3 
12 57.8| 53 +13|-+ 14.6 21.46 |21.25|+0.21| 8235 Ve il a a u El ee u 
12 15.0) 49 -+12|- 15.6 | 21.47 |21.50)—0.08| 3253| + 2 |+3|— ı|— 12|+ 50|— 8 3287|2 3 
10 2389| 49 + 9/-+ 9.5|21.36 |21.32|+0.04| 3316 0 en» 71055 — 8 3357|2 3 
13 1071| 51 4 3|+ 4621.97 |21.29)—0.02| 2141| —6 |l+3!— 1 4+ 8|— 7 3294 12 3 
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Bei der Abfassung des Textes für diese Abhandlung zu Ende des Jahres 
1899 habe ich meine früheren Rechnungen über die systematischen Correctionen 
noch einmal einer Prüfung unterworfen und dabei gefunden, dass für die Messung 
des Abstandes VII von 1896 März 4 die Berechnung der Reduction der Distanz 
auf die Normal-Ocularstellung nicht richtig war. In Folge der Verbesserung 
ändert sich der Abstand für diesen Tag etwas und es wird dadurch der Mittel- 
werth der fünf Messungen um 0''.06 kleiner, nämlich 6914.11 anstatt 6914.17. 
Ich habe meine früheren Rechnungen über diese Correctionen und den Scalen- 
werth des Heliometers daraufhin abgeändert und die Curvenzeichnungen noch 
einmal wiederholt. Es sind deshalb in dieser Abhandlung die neuerdings erhal- 
tenen Resultate an Stelle der früheren gesetzt. 

Einige Messungen waren schon im Jahre 1894 angestellt, während die Be- 
obachtungen der Hauptsache nach aus den Jahren 1895 und 1896 herrühren. Um 
die Epochen möglichst gleichmässig zu gestalten, sind diese vereinzelten Beob- 
achtungen ausgeschlossen und durch neuere ersetzt, ebenso einige unter sehr un- 
günstigen Umständen, z.B. bei grösseren Stundenwinkeln angestellten. 

Die aus den Beobachtungen hervorgehenden Mittelwerthe sowie der Betrag 
der Projection auf die Verbindungslinie zwischen den Endsternen Nr. 1 und 3 
sind die nachfolgenden 


Lfde Abstand Bogen- Zahlder Projicierter Wahrschl. Fehler 
Nr. Sterne Skalentheile secunden Beobb. Projection Abstand einer Beob. des Mittels 


S 1" 
78.5586 3143.61 


1.12 | 5.31.78. 3141.88: 0.116 2:2.0:052 
2 13 98.8439 8395.35 5 —0.18 3955.17 0.164 0.073 
3 14 1295532 518420 5 -—041 5183.79 0.138 0.062 
4 1.5 1459547 5840.53 5 -—0.36 5840.17 0.238 0.106 
5 1.6 155.6008 6226.53 6 -—022 6226.31 0.179 0.073 
6. 1.7 1685211 654547 5 015 654354 0.151 0.066 
7. 18 1707820. 69211 0 0.00 6914.11 0.173 0.077 
8 2.3 20.3912 sisöz 5 2781. 8183.19 0.174 0.078 
9.24. 510256 204190 5 056 2041.61 0.205 0.092 
10.12,8.. 674851 2698372 5: —-026. 2casıl 0.222 0.099 
11 2.6 77.0929 3084,85 5 —0.45 3084.50 0.262 0.117 
12" 2,72 : 85.0080 340168 5 059 3401.09 0.073 0.033 
13 28 943078 8773838 5 —143 3772.40 0.202 0.090 
14.34 30.013 122852 6 02.1088 0.183 0.054 
15 8,5, 7.47.1042 ,.188403 15 091. us8472 0.198 0.088 
16 3,6. 56.7538: 2271.06: 6 —-005 2271.01 0.145 0.036 
17 .8:7..646706 2587.86.,5 .—-0.01 2587.85 0.166 0.074 
18 38 73.931 295931 5 -—0.23 2959.08 0.070 0.031 
19 45 16.3975 656.16 3 0.00 656.16 0.072 0.032 
20 46 26.0558 1042.63 5 —0.10 1042.53 0.061 0.027 
21 47 33.9766 1359.61 5 -—022 1859.39 0.096 0.043 
52 48, 450766 12alr7s 5 195 175059 0.063 0.028 
23 5.6 9.6522 386.24 5 —027 885.97 0.080 0.036 
9100.70, 17T 70325 5.08. 708 0.036 0.016 
25 58 26.8895 1076.01 5 —201 1074.00 0.181 0.081 
26 6.7 7.9109 31656 5° —0.17 316.39 0.122 0.054 
27 68 17.2334 68961 5 —191 687.70 0.161 0.072 
28 7.8 9.3290 37331 5 225. 3721.06 0.115 0.051 
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Ehe aus diesen Beobachtungen weitere Schlüsse gezogen werden, wird es 
sich verlohnen, einige Betrachtungen über die wahrscheinlichen Fehler in ihrer 
Beziehung zu der Grösse des. gemessenen Abstandes anzustellen. 

In meiner Abhandlung über die Praesepe bin ich nämlich zu dem Resultat 
gelangt, dass die w. F. der Distanzmessungen mit der Quadratwurzel aus der 
Distanz wachsen. Untersucht man nun auch die vorstehenden Beobachtungen 
nach diesem Gesichtspunkt und ordnet die Fehler nach der Grösse der Distanz 
und reducirt sie der soeben ausgesprochenen Annahme gemäss durch Multipli- 


auf eine Distanz von 4000 Secunden, so erhält man nach- 


cation mit 0 
stehende Uebersicht: 


Ww.F. 4000. 474000 
Gruppe Nr. der Dist. Mittl.Dist. einer Bob. V s _Produet v s Producte 
a 26. 28. 28 358 +0106 334 +0,36 1.83 #019 
b 19. 27. 24. 8 715 OS 2:56 0.26 1.54 0.17 
ee 2:20:25. 14... 21.4.1176 0.118 1.34 0.22 1.36 0.16 
dem222015: 9.216 1982 0.145 1.42 0.20 1:19 0.15 
ee 170.102.18.15722833 04181771319 0.22 1.09 0.20 
ee. 1213 3568 0.144 1.06 0.15 1.03 0.15 
3A... 6.7 6141 0.177... 0:31 0.14 0.90 0.16 


Die wahrscheinlichen Fehler nehmen also nicht, wie früher vermuthet wurde, 
im Verhältniss der Quadratwurzel der Distanz zu, sondern in einem langsameren 
Verhältniss, d. h. die Beobachtungen grosser Distanzen sind erheblich genauer als 
man nach obiger Annahme erwarten sollte. Eine bessere Uebereinstimmung 
würde man erzielen, wenn man, wie es oben in der letzten Columne geschehen 


ee 
ist, die w. F. durch Muitiplication mit 1200 
redueiren wollte, was aber jeder mathematischen Begründung vollständig ent- 
behrend, hier nur ganz beiläufig erwähnt werden möge. Nimmt man einfach die 
Distanz s als das Gewicht der verschiedenen wahrscheinlichen Fehler, so erhält 
man im Mittel #0"”.183 für eine einfache Messung, nahe übereinstimmend mit 
dem Werthe +0".195 in der Praesepe-Abhandlung Seite 282. 

Nunmehr wieder zu dem eigentlichen Gegenstande unserer Betrachtung 
zurückkehrend, können wir aus obigen Messungen den Abstand zwischen den 
beiden Endsternen auf 55 verschiedene Weisen berechnen, wodurch nachstehende 


Gleichungen entstehen: 
„use dem Lesen der Correctur wurde bemerkt, dass ne Distanz XVI um 


auf ein gemeinschaftliches Maass 


+ 0.0011 — 1.0.04 zu verbessern ist. Es wurde-darauf bei den Untersuchungen 
über die systematischen Correctionen einstweilen keine Rücksicht genommen, da 
die Rechnungen später doch wohl noch einmal wiederholt werden müssen, wenn 
die Meridianbeobachtungen der Sterne 1 und 8 zur Verfügung stehen, wozu 
sich mehrere Sternwarten bereit erklärt haben. Auf Seite 26 ist schon die ver- 


besserte Messung enthalten. ] 
4* 
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Unterschied 
gegen Nr. 7 


Summe 


Nr. der Messungen 


Nr. 
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Nach den obigen Betrachtungen gestaltet sich der w. F. für das Mittel aus 
d Messungen für die 7 Gruppen folgendermaassen: 


für 358° + 0.047 


715 0.050 
1176 0.053 
1982 0.070 
2833 0.081 
3568 0.064 
6141 0.078 
und darausim Mittelohne Rücksicht auf die allmähligeZunahme bei grösseren Distanzen 
+ 0.063. 
Mithin ist der w. F. für die Summe von z zu einander addirten Abstandsmessungen 
+0.063 Vz 
alsortüurz— 1 2 3 4 5 6 7 


20:06. 0:08 0.11: 0.13% 0.14. 0.15 0.17 


Diese Beträge bezeichnen also die aus der inneren Uebereinstimmung der Beobach- 
tungen hervorgehende Unsicherheit der berechneten Abstände zwischen den beiden 
Endsternen. 

Da ich auf der Astronomen - Versammlung in Bamberg im Jahre 1896 die 
Beobachter an Heliometern Repsold’scher Construction auf anderen Sternwarten 
gebeten habe, auch ihrerseits die Beobachtung des Löwenbogens vorzunehmen und 
demnächst Messungen des Abstandes derselben Sternpaare an verschiedenen In- 
strumenten vorliegen werden, so muss ich noch des folgenden Umstandes erwähnen : 

Der bisher von mir verwandte Werth zur Verwandlung der an den Ob- 
jeetivscalen gemachten Ablesungen in Bogenmaass beruht nach meiner Abhandlung 
über die Praesepe auf Messungen verschiedener Bogen zwischen Sternen, deren 
Abstände durch Meridianbeobachtungen festgelegt sind und das Resultat davon 
ist daselbst Seite 89 zusammengestellt. Nun bin ich aber durch das Referat 
von Dr. Peter in der Vierteljahrsschrift der Astronomischen Gesellschaft, 31. Jahr- 
gang 1896, Seite 35, Anmerkung, darauf aufmerksam gemacht worden, dass mir 
bei der Berechnung des Abstandes der beiden Endsterne im Polbogen aus den 
von Geheimrath Auwers mitgetheilten Daten ein kleiner Irrthum begegnet ist, 
Der berichtigte Abstand der beiden Sterne ist 


6779.71 +0.20 (t— 1875) 
Damit erfährt die Berechnung des Skalenwerthes in IV. 89 eine gering- 
fügige Abänderung und es muss heissen 


Schur Ambronn 
Cygnuskreis 40.01601 40.01921 
Hydrakreis 01506 01610 
Polbogen 01486 01599 
Standard stars 01750 01710 


Mittel 40.01586 40.01710 
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anstatt der früheren Annahme 
Schur Ambronn 


40.01605 40.01730 


Für meine Messungen hätte also der Verwandlungs-Logarithmus 1.602232 anstatt 
des früher angenommenen Werthes 1.602234 angewandt werden müssen. Der 
Unterschied von 0'.0019 im Skalenwerth oder zwei Einheiten der sechsten Deci- 
male im Logarithmus bringt bei der grössten am Heliometer messbaren Distanz 
einen Unterschied von 0'.04 hervor, d. h. um diesen Betrag müssen die grössten 
Abstände verkleinert werden. 

Auf die Vergleichung der Messungen für die systematischen Fehler hat diese Ab- 
änderung nur den Einfluss, dass bei der Vergleichung der Summen der Distanzen mit 
dem Abstande der Endsterne gelegentlich kleine Abänderungen durch die Abrundung. 
der hundertel Secunden vorkommen können, auch bei der Vergleichung der Bogen- 
längen selbst mit den Ergebnissen der Messungen an anderen Heliometern spielen 
diese im Maximum nur 0'.04 betragenden Verbesserungen eine unbedeutende Rolle. 

Aus denobigen55 Gleichungen geht deutlich hervor: Je grösser 
die Zahl von einzelnen gemessenen Abständenist, aus denen 
der Abstand der Endsterne durch Addition der Unterabthei- 
lungen berechnet wird, desto grösser ist die Verbesserung, 
welche an die Summe anzubringen ist, um sie mit der unmittel- 
baren Messung zwischen den Endsternen vergleichbar zu machen, 
d.h. die kleineren Abstandmessungen bedürfen den grösseren 
gegenüber einer positiven Correction. 

Um aus diesen Messungen eine Curve abzuleiten, welcher man die den ver- 
schiedenen Abständen hinzuzufügende Verbesserung entnehmen kann und wodurch 
die in den Messungen vorhandenen Widersprüche ausgeglichen werden, ist zunächst 
für mehrere nahe einander gleiche Abstände eine gemeinschaftliche Verbesserung 
angenommen und dabei die Voraussetzung gemacht worden, dass für die Ab- 
stände O0 und 7200" entsprechend den Extremen der messbaren Abstände, keine 
Verbeserung anzubringen ist. 

Dadurch entsteht nachfolgende Tabelle: 


Verbesserung Mittl. Abstand Gültig für die Abstände 
als Abscisse 


0 0% 
(1) 360 23,26, 28 

(2) 715 8,19, 24, 7 

(3) 1176 14, 20, 21,3 

(4) 1982 9, 15, 16, 22 

(5) 2894 110, 11 1218 
(6) 3700... 2,12: 13 

(7) 5750 3,4, 5 

(8) 6728 6,7 


7200 


al 


Man erhält auf diese Weise folgende Bedingungsgleichungen zur Bestimmung 
der Unbekannten (1) (2) (3) u.s.w. bis (8), in welchen unter A die absoluten 
Glieder stehen, während die Bedeutung von D später erläutert wird. 


41:9 Wa WO GM & 3 


„ 


0.00 = 1 + 0.22 
2.016 1 — 0.06 
5010 1. 1 =0.01 
4° 20.97 1 1 0.13 
5 —004 1 1 + 0.08 
6 010 1 1 + 0.16 
7 039 1 1 —.0.26 
8 —004 1 2 — 0.05 
Opre.0.10 0.1 —.0.01 

2.012 1 2 + 0.14 
110% 370.03 a 2 —.0.02 
12 10.08 1 101 — 0.05 
13 0.20 1:4 1 +0.01 
14 102 Se 1 + 0.01 
15 -+097 1 1 1 1.0.02 
16  -+.0.08 1 12.1 — 0.14 
17 2120.16 1,1 1 —0.02 
18 -.0.09 ae 1 —.0.09 
joe 1 1 1 — 031 
20 +09 et 1 1.0.07 
21 -+0.06 Tu 1 — 0,15 
22 1.0.35 2 1 +014 
233  -+030 a Pol Ye — 0.03 
24 0.32 TR —.0.03 
25 1037 2 1°] 0.00 
26 0.13 18 2 — 0.18 
27 1046 ES + 0.10 
233 1039 N Se + 0.03 
29 1017 1 Ian 24 — 0.19 
30-056. 1,02 1 +012 
St 1029 12 1 1.0.05 
32 + 027 1 2 1 017 
33 1055 11 1 1 0.00 
30 21051 De 1 1 — 0.22 
% 35 +0.52 2 1 1 + 0.02 
36 -0.49 1200 1 0.03 
37. 1.088 198 1 — 0.235 
33 1052 3 1 + 0.05 
39 1.0.66 2... 2 1 + 0.08 
40 -+0.59 2 1 + 0.01 
2° 2.037 108 1 021 
42 71079 19 181 +0.19 
43 +0,58 1,8 ART 0.13 
4  +064 2 re + 0.01 
23, 02070 3 2 ..011 
46 -+0.89 eo N 1 1011 
47 0.68 a! 1 Zoll 
48-080 3 1 1 — 0.02 
49 4074 3. 1 — 0.05 
50 +09 1 3 1 + 0.07 
51 1 078 1 Ks 1 — 0.15 
52 084 N 1 — 0.01 
Bor 8771 a +0.07 
34 114 see 1 1.0.09 
35 +1.24 ao 1 0.05 
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Hieraus folgen die Endgleichungen, mit Hinweglassung der identischen 
Grössen links von der Diagonale 


A 


5057 Foo) 


+ 27.02 
+ 16.16 
+ 7.96 
+ 12.31 
20:78 
2.9.67 
— 0.29 


41(2) + 22. (3) + 15 (&) + 26 (5) + 15 (6) +13 (7) + 1(8) — 0.99 
80 35 14 3 10 10 
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8 19 
22 12 
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Die Auflösung der Gleichungen giebt die Werthe 


U 


9) 
360 
715 

1176 
1982 
2894 
3720 
5750 
6728 
7200 


0 
0) 
(2) 
8) 
(4) 
®) 
(6) 
(7) 
(8) 

0 


0.0 
40.2455 
+ 0.2164 
+ 0.1223 
+ 0.0888 
— 0,0955 
— 0.0413 
—. 0.2509 
— 0.2677 

0.0 


B 
— 0.95 
11 4 —0.39 
7 1 — 0,39 
4 — 0.50 
17 —.0.35 
13 — 0.53 
2.720104 
0.0 
abgekürzt + 0.25 
+ 0.22 
+ 0.12 
+ 0.09 
—.0.10 
— 0.04 
— 0.25 
— 0.27 
0.0 


Werden diese Verbesserungen mit den zugehörigen Abseissen 360, 715 usw. 
als Ordinaten aufgetragen und wird durch die auf diese Weise erhaltenen Punkte 
eine sich genau anschliessende Curve gelegt, die zugleich durch die beiden Abs- 
eissenpunkte O und 7200 hindurchgeht und entnimmt man dieser Curve für jeden 
einzelnen der 28 gemessenen Abstände die zugehörige Verbesserung, so erhält 


man dafür 
Nr. Abstand 
P 3142' 
2 3955 
3 5184 
4 5840 
5 6226 
6 6543 
7 6914 
8 813 
9 2042 
10 2695 
11 3085 
12 3401 
13 3772 
14 1228 


A. 


Verbesserung 


0.08 
22.09.03 
018 
007, 
— 0,28 
— 0,28 
—0.22 
+.0.19 
4- 0.08 
—.0.07 
—.0.09 
—.0.04 
—.0.03 
2041 


Abstand Verbesserung 
1885 041 
2271 1.0.04 
2588 — 0.05 
2959 — 0.10 

656 1.0.23 
1043 1.0.14 
1359 0 
1731 +0.11 

386 1.0.25 

703 1.0.23 
1074 018 

316 + 0.24 

688 1.0.22 

371 1.025 
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Mit Berücksichtigung dieser Tabelle wurden die absoluten Glieder der 
55 Bedingungsgleichungen zum zweiten Male gebildet und es ergaben sich dann 
noch nachstehende Verbesserungen B der ersten Annäherung 


(66) + 0.0022 abgekürzt 0.00 
(2) — 0.0023 0.00 
(3) + 0.0063 + 0.01 
(4) — 0.0054 001 
(8) — 0.0104 09.01 
(6) — 0.0196 0.02 
(7) — 0.0417 — 0.04 
(8) — 0.0202 20.03 


Durch Hinzufügung der Näherung B zur Näherung A erhält man schliess- 
lich die Ordinaten der Verbesserungs-Curve Tabelle B 


Abstand Verbesserung. 
0% 0.00 
360 (DER ER 0.25 
715 (2)..2.22.0:21 
1176 (@)7..-.0483 
1982 (4) +-0.08 
2894 Oo 
3720 (6) — 0.06 
5750 (2 0.29 
6728 8)  — 0.29 
7200 0.00 


Werden diese Resultate aus den Beobachtungen des Löwenbogens mit denen der 
früheren Untersuchungen an den beiden Praesepebogen und dem Vulpeculabogen 
(Vergl. Praesepe Seite 166 oder Astr. Nachr. 136) verglichen, so erhält man 
folgende Uebersicht 


Abstand Praesepe «x Praesepe ap Vulpecula Leo 
Ö 0.00 0.00 0.00 0.00 
500 4- 0.05 —- 0.06 + 0.08 + 0.25 
1000 2.008 1.0.20 1.0.13 1.0.15 
1500 1.0.08 1.0.13 10.13 0.10 
2000° 0.00 2.001 1.0.10 1.0.08 
2500 — 0.03. — 0.02 0.00 — 0.04 
3000 — 0.03 + 0.03 — 0.02 — 0.11 
3500 — 0.01 + 0.07 — 0.03 — 0.07 
4000 + 0.05 0.00 — 0.08 
4500 + 0.02 — 0.02 — 0.14 
5000 0.00 0.00 — 0.22 
5500 — 0.27 
6000 — 0.30 
6500 — 030 
7000 — 0.17 
0.00 
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Bei der Vergleichung dieser Zahlenreihen darf nicht unerwähnt bleiben, 
dass bei den älteren kürzeren Bogen die Abscisse des Punktes, in welchem die 
Curve in ihrem oberen Verlaufe, d.h. für die grössten Abstände, die Abscissenaxe 
schneidet, nicht wie bei dem Löwenbogen 7200" ist, sondern in die Nähe der 
grössten jedesmaligen Distanz gelegt ist und zwar 


für Praesepe «x Praesepe ap Vulpecula 


bei 3608’ 4700" 5000" 


Eigentlich hätten die Curven so gelegt werden müssen, dass sie bei den 
drei älteren Bogen ebenfalls durch den Punkt 7200” wie bei dem Löwenbogen 
gehen, aber die Vergleichung der obigen Tabellen lehrt, dass das Ergebniss aus 
dem Löwenbogen, wonach die Curve wenigstens in ihrer anfänglichen Form I 
bei etwa 5000" die Abscissenaxe schneidet, sich mit dem Verlauf bei den älteren 
Bogen vereinigen lässt, während freilich die Form II eine Verbesserung von 


—0.20 erfordert. Es wird aber nicht nöthig sein, die Zeichnungen und Rech- 
nungen für die älteren Bogen noch einmal umzuändern, um so weniger als für 
die fernere Behandlung dieser Frage die Resultate aus dem Löwenbogen, der 
sich fast über die ganze Verschiebung der Objectivhälften erstreckt, in erster 
Linie massgeblich sein werden. 

Was bei den Ergebnissen aus den Beobachtungen des Löwenbogens etwas 
eigenthümlieh erscheint, ist der Umstand, dass für die grössten Distanzen bei 
6500’ noch einmal eine so erhebliche Depression der Correctionscurve auf die 
negative Seite der Ordinaten vorkommt, während man, sofern diese Correctionen 
ihren Grund in einer besonderen Beobachtungsweise haben, erwarten sollte, dass 
die kleineren Abstände vorzugsweise mit solchen Einflüssen behaftet, die grossen 
dagegen einwandfrei gemessen werden. | 


- 


Dass diese Anomalien nicht von Constructionsfehlern des Instruments, etwa 
von einer Abweichung der Bewegung der Objectivschlitten von dem mit der 
Brennweite des Objectivs beschriebenen Kreiscylinder herrühren können, glaube 
ich bei der früheren Besprechung dieser Angelegenheit (Praesepe Seite 167) 
genügend dargethan zu haben. 


Um von Neuem den Beweis zu liefern, dass die Objectivschieber sich. 
wirklich auf Cylinderflächen bewegen, deren Radius gleich der Brennweite des 
Objectivs ist, habe ich eine Reihe von Focussirungen des Oculars auf den für 
diese Zwecke vorzüglich geeigneten Doppelstern 2941 (« = 6t 31", d = +41°41') 
bei verschiedenen Stellungen der Objectivhälften gegen die optische Axe bis an 
die Grenzen der Beweglichkeit ausgeführt. 

Jede einzelne der hier mitgetheilten Zahlen ist das Mittel aus vier Ein- 
stellungen des Oculars auf den Doppelstern in zwei entgegengesetzten Rich- 
tungen der Bewegung. Die Ablesungen an der Ocularscala sind in Millimetern 
ausgedrückt. ; 


Be 


3 


Focussirungen auf 2 941. 


46) f 7 R 1 

Elch | 1896 Novbr. 26 1896 Novbr. 29 | Nittel 
auf Skale I | Objectiv 1|ObjeetivIL|| Mittel | Objectiv 1} Objeetiv u Mittel | beide Tage 

Sıae %]°79091 21.05 20.98 21.08 | 21.03 21.06 | 91.02 

44 20.88 21.01 20.95 21.01 20.91 20.96 20.96 

74 20.95 20.98 20.97 21.04 21.07 21.06 21.02 

104 20.99 20.94 20.96 21.05 20.98 21.02 20.99 

134 20.94 20.88 20.91 21.13 21.02 21.08 21.00 

164 21.06 20.83 20.95 21.07 21911: 21.09 21.02 

194 20.90 21.04 20.97 21.03 21.02 21.03 21.00 


Das Mittel aus den beiden Objectivhälften entsprechenden Zahlen stimmen 
bis auf wenige hundertel Millimeter mit dem Gesammtmittel 21.00 überein, man 
kann also die Schlittenbewegung als völlig kreisförmig mit der Brennweite als 
Radius betrachten. 

Durch diese Untersuchung wird der Beweis geliefert, dass die bemerkten 
systematischen Unterschiede in den Distanzmessungen nicht von einem Construc- 
tionsfehler des Instruments herrühren, sondern in der Beobachtungsweise ihren 
Grund haben und durch Beobachtungsreihen für jeden einzelnen Beobachter er- 
mittelt werden müssen. Dass Constructionsfehler nicht die Ursache sein können, 
habe ich in der Abhandlung über die Praesepe Astr. Mitthlgg. IV Seite 167 und 
168 schon durch einige Rechnungsbeispiele gezeigt. 

Im Jahre 1897 hat Dr. F. Cohn in Königsberg sich ebenfalls mit den syste- 
matischen Fehlern der Distanzmessungen beschäftigt und darüber einen Aufsatz 
in den Astr. Nachr. Bd. 142 veröffentlicht, worin diese Frage in einer von der 
meinigen verschiedenen Weise behandelt wird. Es werden dort die Unterschiede 


in den Messungen dadurch beseitigt, dass jeder Distanzmessung ohne Rücksicht 


auf die Grösse eine constante Correction ertheilt wird. Eine solche constante 
Correction könnte nur dann in Betracht kommen, wenn die Messungen nur bei 
einseitiger Stellung der Objectivhälften angestellt würden und der Coincidenz- 
punkt der Bilder durch besondere Untersuchungen, wie etwa bei den beim letzten 
Venusdurchgange von belgischen Astronomen benutzten Heliometern, bestimmt 
würde, die entsprechend der scheinbaren Grösse der Sonne und der Venus aus 
zwei ganz verschiedenen Linsen bestanden und daher die Methode, die Messungen‘ 
in zwei symmetrischen Stellungen der Objectivhälften gegen die optische Axe 
auszuführen, nicht befolgt werden konnte. 

Es würde zu weit führen, den Inhalt der Cohn’schen Abhandlung hier ein- 
gehend zu behandeln, sondern es kann darauf nur hingewiesen werden. 

Bisher sind die Beobachtungen im Löwenbogen ohne Rücksicht auf ein 
besonderes mathematisches Bildungsgesetz der Correctionsformel behandelt worden 
und das bis jetzt erhaltene Resultat ist die mit B bezeichnete Tabelle. 

Es ist nun noch der Versuch gemacht worden, der Correction eine bestimmte 
Form zu geben, etwa 

y=pta+re 
DE 
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wo y die Correction, © die Abscisse und p, g, r Constanten bedeuten, die aus 
den Zahlen der Tabelle B abzuleiten sind. Wenn die Correctionscurve durch 
den Nullpunkt gehen, d. h. wenn eine verschwindend kleine Distanz nicht mit 
einer Correction versehen werden soll, die vielleicht grösser ist als der gemessene. 
Betrag selbst (man denke nur an sehr enge Doppelsterne), so würde p = 0 sein, 
aber der Versuch die Beobachtungen des Löwenbogens mit dem Ausdruck 
ge +rx” darzustellen, ist nicht gelungen, da sich dabei eine sehr schlechte Dar- 
stellung besonders der beiden Normalörter (7) und (8) ergab, indem die Beträge 
der absoluten Glieder — 0.29 durch die Correctionsformel 


y = + 0.0000101 d — 0.0000000055 d 


wo d die Distanz in Secunden, nicht verringert wurden, also die Fehler 2,0,29 
übrig blieben. 

Dagegen hat eine Ausgleichung mit der dreigliedrigen Formel eine gute 
Darstellung der Beobachtungen ergeben. Die Bedingungsgleichungen gestalten 
sich in diesem Falle folgendermaassen, wenn & —= 0.001d angesetzt wird: 

Abstand Gewicht 


n 


0 VD +08 —=p+036g4+ 0.13r 

715.0): +021.— 94072941. 052r 
176 @ +08 =p+118g+ 139r 
192 (4) +08 —=-p+41%g-+ 3.9r 
234 08 —01—=p+289g9+ 835r 
3720 (6) —006 = p+3.72g4+13.84r 
5750 ( —029—= p+5.75qg-+ 33.06 r 
78 Bd) —0289 = p+6.7394+45.29r 


Die Gewichte sind nach der Zahl der zu den einzelnen Normalörtern, be- 
nutzten Distanzen angenommen. Es ergeben sich nun die Endgleichungen 


+ 023 — 1 380p-+ 72.92qg-+ 296.74r 
— 906 = 4 72.99%p + 296.769 + 1494.19 r 
— 59.53 = 296.74 p + 1494.19 g + 8375.72 r 


DOowoarRaHrK»eWw 


und daraus 


p = + 0.3109 
q= — 0.1540 
r = + 0.009835 
also der Ausdruck zur Verbesserung der Messungen 
" n al U 1 a 
y= +03 0154. dt 0100935 000 9) 


oder wenn die Distanz d in Secunden selbst eingeführt wird . 


y= + 0.311 — 0.000154 d -- 0.00000000935 d? 
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Bemerkenswerth ist es, dass die Constante 1031 nahe mit der Grösse 


+.0.233 übereinstimmt, welche man nach dem Verfahren von Dr. Cohn als con- 
stante Correction aller Distanzmessungen ohne Rücksicht auf ihre Grösse findet. 

Mit dieser Formel für y erhält man die Correctionstabelle der gemessenen 
Distanzen Tabelle © 


n " 


5 De 4.0.31 4000 — 0.15 
400 40.25 4400 30,18 
800 +0,19 4800 201 
1200 + 0.14 5200 — 0.24 
1600 40.09 5600 — 0.26 
2000 +0,05 6000 — 0,98 
2400 0.00 6400 —.0.29 
2800 —.0.05 6800 — 0.30 
3200 —.0.09 7200 — 0.32 
3600 — 0.12 


In nachfolgender Uebersicht kann man einen Vergleich anstellen zwischen 
der Darstellung der Beobachtungen des Löwenbogens nach der früheren mit B 
bezeichneten graphisch abgeleiteten Tabelle und der Tabelle C nach dem drei- 
gliedrigen Ausdruck y=»+ ge + ra. 


Correction der 23 gemessenen Distanzen 


Nach B Nach C Unterschied C—B 
Correction corrigirt Correction corrigirt 
1 20011 3141.77 —.0.08 3141.80 —.0.03 
2 — 0.08 3955.09 — 0.15 3955.02 + 0.07 
3 — 0.23 5183.56 — 0.24 5183.55 + 0.01 
A- — 0.29 5839.88 — 0.27 5339.90 — 0.02 
5 — 0,30 6226.01 — 0.29 6226.02 0:01 
6 =—.0.30 6543.04 — 0.29 6543.05 — 0.01 
7 093 6913.88 — 0.31 6913.80 + 0.08 
8 + 0.20 813.39 ++ 0.19 813.38 —+ 0.01 
9 —- 0.08 2041.69 —+ 0.05 2041.66 0.03 
10 — 0.09 2698.02 — 0.04 2693.07 =0:0D 
11 8 3084.39 2008 3084.42 — 0.03 
12 — 0.08 3401.01 — 0.11 3400.98 + 0.03 
183 —=0:07: 3772.33 a (Nlay 3772.27 + 0.06 
14 + 0.12 1228.34 + 0.13 1223.35 =.0:01 
15 + 0.08 1834.30 + 0.06 1884.78 + 0.02 
16 + 0.04 2271.01 + 0.02 2270.99 1.0.02 
alrf 0106 2587.79 0102 2587.83 — 0.04 
18 i 0211 2958.97 0:0 2959.01 — 0.04 
19 + 0.22 656.38 + 0.21 656.37 + 0.01 
20 0.14 1042,67 0.16 1042.69 — 0.02 
21 2011 1359.50 0.12 1359.51 — 0.01 
23 + 0.09 1730.61 + 0.08 1730.60 + 0.01 
23 u 0.25 336.22 + 0.26. 386.23 — 0.01 
24 + 0,22 703.04 + 0.20 703.02 + 0.02 
35 Au 0.14 1074.14 + 0.16 1074.16 — 0.02 
26 + 0,24 316.63 + 0.26 316.65 — 0.02 
27 + 0.22 6837.92 - 0.21 637.91 = 0.01 


28 -+ 0.25 371.31 + 0.26 371.32 — 0.01 


Damit erhält man die Summen in den 
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erwähnten 55 verschiedenen Combi- 


nationen zur Berechnung des Abstandes zwischen den beiden Endsternen, sowohl 
für B als für C, sowie die Abweichungen vom Gesammtmittel und die Mittel- 
werthe der Fehler innerhalb der durch Zwischenräume abgetheilten Gruppen 


folgendermaassen : 
B v 
1 6913.88 — 0.21 
2 14.10 + 0.01 
3 14.06 — 0.03 
4 14.17 + 0.08 
5 14.02 — 0.07 
6 13.93 — 0.16 
7 14.35 1.0.26 
8 14.13 + 0.04 
9 14.07 — 0.02 
10 13.93 — 0.16 
11 14.08 — 0.01 
12 14.09 0.00 
13 14.04 — 0.05 
14 14.03 — 0.06 
15 14.02 — 0.07 
16 14.19. 1.0.10 
17 14.08 — 0.01 
18 14.15 0.06 
19 1237... 1.098 
20 14.02 — 0.07 
21 14.23 + 0.14 
22 13.95 — 0.14 
23 14.11 + 0.02 
24 14.10 10.01 
25 14.09 0.00 
26 14.26 EN, 
27 135.98 — 011 
28 14.05 — 0.04 
29 14.27 20.15 
30 13.95 — 0.14 
3l 14.02 — 0.07 
32 1494. 222.016 
33 14.03 — 0.06 
34 14.24 +0.15 
35 14.04 — 0.05 
36 14.08 — 0.01 
37 14.29 0.20 
38 14.04 — 0.05 
39 14.02 — 0.07 
40 14.09 0.00 
41 14.31 + 0.22 
42 13.98 — 0.11 
48 Mao 010 
Be 14.07 — 0.02 
45 13.95 — 0.14 
46 13.95 — 0.14 
47 14.16 + 0.07 
48 14.05 — 0.04 


49 14,10. 220001 


Mittel 


==.0.01 


0.00 


+ 0.02 


— 0.01 


C 
6913.91 


14.07 
14.03 
14.15 
14.06 
15.93 
14.37 


14.19 
14.06 
14.03 
14.13 
14.10 
13.97 
13.96 
13.92 
14.17 
14.08 
14.15 
14.38 
14.06 
14.24 
15.99 


14.13 
14.12 
14.08 
14.33 
13.99 
14.06 
14.29 
13.90 
13.97 
14.20 
13.94 
14.14 
13.98 
14.06 
14.26 
14.10 


14.06 
14.13 
14.56 
13.97 
14.17 
14.12 
14.07 
13.88 
14.08 
14.00 
14.12 


Mittel Zahl der Abstände 
l 


+ 0.01 2 
+0.01 3 
+ 0.01 4 

0.00 5 
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B ® Mittel C v Mittel Zahl der Abstände 

50 6914.02 —.0.07 6914.04 —.0.05 

51 14.23 4.0.14 14.24 40.15 

52 14.11 1.0.02 — 0.02 14.19 1.0.10 0.00 6 

53 14.00 —.0.09 14.03 —.0.06 

54 13.97 22012 13.94 0:15 

55 14.04 —0.05 14.10 + 0.01 7 

Mittel 6914.09 6914.09 


Mittelwerte as wie Oben 


22 
Nr. B & 
97 001 22.001 
822 0.00 0.01 
23—38 1.0.02 0.01 
39—49 2.0.01 0.00 
50—54 — 0.02 0.00 


> ; i { 
Aus den Werthen er ersieht man, dass die Darstellung der Gleichungen 


nach beiden Verfahren nämlich durch die Curve B und nach dem Ausdruck 
y=p-+gc+rx” gleich günstig ist; da aber die erstere den Vorzug besitzt, 
dass die Curve durch die beiden Abscissenpunkte O0 und 7200 hindurchgeht und 
dass daher einer bei Null belegenen Abstandsmessung auch die Correction Null 


zufällt, während nach dem Ausdruck C dafür die Correetion +.0.31 entsteht, so 
kann es wohl keinem Zweifel unterliegen, dass man sich der ersteren Corrections- 
tabelle bedienen wird. 


Freilich wird der Werth der auf diese Weise erhaltenen Correctionen 
wieder durch den Umstand abgeschwächt, dass die grösste gemessene Distanz, 
nämlich die unmittelbare Messung zwischen den Endsternen 1 und 3 dadurch 


eine unerwartet grosse Verbesserung von — 0.23 erhält, aber dieser Umstand 
kann auf die Entscheidung zwischen den Tabellen B und C nicht von Einfluss 
sein, weil nach C die Correction von ähnlichem Betrage und sogar noch etwas 


grösser ausfällt, nämlich 0,31. Wenn nun auch durch die Correctionstabelle B 
ein grosser Theil der inneren Widersprüche der Distanzmessungen beseitigt ist, 
so bleiben aus dem erwähnten Grunde doch noch Zweifel übrig. So lange nicht 
weitere Aufklärungen über diese räthselhafte Angelegenheit vorhanden sind, 
sind die Distanzmessungen wohl nach der Tabelle B zu verbessern. 
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Verbesserungs-Tabelle B nach der früheren Form I und der 
berichtigten Form II. 


I u I II 
0.00 0.00 3700 + 0.08 0:07 
100 + 0.17 20:15 3800 1.0.03 —.0.07 
200 1021 1.0.22 3900 + 0.08 007 
300 1.0.22 1 094 4000 1.0.08 -— 0.08 
400 1.0.23 1.0.25 4100 1.0.03 —.0.08 
500 1.0.23 1.0.25 4200 + 0.03 u) 
600 1.0.22 + 0.28 4300 + 0.02 20:19 
700 + 0.20 + 0.22 4400 10.02 043 
800 10.17 10.9 4500 0.02 0 
900 10.15 0.18 4600 + 0.01 016 
1000 12.013 1.0.15 4700 0.00 — 017 
1100 0.12 +0.13 4800 0.00 NE 
1200 20 +0.12 4900 0:01 —. 0.20 
1300 2014 1.0.12 5000 — 0.02 —0.22 
1400 + 0.10 E01 5100 — 0.08 —. 0.22 
1500 1.0.10 0.10 5200 —. 0.04 —.0.23 
1600 0.10 + 0.10 5300 2.0.05 — 0.25 
1700 0 + 0.09 5400 20,06 1.0.96 
1800 0.12 + 0.08 5500 —0.07 —0.27 
1900 1012 0.08 5600 — 0.08 —0.27 
2000 10.12 1.0.08 5700 N) — 0.28 
2100 0 1.0.07 5800 2049 —.0.29 
2200 + 0.09 0.05 5900 I 043 2.099: 
9300 0.08 10.03 6000 15 0:80 
2400 + 0.07 0.00 6100 017 — 0.30 
2500 + 0.04 = 0,04 6200 A) os 
2600 0.00 —.0.07 6300 — 0.21 — 081 
2700 —.0.08 — 0.09 6400 —0.22 al 
2800 270.05 011 6500 —0.23 — 0.30 
2900 10.05 —. 0.12 6600 — 0.3 —. 0.30 
3000 0.05 04] 6700 —0.25 — 0.28 
3100 — 0.05 20] 6800 — 0.24 — 0.27 
3200 —0.04 0,10 6900 —.0.23 — 0.23 
3300 0,000 7000 019 —0.17 
3400 0.00 —. 0.08 7100 7.0.18 — 0.10 
3500 0.02 —.0.07 7200 0.00 0.00 
3600 0.08 —.0.07 


Die neue Curve II hat.der älteren I gegenüber den Vorzug, dass die kleine 
Anschwellung bei 4000 einem gleichmässigeren Verlaufe Platz gemacht hat. 


Um weitere Aufklärung über das Vorhandensein solcher systematischer 
Correcetionen bei anderen Beobachtern und für andere Heliometer zu erhalten, 
habe ich vor einigen Jahren eine Aufforderung zur Betheiligung an den 
Messungen des Löwenbogens ergehen lassen. Indem ich mir vorbehalte auf 
diesen Gegenstand noch wieder zurückzukommen, wenn das gesammte Beob- 
achtungsmaterial vorhanden ist, stelle ich hier die bis jetzt bekannt gemachten 
Beobachtungen in Göttingen und Leipzig zusammen, und zwar sind die Distanzen 
der Grösse nach geordnet, und wie bisher auf die Verbindungslinie der End- 
sterne projieirt. 
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Abstand Sterne Schur Ambronn Peter SM PS, P=A 
(A. N. 3399) (A. N. 3460) (A. N. 3584) 


316.39 316.70 316.57 081 


XXVI 6,072 + 0.18 

XXVIH 08 371.06 370.98 371.23 +0.08 +0.17 -+0.25 
XXI 5 6 385.97 386.05 386.17 —0.06 +0.20 + 0.14 
XIX 45 656.16 656.45 656.31 —0.293 +015 —0.14 
XXVI 6 8 687.70 687.86 687.74 —0.16 +0.04 — 0.12 
XXIV HT, 702.82 702.94 702.94 —0.12 + 0.12 0.00 
vu 2 3 813.19 813.21 813.26 — 0.02 -+0.07 -+0.05 
X 4 6 1042.53 1042.58 1042.56 — 0.05 +0.03.— 0.02 
XXV 5 8 1074.00 1073.77 1073.97 +0.23 —0.03 + 0.20 
XIV 3 4 1228.22 1228.35 1228.37 —0.13 +015 + 0.02 
XXI 4 7 1359.39 1359.33 1559.36 + 0.06 -— 0.03 + 0.05 
AXII 4 8 1730.52 1730.80 1730.37 —028 —0.15 — 0.43 
XV 3.5 1834.72 1584.79 1884.76 — 0.07 40.04 —0.03 
IX 8 4 2041.61 2041.83 2041.75 — 0.22 +0,14 —0.08 
xXVI 36 2271.01 2271.08 2271.16 — 0.07 +0.15 + 0.08 
XVl 3 7 - 2587.85 2588.12 2587.75 — 0.27 —0.10 — 0.37 
X 225, 2698.11 2698.50 2698.20 — 0.39 + 0.09 —0.30 
XVII 38 2959.08 2959.04 2959.03 +0.04 —0.05 — 0.01 
XI DEEG 3084.50 3084.21 3084.36 +029 —0.14 -+0.15 
I 1232 3141.88 3142.16 3142.02 —0.23 +0.14 — 0.14 
Xu 27 3401.09 3401.17 3401.13 —0.08 +0.04 —0.04 
XI 2 8 3772.40 3772.66 3771.92 —0.26 —0.48 — 0.74 
IL 1273 3955.17 3955.45 3955.03 —0.28 —0.14 —0.42 
II 4 5183.79 5184.38 5183.68 — 0,59 —0.11 —0.70 
IV 16) 5840.17 5840.58 5840.03 — 0.41 —0.14 —0.55 
V 1.6 6226.31 6226.46 6226.32 —0.15 +001 —0.14 
VI 1 6543.34 6543.23 6543.00 +011 —0.34 — 0.23 


vo ers 6914.11 6914.67 6913.99 —056 —0.12 — 0.68 


Aus ‘den Untersuchungen, die Dr. Peter über seine Messungen angestellt 
hat (Siehe Astr. Nachr. Nr. 3534) geht hervor, dass dieselben frei von syste- 
matischen Fehlern sind, und ich habe mich durch eigenes Nachrechnen davon 
überzeugt, dass die Oben erwähnten 55 Summen nahezu dieselben Beträge geben. 
Im Vergleich damit geben die Göttinger Messungen nebenstehende Verbesserungen 
P—S und P—A. 

Vereinigt man die Einzelwerthe wieder nach Gruppen, so erhält man 


Mittl. Abstand 8— 4A Correction für $ Correction für A 

(0) [0 

(1) 360 glg 1.0.18 4.0.09 
(2) 715 — 0.15 + 0.10 — 0.05 
(3) 1176 + 0.03 + 0.03 —+0.06 
(4) 1982 — 0.16 + 0.05 — 0.12 
(5) 2394 — 0.12 — 0.01 — 0.13 
6). 3720 2001 2.0.19 10,40 
(7) 5750 — 0.38 — 0.08 — 0.46 
(8) 6728 — 0.23 — 0.23 — 0.46 

0 7200 


3 ne | 
Abhndlen. d. K. Ges. d, Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N; F, Band 1,4. 6 
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Für meine Distanzmessungen hat man also die Verbesserungen 


Mittl. Abstand nach eigenen Messungen im Vergleich mit Peter Unterschied 

(a) (b) (a)— (b) 

360° 4.0.25 1.0.18 4 0.07 

715 + 0.21 1.0.10 21.0.1 
1176 + 0.13 + 0.03 ar a) 
1982 10.07 + 0.05 1.0.02 
2894 — 0.11 — 0.01 — 0.10 
3720 — 0.06 — 0.19 + 0.13 
5750 — 0.29 — 0.08 —. 0.21 
6728 — 0.29 — 0.25 — 0.06 


Aus dem Unterschied (a)—(b) geht hervor, dass die von mir angewandte 
Verbesserungs-Curve im Wesentlichen bestätigt wird, wenn auch die Darstellung 
nicht durchweg befriedigend ist. 

Ein weiteres Eingehen auf diese Angelegenheit muss einstweilen noch hin- 
ausgeschoben werden, bis das Ergebniss der noch in Aussicht stehenden ander- 
weitigen Messungen in Bamberg und Wien usw. vorliegt. 


Abänderung des bisher für das Repsold’sche Heliometer angenommenen 
Werthes eines Theiles der Objeetivscalen, wenn die aus den Beobachtungen 
des Löwenbogens hervorgehenden systematischen Correetionen der Distanz- 
messungen berücksichtigt werden. 


Der Zahlenwerth zur Verwandlung der Ablesungen der Objectivscalen in 
Bogensecunden beruht auf Beobachtungen des Cygnus- und Hydrakreises, des 
Polbogens und der Standard stars for Vietoria. Dabei wurde der Verwandlungs- 
logarithmus als constant über die ganze Ausdehnung der Öbjectivverschiebung 
angenommen. 

Bringt man jedoch die aus den Beobachtungen des Löwenbogens folgenden 
systematischen Correctionen nach der Tabelle B II (Seite 40) in Rechnung, so 
erfahren die auf Seite 66—91 der Praesepe-Abhandlung für meine Messungen 
angestellten Rechnungen nachstehende Abänderungen, wenn 0.01 x des Scalen- 


werthes 40.01658 ist. (Vergl. IV 8. 82). 
1) Cygnuskreis. 


Meridiankreis Heliometer n=M—H v, %, %—% 

1 236492 2364.97 + 0.01 | — 0.06 = + 0598 + 0.35y| — 0.02 —0.10 + 0.08 
2 1915.27 1915.21 -+ 0.08 | — 0.02 0.48 0.23 | #002 —0.05 -+.0.07 
3 2198.74 2198.68 + 0.05 | + 0.01 0.55, , 0.30 1.-4.0.05 0.082 -720.08 
4 1866.24 1866.05 + 0.08 | + 0.11 047 022° |.7.015 0.08 22.007 
5 2262.62 2262.83 + 0.04 | — 0.25 0.570 083 1.20.21. =.0.092 23008 
6: 497950 : 4279.65 20.11 | — 0.04 107. © 1.14 | 007  .0.195, 3005 
7 4083.02 4083.08 — 0.08 | + 0.02 1.02. ° 1.04 0.00 —0.05 -+0.05 
8 4064.78 4064.62 — 0.08 | + 0.24 1.02. . 1.04 | +0.22 ° 1.0.17 7.0.05 
9 419244 4122.64 — 0.08 | — 0.12 1.03. 1.06. 17-2094 0.19 180.05 
10 6441.07 6441.28 — 0.31 | + 0.15 1.61. 259° 1 007° 004 0 
11 5937.79 5987.73 — 0.29 | + 0.30 1.48: .219 | 70.15 -1.0.19.° 004 
12 631653 6316.67 — 0831| #017 158 250 | —004 4006 —0.10 
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Endgleichungen: 
10.92 —= +12.98x + 16.57 y 
+1.49 = + 16.57 x + 22.75 y 


2 =. —0.196-#10.093 
y = +0.201 # 0.070 
Summe der Fehlerquadrate [v,v,] = 0.1718 
. Mittlerer Fehler einer Gleichung = + 0.131 
und man erhält den Ausdruck für die Verwandlung in Bogensecunden 
A = 40.014725 + 0.0000201 s? 
w.F. + 0.00093 + 0.0000070 
Dagegen erhält man ohne Anwendung eines quadratischen Gliedes 
z = 10.071 + 0.025 
Summe der Fehlerquadrate w,v,]| = 0.2271 


Mittlerer Fehler einer Gleichung = + 0.144 
und die Verwandlung in Bogensecunden 


A —= 40.017295 + 0.00025 
2) Hydrakreis. 


Meridiankreis Heliometer n © ©, 


1 : 2399.24 2399.47 + 0.00 | —0.23 = + 0.602 +0.36y | — 0.34 — 0.21 
29202118.52 | .2118.27.°°1270.07:| 4.0.18 0.538 : 0.28° | +0.07 + 0.20 
3 2197.56 2197.84 0.05 | — 0.33 0.55 0.30 — 0.44 —0.31 
4 8101.17 3100.88 — 0.11 | + 0.40 0.77 0.59 + 0.29 +0.43 
5 1905.67 1905.80 0.08 | — 0.21 0.48 0.23 — 0.32 —.0.19 
6 4483.56 4483.79 —0.14 | — 0.09 112, 91,25 je 0.13.7005 
7 4312.26 4312.36 — 0.12 | + 0.02 1.08 1.17 — 0.03 + 0.06 
8 9269.34 5269.34 — 0.24 | + 0.24 1.32 1.74 + 0.27 + 0.28 
9 4904.60 4904.40 — 0.20 | -+ 0.40 1.23 151. |-2.040,° -2.0.44 
10 6679.48 6680.25 — 0.28 | — 0.49 1.67 2.79 — 0.27 —.0.43 
11 7099.78 7100.15 — 0.10 | — 0.27 1.02 3.13 +001 —0.21 
Endgleichungen: 


—048 — + 13.352 + 18.12 
—122 = + 18.12 2x + 26.49 y 
© = + 0.366 # 0.197 
y= — (0.29% # 0.149 
Summe der Fehlerquadrate [v,v,] = 0.8243 
Mittlerer Fehler einer Gleichung — + 0.303 
Ausdruck für die Verwandlung in Bogensecunden 
4 = 40.02024 s — 0.0000296 5? 
+ .0.00197 = 0.0000149 
6* 
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Dagegen erhält man ohne Anwendung eines quadratischen Gliedes 


x = — 0.036 + 0.062 
Mittlerer Fehler einer Gleichung —= + 0.337 
Summe der Fehlerquadrate [v,v,] = 0.9083 


und die Verwandlung in Bogensecunden 
4 = 40.01622 s + 0.00062 
3) Polbogen. 1891.37 (Vergl. IV S. 89) 


Messung 169.4381 
syst. Corr. — 0.0067 i 
169.4314 = 6780.04 (Rechenfehler verbessert) 


4 — 40.01644 


4) Standard stars for Vietoria. 
Messung 161.3420 
syst. Corr. — 0.0075 - 
161.3345 — 6456.50 (Vergl. IV S. 89) 


Man hat also, wenn man von der Anwendung eines quadratischen Gliedes ab- 
sieht, den für meine Beobachtungen anzuwendenden Scalenwerth: 


Cygnuskreis 40.01729 
Hydrakreis 40.01622 
Polbogen 40.01644 
Standard stars 40.01934 


und wenn man wieder das einfache Mittel aus diesen vier Bestimmungen nimmt 
so ist 


der Werth eines Scalentheils 40.01732 log; 1.602248 


Es unterliegt keinem Zweifel, dass von diesen vier Werthen der erste, aus dem 
Cygnuskreis hergeleitete der zuverlässigste ist, denn die Zahl der verwandten 
Heliometerbeobachtungen ist hier bei Weitem am grössten ebenso wie die Zahl 
der Meridianbeobachtungen, die Sterne stehen gegenüber dem Hydrakreise hoch 
am Himmel und lassen sich aus diesem Grunde genauer beobachten und die 
Folge ist ein viel besserer Anschluss der Meridian- und Heliometer-Beobachtungen 
und erhebliche geringere wahrscheinliche Fehler in den Coefficienten. Der Oben 


angenommene Mittelwerth 40.01732 würde daher schon durch die Cygnusbeob- 
achtungen allein genügend bestätigt werden. 
Die Annahme in der Praesepe-Abhandlung war 


40.01605 log 1.602234 
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Der Unterschied von 0.00127 im Scealenwerth bringt für die grösste über- 
haupt messbare Distanz von 180 Scalentheilen oder 7200 Secunden nur eine Ver- 


grösserung von 0.23 hervor, die aber bei Benutzung der Correctionstabelle B 
bei grossen Distanzen wieder um einen ähnlichen Betrag aufgehoben wird. 

Es ist noch zu untersuchen, welche Aenderungen die Einführung der aus 
dem Löwenbogen abgeleiteten systematischen Correetionen und der soeben abge- 
leiteten Verbesserung des früher angenommenen Scalenwerthes auf die Dimen- 
sionen des grossen Vierecks ausübt, welches der Triangulation der Praesepe- 
gruppe zu Grunde liegt. 

In nachfolgender Tabelle sind die beiden Diagonalen und die vier Seitenlinien 
des Vierecks mit den systematischen Correctionen nach Tabelle B II und die 


obige Verbesserung des Scalenwerthes, nämlich + 0.00127 berechnet (Vrgl. 
Praesepe S. 151). 


Sterne Syst. Corr. Corr. für Scalenwerth Summe 
s 

23.41 118.3317 — 4735.17 017 4.0.16 a 2001 
21.36 105.2992 4213.67 — 0.10 + 0.13 + 0.03 
23.21 74.3940 2996.96 — 0.11 + 0.10 — 0.01 
21.41 81.7597 8271.70 — 0.09 +0.11 + 0.02 
41.36 74.1477 2967.09 — 0.11 —+ 0.10 —.0.01 
36.23 85.5081 3421.70 — 0.08 +0.11 + 0.03 


also im Ganzen für 21606.29 eine Correction von +0.05 oder für die beiden 


Diagonalen 10.01. Die Lage der von der Mitte der Gruppe am weitesten ent- 
fernten Sterne würde also dadurch nur verschwindend kleine Veränderungen 
erleiden, und es ist daher das Resultat der Praesepe-Triangulation als das end- 
gültige zu betrachten, so weit die Dimensionen in Betracht kommen und in An- 
betracht der riesigen auf die Ausgleichung verwandten Zeit würde es sich auch 
nicht verlohnen nachträglich noch die neuen systematischen Fehler aus dem 
Löwenbogen an Stelle der früher angewandten zu setzen. 

In Zukunft werde ich mich wie bemerkt der neuen Verbesserungstabelle BII 
dieser Abhandlung (Seite 40) und des obigen Scalenwerthes bedienen, so lange 
nicht die Behandlung der systematischen Correction einer begründeten Aenderung 


bedarf. 
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Reduetion der Positionswinkel-Messungen. 


Aufstellungsfsfehler des Aequatoreals. Gleichungen für 
Collimationsfehler des Fernrohrs (©, Neigung der Axe is und 


Biegung der Declinationsaxe a. 


In den Astronom. Mitthlgg. IV Seite 97 findet man die Gleichungen zur 
Bestimmung dieser Grössen für den Zeitraum 1890 Febr. 12 bis 1892 März 21. 
Die seitdem noch hinzugekommenen. Gleichungen sind die nachfolgenden 


24. 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
3l 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44: 
45 
46 
47 
48 
49 


Nach der M.d. kl. Qar. 


1895 


1394 


1895 
1896 


1897 


1898 


1899 


-ı 92.044 
52,394 


und daraus 


Collimationsfehler des Fernrohrs C 
Biegung der Declinationsaxe 


Neigung der Declinationsaxe 


Apr. 


28 


3 
ö Virg. — 2.60 = C  —0.070i, — 0.997 & 08 @ 
«& Urs. min. U. — 4.12 C -—-1.000 + 0.022 
«& Urs. min. ©. — 3.67 C - —1.000 —0.022 
67 Ceti — 2:00 C _ -+0120 —.0.993 
ö Urs. min. 0. —4.13 GC. —.0.998. — 0.059 
9 Serp — 2.70 em: —0.071 —.0.997 
& Urs, mn. 0. — 423 EC" 1.0007 3 — 0.022 
67 Ceti — 1.90 C -+0.120 — 0.993 
& Urs. min. U. —401 ©: =1.000.% 0.022 
« Virg. — 2.75 O:.: —.0:.036 - — 0.999 
& Urs. min. 0. — 5.64 @- —=1.000. 2° 10.022 
&? Ceti — 9.57 ©: 2 =— 0.1392 0:990 
ö Urs. min 0. —441 C . — 0.998: — 0.059 
9 Serp. pr. — 2.39 © .0. — 0.071 °-—.:0.997 
& Urs. min. 0. — 1423 EC: — 1.0007 —.0:022 
«& Arietis — 4.08 220.390. s—0:921 
«& Urs. min. U. — 445 C.2=— 1.000298 140:022 
& Serp — 5.10 C —0.0884  —0.996 
4 Urs. min. U... — 3.33 C  —1.000  -+ 0.018 
Glasgow 713 — 3.65 C,.==.0.160. 22-:0:987 
n Serp. a) C -+0051 —0.999 
51 Ceph. U. — 5.87 C —0.999 + 0.048 
OxUrsamm®al. 2:93 C. 0.998357 210:059 
% Can. ma). — 0.90 EC + 0.206. -- 0.978 
ß Herc. —.3.12 020 20:.340572230:929 
s Urs. min. 0. — 4.56 @72=10,99197290138 


ergeben sich aus diesen Gleichungen die Endgleichungen 


Ss 
— 150.17 = +49.000 0 — 24.3515, — 20.242 &cosg u 
24.351 22.136 
— 20.242 + 0550 220.560 


gegen die Stundenaxe 


& 


D 


+ 0.550 


ae or 

+ 0.866 

i — asinp = + 0.944 — 0.834 
0110 


Setzt man diese Grössen wieder in die einzelnen Gleichungen ein, so ergiebt 
sich der übrigbleibende Fehler für einen Stern, auf den grössten Kreis redueirt, 
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im Mittel zu 0.26 und da eine Gleichung immer aus den Einstellungen des Fern- 
rohrs auf einen Stern in vier verschiedenen Lagen, nämlich bei Axe voran und 
Axe folgt und Drehung des Fernrohrs um seine Axe um 180 Grad hervorgeht, 
so ist der Beobachtungsfehler bei einer einzelnen Einstellung auf den Himmel 
mit Einschluss der aus den Schlotterungen der Axen hervorgehenden Schwankungen 


s 
auf 0.5 zu veranschlagen. 


Gleichungen für die Abweichungen x und y der Stundenaxe vom Pol in der 
Ebene des Meridians und für die Biegung des Fernrohrs bei horizontaler Lage. 


In IV Seite 98 finden sich diese Gleichungen von 1889 August 18 bis 1892 
März 21 und es hatte sich bis dahin herausgestellt, dass die Neigung der 
Stundenaxe gegen den Horizont sich in den ersten Jahren allmählig etwas ge- 
ändert hatte, weil die bei dem Umbau der Sternwarte im Jahre 1888 zur Ver- 
stärkung des Gewölbes aufgetragene Betonschicht ihr Gefüge offenbar noch etwas 
änderte. (Siehe Zeichnung des Mittelbaues der Sternwarte in Astr. Mittheilgg. 
5. Theil.) | 

Ueber die Aufstellung des Instruments ergiebt sich in dieser Beziehung 
jetzt eine Uebersicht über einen Zeitraum von mehr als zehn Jahren, nämlich 


1 1889 Aug. 18 A Urs. min. 0.0. —057= +1002 + 0618 
2 «@ Cyeni — 0.34 + 1.00 — 0.12 
3 ö Capr. — 0.14 — 1.00 — 0.93 
4 Oct. 16 6 Piscium — 0.28 + 1.00 — 0.70 
5 & Urs. min. 0.C. —055 -1.00 -+0.60 
6 1890 Febr. 12 Can. min. — 0.11 —+ 1.00 — 0.68 
7 A Urs. min. U.C. —0.43 + 1.00 + 0.64 
8 Mai 216 'e Urs. min. U.C. | —.0.34 + 1.00 + 0.64 
9 z Virg. 0187, 251000222 0.76 
10 Noy. 16 « Urs. min. 0.0. —0.88 -+ 1.00 - 0.60 
11 67 Ceti + 0.04 —+ 1.00 — 0.85 
12° 1891 Apr. 25 °ö Virg. + 0.08 —+ 1.00 — 0.74 
13 %, Urs. min, 0.6, 0.32 + 1.00 0.64 
14 6 Persei —0.37. 1.00 + 0.98 
15 y Scorpüi 20.3082. 1.004, 0.97 
16 Dec. 21 Urs. maj. U.C. — 0.09 + 1.00 + 0.95 
17 & Urs. min, 0.C. +0.11 + 1.00 -- 0.60 
18 & Ceti + 0.35 + 1.00 — 0.69 
19 12 Eridani -+ 0.37 + 1.00 10:99 
20 Dec. 23  B Drac. U.C 0.13 + 1.00 40.97 
21 ö Urs. min. U.C. —0.17 + 1.00 + 0.67 
22 &? Can. ma). — 0.18 + 1.00 — 0.96 
23 E Gem. + 0.27 + 1.00 —.0.51 
24 1892 März 21 A Urs. min. UT.C. — 0.06 + 1.00 + 0.64 
25 ß Cancri + 0.33 + 1.00 — 0.67 
26 1893 Apr. 27 © Virg. + 0.56 + 1.00 — 0.74 
27 © Urssmin, U 1013. 14.100... -+064 
23 Dec.. 18 « Urs: min. , ©. +024 .-+1.00 .. + 0.60 
29 67 Ceti + 0.41 +1.00 — 0.85 
30 1894 Juni 29 6 Urs. min. O0. + 0.10 + 1.00 + 0.57 
al 9 Serp + 0.60 + 1.00 — 0.74 
32 Dec. 12 «Urs. min O + 0.16 -+- 1.00 + 0.60 
33 67 'Ceti os 7 1.00 0,85 
34 1895 Mai 30 «Ur. mm. U + 0.21 + 1.00 + 0.64 
35 7 Virg + 0.59 -- 1.00 — 0.76 
36, 1 1896. Jan. 105, Urs; min. 0. 021 + 1.00 + 0.60 
37 & Ceti + 0.80 + 1.00 — 0.69 
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35 1896 Juli 21 ö Urs. min. ©. +018 = +1.00& + 0.57 ß 
39 9 Serp. 20:51. 8100.49 1074 
40 1897. Jan. 906 «@ Urs. min. 0. + 0.17 + 1.00 + 0.60 
41 «& Arietis + 1.00 + 1.00 10538 
42 Mai 29 «& Urs. min. U. -+ 0.20 + 1.00 + 0.64 
43 & Serp. -+ 0.59 1.00 — 0.73 
44 1898 März 11 A Urs. min. U. + 0.14 + 1.00 + 0.64 
45 Glasgow +0,73 + 1.00 — 10107, 
46° Juli 14 n Serp. + 0.60 +- 1.00 — 0.81 
47 51°Ceph. U... .-2.034 . 1. 1.00.7 025.066 
48 1899 Febr. 4 ö) Urs.”min. U. + 0.29 - 1.00 + 0.67 
49 ® Can. + 0.69 1.00 — 0,89 
50 Juni 28 B-Herc. +0.41 — 1.00 — 0.50 
51 & Urs. min. O. + 0.20 + 1.00 + 0.51 


Da x offenbar mit der Zeit veränderlich war, so kann es nicht nach der M. d. 
kl. Qdr. als Constante aus den Gleichungen abgeleitet werden, sondern es ist 
auf die Veränderlichkeit Rücksicht zu nehmen. Zu diesem Zwecke ist für die 
Grösse © für die einzelnen Beobachtungstage ein angenährter Mittelwerth von 
den absoluten Gliedern » zur Linken in Abrechnung gebracht worden. Die auf 
diese Weise übrigbleibenden Wertbe n—x bilden dann die n Glieder der 
Gleichungen zur Bestimmung der Biegung Pß. 
Man erhält auf diese Weise die Endgleichung 


698 — 123.896 ß 


oder PB=— 0.27 
Zieht man noch die bei den Aufstellungsbeobachtungen ausgeführten Durchgänge 
der Sterne durch den Meridian des Instruments hinzu, die eine Bestimmung für 
die Abweichung y der Stundenaxe vom Pol senkrecht zum Meridian geben, so 
erhält man nachfolgende Uebersicht über die Abweichung der Stundenaxe vom Pol: 


% 7 
188382 0ct+ 19,12. 2.12:0 — 5.6 
8 Mai 13 —43 — 1.56 
Tun m 290 417 Angenommene Mittelwerthe 
a 
Juni. 13.) =.0.40.2 21.07 4 
Aug. 18 °—039 —123 1889 Juni 13 — Aug. 18 —0.43 — 115 
Oct. 16 —0.45 Aug. 18 — Oct. 16 — 041 —1.23 
90 Febr. 2 —028 —133 Oct. 17— 1890 Febr. 12 —.0.3 — 1.28. 
Mai 16 —028  —1.40 90 Febr. 12 — Mai 16 —0.28 —1.37 
Nov. 16 :—021 --1.24 Mai 16 — Nov. 16 — 0.25 —1.32 
91 Apr. 25 —0.08 —1.42 Nov. 16— 91 Apr. 25 — 0.15 —1.33 
Dec. 22° 0.071.535 91. Apr. 25 — Dec. 22 0.00 — 1.58 
9% März 21 4014 —1.38 Dec. 22 — 92 März 22 -+010 —138 
93. Apr. 27. 2 0,84). 2-1.40 92 März 21— 93 Apr. 27: +02%4 1539 
Dec. 18: + 0.29, — 1.27 93 Apr. 27 — Dec. 18 + 032  — 1.34 
9 Juni 293 +033  —1.27 Dee! 184- » 94 Juni: 29 +031 —1.27 
Dee. 1271.2,0.33/%. 1,43 9 Juni 29 — Dec. 12 0:39 139 
9 Mai 30 -+039 —1.45 Dec. 12— 95 Mai 30 +036 —1.44 
9 Jan. 10 °+050 —123 9 Mai 50— 96 Jan. 14 +045 —1.54 
Juli 21. =E 0,88),12.1.49 96 Jan. 14 Juli 21 ° 1.049 se 
97 Jan. 6 #062  — 1.67 Juli 21— 97 Jan. 6 4048 — 1,58 
Mai 29 =£ 0.59 1:40 97. Jan. °6— Mai 29 +051 — 154 
98 März 11 #043 —1.49 Mai 29— 98 März 11 +04 —18S 
Juli 14 +045 —1.55 98 März 11 — Juli 14 +04 —1.42 
99 Febr. 4 +047 — 1.40 Juli 14— 99 Febr. 4 1046 —-1.38 
Juni 28: +0.30 .—1.37 99 Febr. 4— Juni 28 +039 —13 
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Für einen Zeitraum innerhalb zweier Bestimmungen der Instrumentalfehler 
ist ein Mittelwerth aus den beiden einschliessenden Werthen zur Reduction der 
Positionswinkel angenommen worden. 


Um eine Vorstellung von der Bedeutung der Grösse x zu erhalten ist zu 
bemerken, dass die Höhe des gleichseitigen Dreiecks zwischen den Endpunkten 
des Dreifusses auf welchem das Heliometer steht 1,25 Meter beträgt, und dass 
daher 1’ Aenderung in x einer Höhenänderung des Südpunktes um 0,36 Milli- 
meter entspricht. Im Laufe von zehn Jahren hat nach obiger Zusammenstellung 
das Südende des Dreifusses gegen die Verbindungslinie der beiden anderen Eck- 
punkte sich nahezu um diesen Betrag gehoben und von 1895 ab scheint Ruhe 
eingetreten zu sein. In der Richtung senkrecht zum Meridian dagegen ist nur 
eine ganz geringe Drehung angedeutet. 


Es lässt sich aus der Uebersicht wohl der Schluss ziehen, dass man für 
die Zwischenzeiten die für die Reduction der Positionswinkel erforderlichen Auf- 
stellungsfehler völlig sicher den Mittelwerthen je zweier aufeinanderfolgenden 
Bestimmungen entnehmen kann, wie in der obigen zur Rechten stehenden Tabelle. 


Indexfehiler des Positionskreises, 


Der Indexfehler des Positionskreises wurde durch Messung des Positions- 
winkels zwischen Sternen von bekannten aus Meridianbeobachtungen abgeleiteten 
Oertern und zu Anfang auch wohl durch Einstellung des Fernrohrs auf das 
Fadenkreuz eines im Norden vom Heliometer aufgestellten horizontalen Colli- 
mators bei auseinandergeschraubten Objectivhälften bestimmt. Da jedoch diese 
Collimatorbeobachtungen wie schon früher bemerkt, den Indexfehler nur in einer 
Lage geben, die bei den Beobachtungen am Himmel selbst garnicht vorkommt 
und die Genauigkeit der Bestimmung durch Sternbeobachtungen erheblich 
grösser ist, sofern nur die Sternörter genügend bekannt sind, so ist der Index- 
fehler schon seit längeren Jahren ausschliesslich auf letztere Weise von mir 
bestimmt worden. 


In den Astr. Mitthlgg. IV. Seite 101 findet man den Indexfehler bestimmt 
durch Messungen der beiden Linien cf und ad des bekannten Hydrakreises im 
Jahre 1892 und ferner durch die beiden „Standard stars for Victoria“ in den 
Jahren 1889 und 1890. Die Standard stars sind später nicht regelmässig 
beobachtet worden, dagegen die beiden langen Linien in der Hydra noch zu 
wiederholten Malen in den Jahren 1897 und 1899. Da bei den älteren Messungen 
nachträglich in der Annahme der Aufstellungsfehler noch kleine Aenderungen 
vorgenommen sind, so werden hier alle Beobachtungen von Anfang an noch 
einmal zusammengestellt. 


Abhndlgn. d. K. Ges. d, Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band 1,4. 7 
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Positionswinkel von Hydra ef. 


Tag Stern- | Stunden- | Axe |Bar. Th.] Messung A J Rfr. | Aberr. | Posit.-Kreis | Mittel 
zeit | winkel Jahres-Anf. 
h m h m mm o o ‚ ’ r r D 0 D D 
1892 Febr. 21|8 8.4|—0 13 f |740 + 0.1159 52.65 | + 1.29| — 1.12 | + 0.40 | — 0.04 | 159 53.18 | 53.37 
Ss 5314| +0 10 339 52.92 | + 1.31 | — 1.12 | + 0.49 | — 0.04 53.56 
8 544/033 v 339 50.28 | + 1.50 | + 1.12 | + 0.58 | — 0.04 53.24 | 53.37 
9 11.9) +051 159 50.48 | + 1.29 | + 1.12. | + 0.65 | — 0.04 53.50 
März 3|7 49.8| —0 32 f 1751 —6 |159 52.72] -+1.27| — 1.12 | + 0.34 | — 0.05 | 159 53.16 | 53.43 
s1281—0 9 339 53.13.| + 1.30 | — 1.12 | + 0.43 | — 0.05 53.69 
8 39.31 +018 v 339 50.55 | + 1.31| + 1.12 | + 0.53 | — 0.05 53.46 | 53.57 
8 56.31 -+0 35 159 50.70 | -1 1.30! + 1.12 | + 0.60 | _.0.05 53.67 
91381281 —0 9 f |735 —2 |339 52.70) -+ 1.30 | — 1.12 | + 0.42 | — 0.05 | 159 53.25 | 53.16 
825381+0 4 159 52.48 | + 1.30 1— 1.12 | + 0.46 | — 0.05 53.07 
842310931 | v 159 50.55 | + 1.31 | + 1.12 | + 0.53 | 0.05 53.46 | 53.10 
5 56.31 +0 535 339 49.78 | + 1.30 | -+- 1.12 | + 0.58 | — 0.05 52.73 
1897 Febr. 17|8 5.51 —0 16 f. 1760 °—2 |339 53.28| + 1.34 | — 1.11 | ++ 0.40 | __0.18| 159 53.73 |. 53.63 
82335 +0 2 159..52.99') + 1.35 | — 1.11. | + 0.47 | __.0.18 53.52 
8 41.31 +0 20 v 159 51.25 | + 1.39) + 1.11 | + 0.53 | _. 0.18 54.10 | 53.91 
9 1314040 8339 50.75.| + 1.41) +.1.11.\-.0.62| __ 0.18 53.71 
März 17 |7 49.6 |—0 32 f. [742 +8 1839 53.48 | + 1.27 |— 1.11] + 0.33 | — 0.20 53.77 .| 53.68 
8 361-0 ıs 159 53.207. 1.31 1 1.14. +.0.38:| 0.20 53.58 
8321| +010,|.v 159 50.97 | + 1.37 | + 1.11) + 0.48| __ 0.20 53.73 | 53.72 
845.61 +0 2% 339 50.87| 4.1.39) + 1.11 |-+ 0,53 | 0.20 53.70 
März 30/8 8.91—013 f 1738 +2 |339 53.77| +1.33|— 1.11 | + 0.40 | _.0.20 :: 54.197 | 58:99 
8 20.41—0 1 159 53.30 | + 1.35 | — 1.11 | + 0.44 | _ 0.20 53.78 
8 35.9|-+0 14 v 159 51.07) + 1.38| + 1.11 | + 0.49 | _ 0.20 53.85= 1153.73 
8 53.9| +0 32 339 50.73| + 1.40|+ 1.11 | + 0.56 | — 0.20 53.60 
1899 Febr. 217 20.71 —1 1 1790 0 !339 54.40| + 1.21 | — 1.11 | + 0.23 | _. 0.27 | 159 54.46 \ 54.54 
7372| —0 44 159 54.43 | 1 1.27 | — 1:11! + 0.29| 0.27 54.61 
98) 1 BD vw. —ı |159 51.02|1145!+ 1.11 |-+ 0.76 a 54.07 , 53.95 
9 56.4| +1 15 839 50.77 | +1.45| + 1.11| + 0.77 | 0.27 53.83 
März 15|7 28.6 | —0 53 £ |756 +7: |339 53.88] + 1.22|— 1.11 | + 0.25 | — 0.29 53.95 | 54.33 
7 47.61 —0 34 159 54.48 | + 1.30 |)— 1.11 | + 0.32 | — 0.29 54.70 
914.6+053 | v 159 51.62 | 1 1.45| + 1.11 | -£ 0.65 | — 0.29 54.54 | 54.97 
9 32.1|+1 10 5 1339 51.00) + 1.45|+1.11| + 0.73 | — 0.29 54.00 
März 18|8 28.01—0 6 f 1744 +1 |159 55.92) + 1.37 | — 1.11 | + 0.43 | — 0.29 54.32 | 54.42 
8 48.0/| +0 26 339 53.98 | + 1.43 | — 1.11 | 4 0.55 | —.0.29 54.51 
23|8 35.8|-+0 14 v 1743 —6 |159 51.53 | -£ 1.41|-+ 1.11 | + 0.51 | — 0.29 54.27 | 54.15 
8 55.4| +0 34 339 51.18|+ 1.43 | + 1.11 | + 0.60 | — 0.29 54.08 | - 
Positionswinkel von Hydraad 
1892 März 4|7 52.9|—0 30 f |752 —6 |163 53.50 | + 1.28] — 1.12 | + 0.28 | — 0.05 | 163 53.89 | 54.09 
8 891 —0 14 343 53.80 | + 1.30 | — 1.12 | + 0.35 | — 0.05 54.28 
8 35.9:+013 V 343 51.25) +1.31 | + 1.12) + 0.48 | — 0.05 54.11 | 54.10 
8 52.9| +0 30 1653 51.15 | + 1.30 ++ 1.12 | + 0.56 | — 0.05 54.08 
817 54.7) —0 28 f |743 —4 |163 55.82 | + 1.28] — 1.12 | + 0.28 | — 0.05 54.21 | 54.17 
8 122)—011l 343 53.65 | -+ 1.29 | — 1.12 | + 0.36 | — 0.05 54.13 
8347 +012 | v 343 51.42 |-+1.31|-++1.12| + 0.46 | — 0.05 54.26 | 54.26 
8 51.2|-+0 28 163 51.35 | + 1.30 | -+ 1.12 | + 0.54 | — 0.05 54.26 
19|8 82|—0 15 f 1757 +3 [163 53.52 | + 1.29 | — 1.12) + 0.34 | — 0.05 53.98 | 54.05 
826210 3 343 53.53 | -- 1.30 | — 1.12 | + 0.42 | —. 0.05 |. 54.08 
8467 +04 | v | 343 51.18| + 1.31|-+1.12| + 0.51 | — 0.05 54.07 | 53.97 
9.6.2 1-20 43 163 50.58 | + 1.30 | + 1.12 | -+ 0.61 | — 0.05 53.86 
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= Tag Stern- | Stunden- | Axe |Bar. Th.| Messung A J 


Rfr. | Aberr. | Posit.-Kreis| Mittel | Tages- 
1 zeit , winkel Jahres-Anf. Mittel 
E h m h m mm 0 Gr ‚ ‚ D ‚ 0, ‚ . 
97 März 11/7 42.8) —0 41 f 1750 +1 [343 54.721 +1.25| — 1.11| + 0.22) — 0.19 | 163 54.89 | 54,73 | 54.79 
8 29) —0 20 163 54.24 | + 1.531) — 1.11 | + 0.32 | — 0.19 54.57 
83506140 7 | v 163 52.23| + 1.36|+ 1.111 -+.0.438 | — 0.19 54.94 | 54.85 
8 52.8 | + 0.30 343 51.90 | + 1.40 | + 1.11) + 0.54 | — 0.19 54.76 
16/7 42.11—0 41 f |743 +5 |343 54.701 +1.25)—1.11| + 0.22 | — 0.19 54.37 | 54,83 | 54.82 
7 58.6] — 0 25 163 54.50 | + 1.30 |— 1.11 | + 0.29 | — 0.19 54.79 
8341/+011 V 163 52:07) + 1.37 | + 1.11| + 0.44 | — 0.19 54.80 | 54,82 
3 49.6 +0 26 343 52.00 1 -+ 1.40! + 1.11! -+. 0,51! — 0.19 54.83 
Apr. 317 57.4|—0 26 f 1737 +2 |343 54.80 | + 1.30) — 1.11 | -+ 0.28 | — 0.20 55.07 | 54.95 | 54.83 
8 9.91—0 13 165 54.48 | + 1.32| — 1.11 | - 0.34 | — 0.20 54.33 
8289/40 6 v 163 52.05 | + 1.361 +1.11| + 0.42 | — 0.20 54.74 | 54.71 
3 45.4| +0 22 343 51.88) +1.39| + 1.11 | + 0:49 | — 0.20 54.67 
199 Febr. 2117 58.8| — 0 24 2: 4K259 0 |163 55.02| + 1.33] — 1.11| + 0.31 | — 0.26 55.29 | 55.01 | 55.05 
| 813.8|—0 9 343 54.37 | +1.361 —1.11| + 0.37 | — 0.26 54,73 
8 544-031 v — 1343 52.25 | -+ 143) +1.11| +4 0.57! — 0.26 55.10 | 55.08 
9 84/--0 45 163 52.15 | + 1.44 | + 1.11 | -+ 0.64 | — 0.26 55.06 
- März 15 8 6.1) —0 17 £ 1756 +47 |163 54.87 | 4.1.35) — 1.11} +:0.33 | — 0.29 55.15 | 55.43 | 55.29 
8 20.6)—0 3 343 55.32 | + 1.35] -- 1.11) + 0.40 | — 0.29 55.70 
3 37.61 +0 14 V 343 52.27 | 41.41) + 1.11) + 0.48 | — 0.29 54,98 | 55.15 
8 55.61 +0 32 5 1163 52,501 + 1.43| + 1.11| + 0.56 | — 0.29 55.31 
18|7 52.51 — 031 f 744 +1 |343 55.23| + 1.531) — 1.11] + 0.28 | — 0.28 55.48 | 55.44 | 55.23 
8 90)—0 14 163 55,10,| -£ 1.35) — 1.11. | + 0.34 | — 0.28 55.40 
23/9 10.5|-+0 47 v \743 —7 |343 52.12) +1.44| + 1.11) + 0.65 | — 0.28 55.04 | 55.11 
9292| 51 6 163 52.15 | + 1.45 | + 1.11 | +4 0.75 | — 0.28 55.18 


In dem Werke: A. Auwers, Die Venusdurchgänge 1874 und 1882, Fünfter 
. Band, Seite 362 findet man die aus Meridianbeobachtungen abgeleiteten Oerter 
der vier Sterne folgendermaassen: 


_ Aequinoctium und Epoche 1875 Praec. 1875 Säc. Var. E.B. Praec. 1875 Säc. Var. E.B. 
Me. h m Ss ’ n Ss S 8 n ". " 
= Hydra a 823 8.260 — ö 32 42.03 + 3.0620 — 0.0041 — 0.0022 — 11.726 —.0.359  —.0.006 
€ 21 49.508 +0 39 23.05 + 3.0847 — 0.0044 — 0.0021 — 11.635 —.0.364 —.0.001 
d 21 4.120 +1 14 13.22 + 3.0958 — 0.0046 + 0.0101 — 11.578 —0365 + 0.011 
H 19 6.156 + 2 30 27.64 + 3.1204 — 0.0049 — 0.0029 — 11.438 —0.371 — 0.046 


Aus diesen Daten erhält man 


1892.0 1897.0 1899.0 
Linie cf 
Aa 2 42.759 —_ 2 42.585 — 2 42.516 
48 1151715 11 517.9 +1 51821 
10512396) 0 451:3188.30) | 7-4. 1730.40.15 +1 3016.85 
Linie ad 
DR: ee) _ 2" 3.197 9.3035 
48 11T 46 58.04 +1 46 58'86 +1 46 59.20 
ee), 20 1707.04 +0 1628.44 +016 5.08 


7: 
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Daraus folgen nach strenger Berechnung der sphärischen Dreiecke die 
Positionswinkel der Verbindungslinien bezogen auf die Mittelpunkte der Bogen 


| 18920 | _1897.0 1899.0 jJährl. Aenderg. 
ef 339 53.626 | 339 34.9982 | 339 55/448 10.260 
ad | 343 55.061. | 348 56.815 | 343 57.321 | 10.252 


Zur Bestimmung des Indexfehlers des Positionskreises hat man demnach 
folgende Vergleichungen 


Epoche Pos.-Kreis Pos.-W. aus Merid. Beobb. Indexfehler 
Hydra cf 1892.17 159 53.33 159' 53.67 + 0.34 
97.20 53.78 54.98 120 
99.19 54.28 55.50 + 198 
ad 1892.19 163 54.10 163 55.11 + 1.01 
97.22 54.81 56.87 + 2.06 
99.19 55.21 57.38 az 


Dazu kommen noch die frühere Bestimmung des Indexfehlers aus zahlreichen 
Beobachtungen der „Standard stars for Victoria“ bei Gelegenheit der Bestimmung 
der Sonnenparallaxe in den Jahren 1889 und 1890 (Vergl. IV. Seite 102) und 
ferner Beobachtungen für den Indexfehler in den Jahren 1894 und 1899. 

Die Oerter dieser Sterne findet man im Aufsatz: 

David Gill, On the definitive places of the stars used for compa- 
rison with the planet Victoria in the observations for parallax 1889. 
Astr. Nachr. Bd. 130 Seite 161. 

Die Reduction der fernerhin erhaltenen Beobachtungen ist in nachstehender 

Tabelle enthalten. 


Positionswinkel-Messungen der Standard stars. 


Tag Stern- | Stunden-| Axe |Bar. Th.| Messung A J Refr. | Aberr. Ros.-Kreis | Mittel | Tages- 
zeit Winkel usw. Jahres- Mittel 
Anfang 
hzem h mm | 0, ‚ D ‚ ‚ 0, ß ‘ 
1894 Juli 2|18 47.4) — 0 52 £ 1750 +22| 97 9.00 | + 1.19) — 1.12 | + 0.59 | -+ 0.23 | 277 9.39 | 9.82 | 9.83 
119 13.4 | — 0 26 | 277 8.97 | +1.24| —1.12 | + 0.42 | + 0.23 9.74 
19 40.9|+0 1 v + 21277 6.93) + 1.30, + 1.12 | + 0.25 | -+ 0.23 9,33 | 9,83 
2009|-+021 97 7.02|+1.32|-+1.12| + 0.13 | + 0.28 9.82 
1899 Juli 10119 343|—0 5 f 1750 + 14277 6.70 | + 1.38 | — 1.12 | + 0.30 | + 0.29 | 277 7.55 | 7.50 7.09 
19 5031+0 11 97 6.67| + 1.41) — 1.12 | + 0.20 | + 0.29 7.45 
20 93!-+0 30 v 97 3.55 | -+ 1.45 | + 1.12! + 0.10 | + 0.29 6.49 | 6.68 
|20 31.3| +0 52 977 4.08| + 1.43 | + 1.12 | — 0.05 | ++. 0.29 6.87 | 
12 | 18 14.5 |— 1 26 f |746 +18|277 6.22| ++ 1.19 | — 1.12 | + 0.87 | + 0.29 | 277 7.45 | 7.28 1.23 
18 28.0/— 1 12 97 5.93) +1.23| — 1.12 | + 0.77 | 1 0.29 7.10 | 
18 49.5 | — 0 51 v 97 3.33 | + 1.30) + 1.12 | + 0.58 | + 0.29 7.1201527.18 
19 6.5|—0 34 277 4.03| + 1.34 | + 1.12 | + 0.45 | + 0.29 7.23 | 
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Tag Stern- |Stunden- | Axe |Bar. Th.| Messung A J Refr. | Aberr. | Pos.-Kreis | Mittel | Tages 
zeit Winkel usw Jahres- Mittel 
ß Anfang 
bın h m mm 0 1-39 ‚ ‚ D ‚ 0% D ’ 
ei 15,19 7.6|—0 53 f |752 +14 |277 6.30) + 1.34 | — 1.12 | + 0.48 | + 0.30 | 277 7.30 | 7,31 7.11 
19 21.6 | —0 19 97 6.42 | + 1.36 | — 1.12 | + 0.33 | + 0.30 1.32 
19 40.6 00 v 97 3.87 | +1.39| + 1.12 | + 0.27 | + 0.30 6.95 | 6.91 
19 56.6|-+0 16 277 3.87 | +1.41| -+ 1.12 | + 0.17 | + 0.30 6.37 
ı7|ı9 20.9 | —-o.20 | £ |748 +14| 97 6.20 | + 1.36 | — 1.12) ++ 0.40 | + 0.30 | 277 7.14 | 7.22 | 7.14 
1938.91 —0 1 277 6.45 | + 1.39 | — 1.12 | + 0.27 | -+ 0.50 7.29 
20 14!+021 v 977 3.80 | + 1.42! + 1.12! + 0.13 | + 0.30 6.77 ! 7.06 
20 17.4|-+0 37 | 97 447|+143| 1 a 7.35 | 
Aug 4!19 8.3!—0 32 f [747 +20| 97 6.10!+ 1.34! — 1.12 | + 0.47! ++ 0.31 277 7.10 | 7.27 721 
19 23.3| —0 17 277 6.50 | +1.37 | — 1.12| + 0.57 | + 0.31 7.43 
19 46.81 +0 7 v 277 4.20 | + 1.40 | + 1.12) + 0.20 | + 0.31 71.23. 9.7.16 
20 28|-+0 23 97 4.10) -+1.42 | + 1.121 + 0.131 + 0.51 7.08 
Die Oerter der beiden Standard stars sind nach obiger Quelle. 
Aequinoctium 1889.0 Epoche 1889.55 
Präcession E.B. 
| 1850 1900 1850 1900 
h m EI N S 8 " " s " 
BD. — 4.4883 19 35 56.005 — 4 32 49.33 -+ 3.1712 -+ 3.1692 + 7.937 + 53.197 | — 0.0014 + 0.004 
— 4,4926 43 4.463 — 4 4618.32 | + 5.1747 + 3.1725 +3556 + 83.763 | — 0.0007  — 0.016 
| Daraus folgt 
1 Epoche 1889.55 1890.55 1899.55 
| Aequinoctium 89.0 90.0° 99.0 
| me. m 8 ms 
| Au +7 8.458 +7 8.462 +7 83.498 
2 0 ‚ " 0 ‚ " 0 ‚ " 
A6 — 0 13 28.99 — 0 13 28.44 — 0 13 23.53 
| 1(6' 40) — 4 39 33.83 — 4 39 25.40 —438 9.15 
| 0 ’ " 0 ’ " () ’ " 
Pos.-W. 97 11 50.64 97 11 32.94 97 854.35 
Abstand 6456.49 6456.52 6486.63 


Zur Bestimmung des Indexfehlers aus den Standard stars hat man also 


folgende Vergleichungen 


Epoche Aequinoct. Posit.-Kreis Posit.-Winkel Indexfehler Zahl 
1889.54 1889.0 277 10.80 277 11.84 + 1.04 21 
90.65 90.0 10.14 11.55 141 5 
94.50 94.0 9.82 10.38 +0,56 4 
99.55 99.0 7.16 8.92 4211,75 20 
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Uebersicht über sämmtliche Bestimmungen des Indexfehlers 
des Positionskreises aus Sternbeobachtungen. 


Nr. k s  |Red. auf1895 (% 1895) (k 1895) >< m 
1° Standard stars 18899 11.12 107.6 | +058 1170 118 
2 Hydra cf 922 +0.34 118.3 + 0.32 + 0.66 + 0.78 
3 ad 9982 1.1.01. 1113| 4032 A199, nis 
4 Perseus ap 94.1 +0.32 98.0 + 0.10 —- 0.42 + 0.41 
5 Hydra ef 97.3. 1,1907 1183| --025 :, 4.0.0500 Seo 
6 ad 972 +2.06 111.3 — 0.25 —+ 1.81 + 2.01 
7 Hydra ef 992 =. 1091411831 12.048. 707) Wwnse 
8 ad 992.51 2:17 ,,111:3 — 0.48 + 1.69 + 1.88 
9 Standard stars 95 +1.5 107.6 — 0.51 + 1.24 + 1.33 


In dieser Zusammenstellung sind die für die Sonnenparallaxe ausgeführten Be- 
obachtungen der Standard stars in den Jahren 1889 und 90 zu einem Werthe 
vereinigt worden und die vereinzelt darstehende Beobachtung von 1894 ist aus- 
geschlossen. Die Einzelheiten der Beobachtung von Perseus ap zur Orientirung 
dieser Sterngruppe werden weiter Unten mitgetheilt. 

In den Werthen % ist wenn man die Bestimmungen durch die verschiedenen 
Sternpaare betrachtet, durchweg eine kleine Zunahme mit der Zeit angedeutet, 
nämlich 


Nr. 
9 minus 1 9.6 Jahre Aenderung + 0.63 
Sn 7.0 + 1.16 
TER 7.0 + 0.88 


Bei der Schwierigkeit die Sicherheit der einzelnen Bestimmungen und die 
dabei unterlaufenden Fehler zu ermitteln, dürfte hier eine Ausgleichung nach d. 
M.d.kl.Q. wohl nicht am Platze sein und man wird sich damit begnügen können, 
darüber einen Ueberschlag zu machen. Nimmt man einfach die Summen der 
drei vorstehenden Zwischenzeiten und die Summe der Aenderungen, so ergiebt 
sich die jährliche Aenderung von % zu + 0.113 und redueirt man, wie es in 
obiger Tabelle geschehen ist, die einzelnen Werthe damit auf die Epoche 1895,0 
und giebt denselben die Entfernung der Sterne s als Gewicht, so erhält man die 
weiteren Columnen der Tabelle. 

Das Endresultat würde sein 


Indexfehler des Positionskreises k = + 117..20.113 (t — 1895.0) 


Verbesserung der angenommenen Drehungs-Constante im Positionswinkel 
aus Beobachtungen von Sternpaaren symmetrisch zum Meridian. 


Die Drehungs-Constante u war bei der Reduction der Beobachtungen der 
Standard stars 1889.90 zu 0.18, 1899 zu + 0.220 und bei sämmtlichen Beob- 
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achtungen der Hydrasterne zu + 0.185 angenommen. Will man Positionswinkel- 
Messungen zu einer Prüfung dieser Constante verwenden, so können dabei wohl 
nur solche Beobachtungen verwandt werden, die symmetrisch zu beiden Seiten 
des Meridians ängestellt sind. Die Standard stars wurden bei Gelegenheit der 
Beobachtungen der Vietoria aber in beliebigen Stundenwinkel beobachtet, je 
nach der Zeit in der der Himmel klar war und es können davon für den vor- 
liegenden Zweck aus der damaligen”Zeit nur die von 1889 Juli 9 verwandt 
werden, während die Beobachtungen von 1899 zur Bestimmung des Indexfehlers 
und der Drehungs-Constanten besonders ausgeführt worden sind. 


Hydra cf Hydra ad Stand. stars. 

1892 Febr. 21 0.000 1892 März 4 0.005 1889 Juli 9 —- 0.030 
März 3 _—0.070 8 —008 
92 2120.030 19 0.030 

1897 Febr. 7 -—-0.140 1897 März 11 0.060 1899 Juli 10 - 0.410 

März 17° — 0.020 16 0.005 12 0.050 

30. 722.0.130 A le 15 -+ 0.200 

"17.72.0078 

1899 Febr. 21 0.295 1899 Febr. 21 —0.085 Aug. 4 -+ 0.055 
März 15 0.030 März 15 0.140 
18.23 + 0.135 18.23 + 0.165 


In Anbetracht, dass die Coeffieienten der Durchbiegung proportional dem 
sinus der Zenithdistanz angenommen werden, nämlich für 


Hydra cf 0.767 
Hydra ad 0,780 
Std. st. 0.331 


erhält man für die Verbesserung der Ausgangswerthe nachstehende leicht ver- 


ständliche Zusammenstellung. 
Gew. Red. auf uw 1895 


1895.0 
0.030 ; 
Std. st. 18896 p= +18 gr = tl 1 +02 +08 
da ee 922 os ne nl eu 
270.002 
| a 
ad +1 0  +OS 8 4006 +02 
Hydra cf 972 ds a oT © 
0.022 
q 0.185 „; 0.022 2 0.08 0.16 
5 2 oo. ar 
Hydra ct 92 1.0185 + nn os 3 010 2088 
0.090 
q 0.185 0.30.37 20.10 0.20 
. a" So a 
Std. st. 99.6 0200 7 010 1941 5.010.081 
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In der Reihe für w ist eine allmählige Zunahme dieser Grösse nicht zu 
verkennen und zwar beträgt dieselbe nach einer graphischen Bestimmung 
mit Berücksichtigung der angesetzten Gewichte jährlich + 0.023, womit man die 
Columne uw 1895 erhält, die recht befriedigend übereinstimmt. Man hat deshalb 
sowie %k auch u als Function der Zeit 

w= +023 +.0.028 (£ — 1895.0) 

Dass die Drehungsconstante sich im Laufe eines Jahrzehnts um eine viertel 
Minute ändert kann wohl nicht befremden, wenn man erwägt, dass das Gewicht 
des Fernrohrs beständig auf das Ende der Declinationsachse wirkt; auch würden 
äusserst kleine Lockerungen in den Befestigungsschrauben schon diesen Effect 
hervorbringen. ' 

Da der Durchmesser des Positionskreises 365 Millimeter beträgt, so ent- 
spricht eine Veränderung der beiden zur Ablesung des Kreises dienenden Indices 
um eine Bogenminute einer linearen Verschiebung von „4, Millimeter und bei den 
grössten am Himmel messbaren Sternabständen, nämlich zwei Grad würde ein 
Fehler von einer Minute einem Fehler von 2 Bogensecunden im Abstande ent- 
sprechen. Nach vorstehenden Uebersichten ist die Instrumental-Öorrection einer 


Messung wohl auf 0.1 Minuten sicher, also 0.2 in der Ortsbestimmung durch 
Positionswinkel-Messung zu verbürgen. Da die Winkelmessungen den Distanz- 
messungen unter allen Umständen nicht gleichwerthig sind (Vrgl. frühere Er- 
mittelungen darüber Astr. Mitthlgg. IV Seite 285) so wird es sich immer 
empfehlen vorzugsweise Distanzen zu messen und ‘die Winkelmessungen mit 
Benutzung von Meridiankreis-Beobachtungen nur zur ÖOrientirung von Stern- 
gruppen zu verwenden. 


Uebersicht über die angewandten Instrumental-Constanten und Aufstellungsfehler. 


I. Reduction der Distanzen. 
Die Temperatur des Fernrohres wird wie bisher nach dem Ausdruck berechnet 
t=0+40-0) 
wo O und o die berichtigten Ablesungen der Thermometer am Objectiv- und 
am Ocularende sind. 
Die der Temperatur £ entsprechende Normal-Ocularstellung ist 


N = 21,18 + 0.019: 


und ist Oc die bei der Beobachtung wirklich abgelesene Stellung der Ocular- 
scala, so ist die Reduction einer Distanzmessung s auf die normale Ocularstellung 
ausgedrückt in Einheiten der vierten Decimale eines Skalentheils 


, S 
+ 366 (N— 00) 05 


Die Zahl 366 entspricht nicht genau dem reciproken Werthe der Brennweite, 
sondern ist auf empirischem Wege bestimmt. (Vrgl. darüber Theil IV Seite 42). 
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Die Reduction einer bei ?° © gemessenen Distanz auf 0° C in Einheiten 
der vierten Decimale eines Skalentheils ist wie bisher 
s 
= an 
Ueber die Correction der Ablesungen der Skala für Theilungsfehler und für 
den Gang der Mikrometerschraube vergl. IV Seite 30 und 32, 
Die Fortsetzung der an letzterer Stelle befindlichen Gangtafel lautet 


1890 Apr. 18 bis 1894 Apr. 18 —8 
1594 Apr. 19 1898 Aug. 15 —7 
1898 Nov. 1 1898 Nov. 20 0 
1898 Nov. 21 1899 Dee. —4 


Berechnung der Refraction Vergl. IV. S. 106, 108 bis 110. 


Verwandlung der in Skalentheilen ausgedrückten Distanzen in Bogen- 
secunden nach dem Ausdruck 


S = 40.01732 .... 1,602248 


Verbesserung der Distanzmessungen für systematische Correctionen nach der 
Tabelle B II auf Seite 40 dieser Abhandlung. 


Il. Reduction der Positionswinkel. 


Biegungs-Constanten: «a = + 0.87 B= —027 
Abweichung der Stundenaxe vom Himmelspol x und y, Seite 48 


Indexfehler des Positionskreises k = +1,17 + 0,113 t — 1895) 
Biegung des Fernrohres uw = +0,23 + 0,023 (t— 1895) 


Collimationsfehler des Fernrohres CO = — 0.07 


Neigung der Declinationsaxe gegen die Stundenaxe ı = 2.0411 


Die Coöffieienten zur Berechnung der Aufstellungsfehler finden sich in 
Theil IV Seite 111 in abgekürzter Form und ausführliche Tafeln sind hand- 
schriftlich vorhanden. 


Abhnälgn. d. K, Ges. d, Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl, N. F, Band 1,54. 8 
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Triangulation zwischen helleren Sternen der beiden Sternhaufen im Perseus. 


Einige einleitende Bemerkungen über diese Triangulation und die genäherten 
Oerter der beobachteten Sterne finden sich schon auf Seite 4 dieser Abhandlung 
und es werden jetzt die einzelnen Messungen mit ihren Reductionen erfolgen. 
Dieselben sind nach laufenden Nummern geordnet und dahinter steht die Be- 


zeichnung der beiden mit einander verbundenen Sterne nach dem Verzeichniss 4 
auf Seite 4 


Distanzmessungen. f 


hir 1m 
Tag Stern- |Bar. Th. te So O0 |N— 0 |Messung]Th. F.| Gang | Oc.- |Temp.| Refr. |Aberr.| Abstandk N 
zeit . St. = f 
| Nr. 1| ga 
1500 hm mm 0 o| mm mm mm S 
91 Oct. 15|19 58.0174 +15|-+ 15.5 | 21.47 | 21.50.| — 0.03 | 41.7333 | —50| +4 |— 5152| +203|-+.23| 41.766 
92 Sept. 18122 40.38| 531 + .8|+108| 39|  66/—027| 7465|) 59| 24 | ar) 36 |-F 153) s3| a 
Oct. 7120.86) 38: +12) +134|. 44) 721 —0.28|. 7370| -59| 4 | _-42| 35] -+.900| 2 20 zu 
96 Febr. 13| 6.29.9| 56 0|+ 0.9| -20| 121+0.08|. 7999 |=44| +4 | +12) — 3-4 185.) 381 as 
| Nr. 2 eb ri iin 
91 Oct. 15120 75|744 +15!-+ 15.5 21.47 |21.50.| —0.08.140.9561!— 58.12.12 | 4! 511.230 | +22) 20.970 00, 
92 Oct. 7/20 221) 38 +12|+132| 48) 72) —029| 9623| —-57| +1 | 43) 4383| 2 1405| 900 au | 
94 März 23| 8452| 57° + 6|+.88| 3834|. 20|+014| 9581.58) +1 1921| 27] +957] 99) oe 
96 Febr. 13 | 6 57.4| 56 0|+ 07) 1419| 12) +007| 95581 —-56| 1 |F10|— 2]-+204| 36 ns 
| Nr. 3 | ge n 
91 Oct. 15|20 37.0744 +15| + 15.4|21.47 |21.50| — 0.08 24.2999|—59| —5 |— 3|—-30| + 94| + 13 | 24.3009 
92 Oct. 7,20. 46.6| 88 +12|+130| 43)": 72 — 099 "8137| —51| —5|__97 5511104 + 16 | 
94 März 23| 8557| 57 + 6|+ 82) 38) 20|+013) 2971] 511 -5 +12 | -ı16| x 181] 18 une 
96. Febr. 17| 6570| 60 °— 1]—:06| 17| .12)+0.05 2984| 51| +3 | 414116198) 22) m 
'Nr.4 | gd zz M 
91 Oct. 15120 490|744 +15|-+ 15.4|21.47 121.50 | —0.03)23.9844|—59| 0|— 3) 29) + 198) +13) 3a 
92 Oct. z|21ı 76 8 +12 +128| 43) 711-098]. 9955|—51| 01 — 9241-341 1900| +16| Oase! 
94 März 28| 9112| 57° +4 6|+ 81) 33) 201013] 99551 -53| 0|rı1) 15) + 90] — 17] zum 
96 Febr. 17| 7 80] 60 — 1-06]: 17|..12|-+0.05) .9864|—44| 0)4.4 4.154.953] — 22) 9886 
Nr.5 | eg R = 
93 März 29| 9 9.0|749 + 7|-+ 9.0|21.35| 21.22 | + 0.13 | 14.0699 | 30| —3 | + 7| -10| 50|—ı0| 120m 
94 Jan. 241,7.461| 52 —:2—.08| 1519|. .0914.0.10) 081810111: 5|#. 20€ 5a 10 en 
März 24| 8258| 566 + 7|+ 85| 34| 3| 000) o786|—-10| —ı 0|— 91. 592| — 13 onEe 
Nr. 6 3 1 
91 Oct. 17/20 40.9747 +10|-+ 12.3 21.42 | 21.50 | — 0.08 | 20.1390 20.1420 (0, 
93 März 29| 9180| 49 + 7|+ 8s|  35| 22|+013| 144 ‚N 
94 März 24| 8363| 56 + 6/)+ 83| 34| 34] 000|° 1476 
96 Febr. 13) 6 46.9 | 56 0|+ 0,8|°,20| 120.08) 1486 Ih 
| Nr. 7 air 
91 Oct. 17|20 51.9|747 +10) + 12.1 |21.42| 21.50 |— 0.08| 9.8538 AN 
94 .Jon, al 861) 52-2, _ 06 17.09] 2.0081. vagss ni! 
März 24| 6498| 56 + 6|+ 80) 33| 20|+0.13| 8602 au 
Nr. 8 
91 Oct. 17/21 11.9|748 +10|-+ 11.8 | 21.41 | 21.50 | — 0.09 | 23.7374 l 
94 Jan. 24| 8211| 59 — 2 —07| 17) 09|+008| 7491 al 
März 24| 9 13| 56 + 5|+ 79| 3353| 20)+013| 7539 E 
Nr. 9 
91 Oct. 17|21 80.4|748 +10| + 11.5 | 21.40 |21.50 | — 0.10 | 26.3105 Al 
94 März 18| 9 19.0| 54 o|+ 07| 19) 10|-+0.09| 3156 | 
24 9.98| 56:2 5| 478] 33|, 34 —00r| 3139 el 


Bar. Th. t N O | N — 0 Messung |Th. F.| Gang | Oc.- |Temp.| Refr. | Aberr. | Abstand | 
St. 
| Nr. 10| gl 
mm © o mm | mm mm Ss ' Ss 
752 + 3|+ 5.4| 21.28 | 21.14 | + 0.14 |2406011|—59| —1 | +12|—10|+ 83| + 9 | 24.0635 
532 + 53/+ 47 27| 11) + 0.16 0519) —51 | —1|+14|— 9|-+200| —18 0654 
49 + 8/-+102 37 18 | + 0.19 0568) —59| —1 | +18/| — 2014 1638| — 17 0647 
| Nr. 11|gm 
752 + 3|+ 5.3) 21.28 | 21.14 | + 0.14) 42.2986 | —50| —5 | +22| — ı8| + 138 + 15 | 42.3038 
52 + 3!+ 46! 27! 11)+016 2773| —59| —5 |+25| — 15 | + 378| — 33 3070 
49 + 7|+ 93 37 13 | + 0.19 2806 | —59| —5 |--29| —33| +302| — 29 3011 
Nr. 12| gn 
738 +10|-+ 11.6 | 21.40 21.50 | — 0.10 | 86.7791 | —54| +4 | 14| —34|-+ 1238| + 18 | 36.7839 | 
56 + 5|)+ 8.0 33 18 | + 0.15 7735| —60|) +4 |+21| — 24| +258| — 26 7968 
435 +12|-+ 13.2 43 34 | + 0.09 7575| —63| +3 |+13/1—39| 4130| + 3 7922 
| Nr. 13| go 
752 + 3|+ 5.1) 21.27 21.14 | + 0.13 |44.2550| — 44 | —4 | +21/) — 18] +230| + 16 | 44.2751 
532 +6 -+ 81 33 20 | + 0.13 2776 | —57| —5 |+211—29| + 158| — 33 2831 
58 + 9/+11.0 39 22 | + 0.17 2780 | —57| —5 |\+28| — 39| + 150| — 30 2827 
Nr. 14 sp 
752 + 3|-+ 4.81 21.27 |21.14 | + 0.13 56.5701 | —48| —1 | +27|— 22] +268| + 22 | 56.5947 
52.1. 6.4 8.0 33 20 | + 0.13 5859| — 38] —1 | +27| - 36| +279| — 42 6048 
53 + 8|+10.6 33 22, + 0.16 5747| —38| —1 |+33| —48|-+- 313 | — 38 5963 
Nr. 15| ab 
752 + 3|+ 46| 21.26 |21.14 | + 0.12 | 14.9481 l— 9| +1|+ 7/— 5|+ 55| + 6 | 14.9536 
57 0.1.41 2.5 23 18 | + 0.05 9517| —14| +1 | + 3|— 3/+ 38| —ı1 9536 
567 -2..31 175.7 28 08 | + 0.20 9505| —25| +1 / +11] — 7/+ 59 0) 9544 
DIE 2-1 .2.5 23 18 | + 0.05 9493| —25| +H+1|+ 3) — 3|-+ 61 9) 9530 
45 — 11+ 03! 19 04 | + 0.15 9500 — 25 +1|+ 8 0|+ 611 — 1 9544 
| Nr. 16 ae 
752 + 3|+ 4.3[21.26) 21.14 + 0.12) 19.0553 |—23| —1|+ 8|— 7|+ 85| + 7 | 19.0602 
54 0|+ 11 20 10 | + 0.10 05a 93 — 1 -r. 7 21 981 2.15 0630 
57 0|+ 21 22 18 | + 0.04 0627| —38| —1|+ 5|— 3|+ 8382| — 15 0655 
Nr. 17 | ad E 
756 + 3/-+ 5.0 21.27 |21.11| + 0.16 | 23.9662 | —59| +1 | +14|1— 10|+ 90| + 8 | 23.9706 
46 + 7/+ 91 3835| . 42 | — 0.07 9646 | —51| +1|— 6| —18| + 159! — 20 Y97ıl 
57 0|+ 19 22 15 | + 0.04 9633| —4| +11 + 3)— 4|7125| —19 9695 
| Nr. 18 ae | 
741-710.) + 11.2 | 21.39) 21.49| — 0.10 |30.7139| =51 | =4 |—11| — 28| + 103 | +17 | 30.7165 
Bote 3-6, 58 27 11./+.0:16.|. 7048) —-56| 45 |--18| —13| 4129| +11 7142 
57 0+ 17 21 18 | + 0.03 708558!—69| +5 |) + 31— 4 +166| — 24 7115 
56 — 1/+ 05 19 12 | + 0.07 7040 1—691 +41+ 8|— 1|+4+175| — 28 7129 
Nr. 19 ap 
751 + 8/-+ 11.5 | 21.39 | 21.66 | — 0.27 | 98.0265 | — 43 0 |— 10| —- 86 | +383 | + 78 | 98.0537 
46 + 7|+112 39 70| — 0.31 0131| — 43 0|—11|—88 +541| +57 0587 
46 + 7|+ 95 36 42 | — 0.06 0206 | — 43 0— 2) —75 +457| — 32 0461 
52 + 8j-+ 95 36 22, -+ 0.14 0122 | — 43 0|+ 51-73 +525| — 70 0466 
57 + 2|+ 24 23 18 | + 0.05 0113 | — 43 0|+ 2, —19|j + 452 0 0505 
Nr. 20| be | 
756 + 2|+ 48|21.27 |21.11 | + 0.16 | 17.0s508|— 7| — 1 |+10|— 7|+ 57| + 6 | 17.0866 
46 + 7|+ 86 34 42 | — 0.08 0842| —15| — 1 |— 5/|— 12/+119| — 14 0914 
50 +13| +15.5 47 48 | — 0.01 0690 | — 17 | —ı1 |— 1|—21|+176) — 9 0817 
Nr. 21| ba 
756 + 2|-+ 4521.26 |21.11 | + 0.15|31.5891 | — 70) —1|+18|-—-11/|+ 92| +11 | 31.5930 
46. + 7I|+ 85| 34 42 | — 0.08 59101 — 67) — 1|— 9)/—21|+204| — 26 5330 
50 +13 | + 15.2 46 45 | — 0.02 5736| -68| —1 |— 2|—38| +353 | — 17 5968 
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Nr. 34 


S 
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18.7873 
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5334 
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37.8488 
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18.4617 
4611 
4629 


fm 


— 54 
— 54 
— 65 
— 65 
— 65 


hi 


— 10 
— 22 
— 22 


hk 
io 
— A 
— 34 
hl 


— 45 
— 55 


— 64 


hn 
— 54 
— 54 
— 52 
ik 
— 16 
— 17 
— 6 
il 
— 62 
— 65 
— 57 
io 
— 50 


— 56 
— 56 


kl 


— 66 
— 66 
— 69 


kn 


—.69 
—69 
— 69 


ko 


— 27 
— 27 
— 27 


Im 


— 21 
— 21 
— 21 


+++ 


Sr 
m 


444 


++] 


| 
PB 


+++ 
Herrn 


+++ 
[0 oKerzfer} 


| 
[3>) 
oo 


ID w com 


+44 +44 
ae 


aosı 


owe 


oOoOow 


.| Refr. ! Aberr. 
140), 11 
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=-. 101-2 4 
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+ 74 16 
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Eos Tal 
950 26 
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+ 3565| + 2 
+37 7 
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el 06 
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—+ 140 7 
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Tag Stern- |Bar. Th. t N O |N — O |Messung|Th. F.| Gang | Oc.- |Temp.| Refr. | Aberr. | Abstand b 
it St Ik 
En Nr. 46| In | 
1800 hm mm 0 o mm mm mm s S | N 
93 März 24| 8 17.7|757 £ 7|+ 9.0 | 21.35 | 21.29 + 0.06 | 15.8837 1|— 3) #3 |+ 4|=11|+ 71| —12 | 1583 W iM 
95 Nov. 27/21 21.3] 49° — 1) + 0% 19 169 2.0.03: 108407 | 17. er 9: | a8 9 2 oe 8465 [9 
96 Jan.. 27.7 53:9:|60. — 21 1.8 > 14] .00.850.14 [708370 1, 17:1 21.8: 121 gr a ano er 8347 In 
Nr. 47| 10 Br gi 
92 Apr. 5| 9 6.1|746 +15| + 18.0 |21:52|21.52| 0.00 | 39.3568 |—52| +3 0|—57|-+ 118) — 24 | 39.3351 | 
93 März 271 8.00| 54 -.6|- 75, .32| 29 -F 0.03 |» 83961 —52 N. 3 Ir 24 12 94 010197, es 3338 |, 
95... Nov. 23 | 29.34,7:|..46.:— 21 0.7.|1 17.2042. 098 |. 3038| 581 18 | 17 14.00 ]ss, 3334 l 
Nr. 48 mn 
91 Nov. 7121 56.8| 756 0)+ 1.3| 21.21 | 21.24 | — 0.03 | 16.9998 | — 7 —.21— 212,56| 1 Ara 
93 März 24| 8 80.2| 57 + 7|+ 88| 35) 29|-+-0.06 | 17.0081 |— 15 (a a Bl 0109 | 
94 Jan. 24| 6306| 52 — 1 0.2 18| 09)+0.9| oos1l—15 0er Ole Ho 0089 | 
| Nr. 49| mp m 
91 Nov. 7122 10.8 | 755 0|+ 1.2! 21.20) 21.24 | — 0.04 | 38.0000 | — 54 0 1— 6|— 4/1+147| + 9 | 38.009 hi 
93 März 27| 795) 54 + 6|+ 77 32) 14 +0.18| 0081] — 54 0|+25)—24|-+108| —26 Dec 
94: Jan: 24| 6 12.6] 52.— 11 01 18 09 | + 0.09 0137 | —- 54 0a 18 | -.116| — 31 eo ul] 0: 
95 Nov. 23|22 54.7| 46 — 2|— 1.0 16 04 | + 0.12 0000 | — 65 0.16 17, 2 Sal ad 0083 Bi 
96 Jan. 271 8 44| 60 — 3|— 19 14i 00j+0.14| 00831—65 0 2.194 6 lau 39 Urea Ze 
Nr. 50| no | u: 
92 Apr. 5| 9 22.6|746 + 15| + 17.5 21.51 | 21.52 | — 0.01 | 31.1551 |— 69) — 3 |— 1] —44| + 158| — 19 | 31.58 18 I 
93 März 27| 8 9.0| 54 + 6|+ 72] 31 14| + 0.17 1546. — 691 — 3 | 4.19 el 218 2902 1566 1m 
95 Nov. 16/22 11.0| 48 +12) +133| 44) 34|+0.10| 1594] —-59| —2 | +11] —-33|+ 93| + 2 1606 | 
Nr. 51| np u 
92 Apr. 5| 9 40.1746 +14| + 16.9 | 21.50 | 21.52 | — 0.02 | 24.7106 | 48) +4 1— 2/— 34|)+ 73| — 15 | 24.7084 | 8 1 
7) 9197| 43 +14 1152| 46) 7501-0604. | 71651 --50| A. 4 =sor res 7138 118: 1) 
93 März 27| 8 20.0) 54 + 6/+ 7ı1| 31 141+0.17| 7172)—50| --4|+15|—14|+ 83) — 17 7190 HK 
94 Jan. 24| 5586| 52°— 1|— 01 181: - 09:1 +0.09 | ..7124|—52| 5 | + 8 0|+ 84| — 20 719 | m! 
96 Febr. 1383| 7484| 56 — 1|+ 04|: 19|  12/)+007|  zıs) —-51| -—3|+ 6/— ı|+ 88| —23 7129 
Nr. 52 | op ’ 
93 März 27| 8 31.5 | 754 + 6:8] 21.31] 21.14 | + 0.17 | 25.1858 |—52| —3 | +15 | — 14 | + 1772| — 18 (ob a 
30) 8 46.9| 45 + 7|+10.1 37| .34|-+0.03 1830 | —52 | -3 |. .8-7— 90: ss 7 1929 |! 
94.) Jan. .241.5.27:.61 52 ı1|+ 01 ı8| 09/)+0.09| 19681|—52| —3|-+ 8 0\+ 87| —21 1987 \ I) 
Nr. 53| ai 
92 Oct. 11120 10.6746 + 7|-+ 10.4 | 21.38 | 21.70 | — 0.32 | 55.5330 |—32| — 1 |—65|— 46 | + 344| + 34 | 55.5564 Om 
21121 46.9| 39 + 3I+ 53) 28|° 221+0.06) 5383|)—32| —1 |+12| 93! + 248 | + 26 5613 ınk 
93 März 12| 7302| 46 + 7|+ 931 36) 421—006| 5478|—39| —ı |—12|—41|+226| —45 5566 |\ 
28|.8 25.3| 52 +. 81 +: 9.0| 351° 221 +0.13| 5486 | — 32) = ı | 726 40 | E286 1-39 55 
95 Nov. 23123 37.5| 47 — 2|— 15 1) 041 +0,11 5336] 28 — 1 1-7.221 ze 5507 i " 
ER Nr. 54| af | 
92 Oct. 11)20 24.1|746 + 7| ++ 10.0 | 21.37 | 21.70 | — 0.33 | 44.3038 | —64| +3 | — 541 —35|+148| + 26 44.3062 | 
21122 0:4 1,39. +" 81 45.0. .271:.922|-2.0.05, ©2955) 70) —5 |. 8| 18 las oT 3079 
93 März 12| 7.407] 46 + 7|+ 92| 35|. 42/—0.07| 29841—64| +3 |— 11 |-- 32 | + 958 | 36 3102 IM 
28| 8 35.8) 52 + 71 88]: 355) 9321 2.0.18 |:.2852- 7060| —5 | +21 31-2322 80 3061 
95 Nov. 25|22 36.2| 5 — 2|— 0838| 17) 16/+001) 29381—48| —4|+ 2) — ı[+151| — 3 3035 I 
Nr. 55| fi | tl 
92 Oct. 11|20 38.61746 + 7|+ 9.7 | 21.36 | 21.70 | — 0.34 | 43.4241 1 — 70| +1 | —56 —35 + 202] + 26 | 43.4299 ll 
24120.31.5| 41 + 21+.52| 27| -12)+016| 4148| —-70| +1) +26 | = 181908) 2.18 4308 |: ig 
93 März 12| 7537| 46 + 7|+ 90| 351 42|—.0.07| 4386| —70| +1 | — 11) —31)+1926| —36 4365 % 
29/1 7 54.0| 49 + 91+109| 89) -22| + 0.17 4360| 7060| 2 -r27./ 58 | 1005098 4375 | Sa 
96 Jan. 27| 8 16:4) 60 — 31— 19| "14| 00|+0.14| 4276| — 43) 11 | -793:|-6 7 | -Li35 086 4363 m 
Nr. 56| fp X) 
92 Oct. 11120 51.61746 + 7|+ 9.3 | 21.36 | 21.70 | — 0.34 | 64.9121|— 38) +1 |—81/—48| +355| +39 | 64.9349 |7 
2621 23.5| 52° + 21+ 401: 9396| 19] + 0.07) 9071| —88| +1 | +17 | — 21 | +334|7 726 9380 |d 
93 März 29|'8 7.5| 49° 91 +106| °38| 22) -70.16| 9193| 88) +1 | +88: — 55-255 745 2 
95 Nov. 27121498] 49 — 1|+ 0.6) 19| 16/+008] 9155|—21) +1|+ 7/— 3/+298| — 7 
96 ‚Bebr..17 | 8180|. 60 -- Sl no. 12:-.0.05.1 9082 /— 21, 21 | +12 | © os 
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Stern- | Bar. Th. t N O0. | N — O Messung|Th. F.| Gang Oc.- Temp.| Refr. | Aberr. 
zeit - € St 
Nr. 57 | ip 
h m mm 0 0 mm | mm. mm Ss * 
20 27.4|739 + 4|+ 6.4|21.30| 21.22 | + 0.08| 48.2955 —46| —5 | +14 —31|+192| + 23 
20 31.0| 51 + 3|+ 49 27 19|-+0.08| 2980 1|—46| —5 |)+14/— 24! + 196 | +19 
Bobaul|53, 2 | .0,8,|.:. 16 11.00. 11.0.1611, „29871 —88| —4|+28|r alıı7rsl 3 
8.21.5| 49 + 8/ + 10.3 38 2208 28071 —-38| +4 1128| —-51 | 311 | — 38 
8284| 60 — 3| — 2.0 14 00 | -+ 0.14 2923: — 71 +41+25/+10/)+337| —40 
Nr. 58| im 
20.419739 + 3|-H 6.3 21.30.|21.22| + 0.08 |51.9539[— 88! 21 | + 15 | 26| 2.147 | + 24 
20 50.5| 51 + 2|+ 46 2; 19 | + 0.08 954111 —49| 1)+15/)— 19 + 149, +21 
22 Ar 16 00 | + 0.16 9450)—49| +1 /|+301+ 5/+154| — 4 
830.0| 49 + 8|+10.1 37 221+0.15| - 9426 —49| 71) +29|—41!+315| — 55 
8245:915 601 — :3| — 21 14 00 | + 0.14 9319| —4l| 1 11+27| + 9|+362| —43 
Nr. 59| b£f 
20 59.4|739 + 3|+ 6.0|21.29 | 21.22 | + 0.07 49.9592) — 46| 1 / +13) —24|-+145 | + 28 
al. 24 2a a6 19|40.07| 95501 —46| 11) +13 | —17 | +159| +19 
22589 56 — 3|— ı4| 15) 00l+o1s| 948 —46| 11) +97|+r 6|+ 157 3 
ass 49 + 8497| 37) 2|r015| 9499| 46) 71) +27] —-89| + 369 | — 33 
Pa 49. ir 04° 19| ie LT 0081 9797| 58 OME 5 9 20154 5 
Nr. 60| hp 
9 21.931749 +14|+ 16.2 | 21.48 | 21.48 0.00 | 54.0079 | — 37 0 0|—52|+252| — 32 
21a 35 79 + 29 97) 11 0.16| 0066 | 37 0a a 16er 937. 08 
22432) 55 + 3|+ 40 26 09 | -+- 0.17 9977 | — 37 0|+33[1—13| +259| +18 
Nr. 61| dm 
20 25.217535 + A|+ 4.2] 21.26 121.09 | + 0.17 | 82.7633 | — 37 +3 | +51] — 28 | + 278) +28 
22 33.0) 46 + 7)+ 86 34 28 | + 0.06 7726 1|—87| +3 | + 18/1 —55|+288| + 10 
20 55.01 48 +12 | -+ 13.9 45 34|+0.41l 7683| — 371 +3 |+33| — 92) + 2976| + 7 
21 56.72) 54 — 2|+ 02 18 16 | -+ 0.02 7585| —37| +4 |+ 6|— 1|+292| — 5 
22 20.81 49 — 1!+ 0.3 19 16 ! + 0.03 76221—37| +3 |1+ 9I— 2 283 15,7 


Aus vorstehenden Messungen ergeben sich nachfolgende Mittelwerthe aus- 
gedrückt in Scalentheilen und in Bogensecunden, sowie die aus der inneren 
Uebereinstimmung berechneten wahrscheinlichen Fehler einer Abstandsmessung. 

Die bei der Rechnung dieser Beobachtungen verwandten systematischen 
Correctionen und der Werth für einen Scalentheil sind nicht die auf Seite 40 
unter II und 44 angegebenen, sondern gehören einer etwas älteren Zeit an. Die 
systematischen Correctionen sind nämlich die in der betreffenden Tabelle mit 


BI bezeichneten und der Scalenwerth ist der entsprechende $ = 40.013586 ... 
1,602232. 2: 

In Anbetracht der hierüber noch stattfindenden Unsicherheit ist es aber 
nicht als erforderlich betrachtet worden, auf Grund der kleinen bei Abfassung 
des Druckmanuseripts eingeführten Aenderungen die umständlichen Reductionen 
und Auflösungen der Bedingungsgleichungen noch einmal von Neuem auszu- 
führen, weil das Endresultat dadurch wohl kaum um nennenswerthe Beträge 
abgeändert worden wäre. Rechnet man z. B. die grösste aller gemessenen Ab- 
'stände nämlich ap noch einmal mit den als endgültig betrachteten Reductions- 
‚werthen, so erhält man 


Abstand | 


Ss 
48.3102 
3184 
3102 
3028 
3188 


51.9662 
9659 
9587 
9646 
9629 


49.9704 
9679 
9690 
9778 
9826 


54.0210 
0304 
0237 


82.7928 
7953 
7873 
7844 
7871 
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98.0521 — 392378 — 007 — 3928'71 
während nebenstehende ältere Rechnung ergab 
3923.64 + 0.03 = 3923.67 
Die Sterngruppe erleidet dadurch also in der weitesten Ausdehnung eine Aenderung 
von 0.04 und die Entfernung der äussersten Sterne von der Mitte ändert sich 


um eine Grösse 0.02, die sich durch die Messungen mit dem Heliometer garnicht 
verbürgen lässt. 


Abstandsmessungen im Perseus. 


Nr. |Sterne| Epoche | Scalen- |Zahl | Bogen- Syst. Corrig. wF. 
1890 + theile secunden Corr. Abstand | einer Beob. | des Mittels 
> a: 
S n U " n 

1 ag 3.39 41.7464 4 1670.52 + 0.11 1670.63 0.115 0.058 

2 bg 3.71 40.9695 4 1639.43 | + 0.10 | 1639.53 0.107 0.054 

3 cg 3.73 24.3068 4 972.66 | + 0.14 972.80 0.162 0.081 

4 ds 3119 23.9936 4 960.13 + 0.14 960.27 0.131 0.066 

5 eg 3.85 14.0781 3 963.35 + 0.22 563.57 0.153 0.088 
.6 fg 3.85 20.1471 4 806.20 | + 0.17 806.37 0.095 0.048 

U sh 3.36 9.8615 b) 394.62 + 0.23 394.85 0.115 0.066 

8 gi 3.36 23.7476 3 950.28 | + 0.14 950.42 0.176 0.101 

9 sk 3.41 26.3148 3 1053.01 ı + 0.12 1053.13 0.064 0.037 
10 gl 3.42 24.0645 3 | 962.96 | + 0.14 963.10 0.026 0.015 
11 gm 3.42 42.3040 3 1692.83 | + 0.11 1692.94 0.080 0.046 
12 gn 83.97 36.7910 3 1472.22 | +0.10 | 1472.32 | 0.177 0.102 
13 go 3.42 44.2803 3 1771.92 | + 0.12 | 1772.04 0.122 0.070 
14 sp 3.42 56.5988 3 2264.85 | + 0.08 | 2264.93 0.144 0.083 
15 ah 4.74 14.9538 5 598.39 | + 0.22 598.61 0.016 0.007 
16 ac 3.74 19.0629 3 762.82 + 0.18 763.00 0.072 0.042 
17 ad 3.41 23.9704 B) 959.20 | + 0.14 959.34 0.022 0.013 
18 ae 3.74 30.7138 4 1229.04 | +0.11 | 1229.15 0.058 0.029 
19 ap 3.97 98.0521 5 3923.64 | -+ 0.03 | 3923.67 0.169 0.076 
20 be 8.43 17.0866 3 683.74 | + 0.20 683.94 0.181 0.076 
21 bd 3.43 31.5963 3 1264.35 | + 0.11 1264.46 0.082 0.047 
22 bh 4.05 40.4547 4 1618.83 | + 0.10 | 1618.93 0.184 0.092 
23 bi 4.74 48.1882 5 1928.29 | +0.12 | 1928.41 0.104 | 0.046 
24 ed 3.77 17.8518 3 714.36 | + 0.20 714.56 0.123 0.071 
25 ce 3.95 17.6623 3 706.77 | + 0.20 706.97 0.213 0.123 
26 ch 3.95 25.7953 3 1030.62 | -+ 0.13 | 1030.75 0.047 0.027 
27 ci 3.95 36.6186 3 1465.32 | + 0.10 | 1465.42 0.038 0.022 
28 de 3.95 9.9389 3 397.71 + 0.23 397.94 0.049 0.028 
29 df 3.96 20.3878 3 815.34 | +0.17 816.01 0.112 0.065 
30 ef 3.31 15.9006 3 636.28 | + 0.21 636.49 0.182 0.105 
31 eh 3.31 22.0151 3 880.95 | + 0.15 881.10 0.068 0.039 
32 el 3.31 33.4496 3 1338.52 | + 0.12 | 1338.64 0.077 0.044 
33 fl 3.31 25.0991 3 1004.36 | +0.13 | 1004.49 0.091 0.052 
34 fm 4.55 37.7744 5 1511.57 | + 0.10 | 1511.67 0.045 0.020 
35 hi 4.55 14.2501 3 570.23 + 0.22 570.45 | 0.139 0.080 
36 hk 3.71 18.8023 3 752.39 | + 0.18 752.57 0.184 0.106 
37 hl 3.66 28.5364 B) 1141.91 + 0.12 1142.03 | 0.159 0.092 
38 hn 3.34 37.8569 3 1514.88 | -+0.10 | 1514.98 0.111 0.064 
39 ik 3.72 9.2948 3 871.94 | + 0.23 372.7 0.013 0.007 
40 il 3.65 35.1509 3 1406.59 | + 0.10 | 1406.69 0.083 0.048 
41 io 3.05 27.3734 3 1095.37 | + 0.12 | 1095.49 0.034 0.020 
42 kl 3.98 30.3931 3 1216.21 | + 0.12 | 1216.33 0.138 0.080 
43 kn 3.05 30.9533 3 1238.62 + 0.12 | 1238.74 0.086 0.050 


65 


Nr. |Sterne| Epoche | Scalen- | Zahl | Bogen- Syst. Corrig. w.F. 


1890+| theile | secunden Corr., Abstand | einer Beob. |des Mittels 
: = + 
4. | ko | 3.05 | 19.2900 | 3 771.91 | 150.18 772.09 0.090 0.052 
Dim 2 905 1718.4674 | 3 738.99 | +0.19 | 739.18 0.045 0.026 
Ac® iin “|0507 15.8412 | 8 633.90 | + 021 634.11 0.162 0.093 
Aal lo... |:319 [4898341 | 3: | 1573.99 | -1.0.10- |.- 1574.09 0.024 | 0.014 
48 | mn | 3.05 | 17.0080 | 3 680.59 | + 0.20 | 680.79 0.093 | 0.054 
49 | mp | 422 | ss.o118 | 5 | 1521.07 | +0.10 | 1521.17 0.208 0.093 
50 | no 3.79/ | 31.1582 | 3 | 1946.82 | + 0.12 | 1246.94 0.082 0.047 
51 | np 3.59 | 247138 | 5 988.94 | +0.13 | 989.07 | 0.206 0.093 
52 | op 3.52 | 25.1958 | 3 | 1008.28 | +0.13 | 1008.36 0.111 0.064 
53 | ai 3.58 | 55.5567 | 5 | 2223.15 | +0.09 | 222324 | 0211 0.094 
er 3.58 | 44.3068 | 5 | 1772.97 | 10.12 | 1773.09 | 0.194 0.060 
55 | fi 958 |743.4349 |.5: 1 1738.06 | -:0.11 | 1738.17 0.192 0.086 
56 | fp 4.18 | 64.9857 | 5 | 2598.46 0.00 | 2598.46 | 0.148 0.066 
57 | ip 356. A8sııml 5°: 1938.21: | 2.0.12: |.1983.33 0.157 0.070 
58 | im 3.56 | 51.9637 | 5 | 2079.37 | 10.11 | 2079.48 0.123 0.055 
59 | bf 3.53 | 49.9735 | 5 | 1999.73 | 10.12 | 1999.85 0.172 0.077 
60 | hp 5.64 | 54.0250 | 3 | 2161.86 | 0.10 | 2161.96 0.131 0.076 
61 | bm | 5.88 | 82.7894 | 5 | 331289 | —0.02 | 3312.87 0.121 0.054 


Theilt man dieses Verzeichniss der wahrscheinlichen Fehler einer Distanz- 
messung nach der Grösse der Abstände in Gruppen ab, nämlich folgendermaassen 


Gruppe Ahstünde Zahl Mittl. Abstd, En = ı ot vr yeL Belt 
1 Abi, ,600° 6 83 +0081 288 #03 170 #014 
9 600.800... 10 768 0.130 2.28 0.30 1.51 0.20 
3800-1000 9 988 0.11%, 2:01 0.22 1.42 0.16 
4 1000-1200 6 1085 0.084 1.95 0.16 1.40 0.10 
5 1200-140 6 1955 0.087. 1.79 0.16 1.34 0.12 
11002 1600 - 7. 1494 0.098 1.64 0.16 1.28 0.13 
71600-1800..r. 7.1700 0.134 1.53 0.21 1.24 0.17 
8 1800-2400 7 2083 0.149 1.39 0.21 118 0.18 
9 2400-400 83 3977 0146. 111 0.16 1.05 0.15 


so zeigt sich hier wieder dieselbe Erscheinung wie bei der Beobachtung des 
Löwenbogens, (Siehe vorliegende Abhandlung Seite 27), dass die w. F. einer 
Distanzmessung nicht im Verhältniss der Quadratwurzel der Bogenlänge an- 
wachsen, sondern dass die grösseren Abstände verhältnissmässig genauer als 
nach diesem Bildungsgesetz ausfallen. Auch hier würde wieder die Reduction 


eine bessere Ueber- 


/ 4000 
mit dem theoretisch nicht begründeten Factor V 
einstimmung hervorbringen. 


Um aber die ohnehin schon mühsame Ausgleichung der Beobachtungen nicht 
noch mehr zu erschweren, ist wie früher bei der Praesepe kein Unterschied in 
der Genauigkeit der Messungen der einzelnen Distanzen angenommen worden. 

Abhndlgn. d. K. Ges. d, Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F, Band 1,.. 9 
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Bei der Ausgleichung der Abstände ist wie früher schon bemerkt, in der 
Weise vorgegangen, dass zunächst zwei grosse über die ganze Gruppe gehende 
nebeneinanderliegende Vierecke mit ihren Diagonalen und zwei lange die 
äussersten Punkte verbindenden Linien für sich ausgeglichen sind und nachdem 
auf diese Weise sechs Punkte durch dreizehn Linien gegeneinander festgelegt 
waren sind die Bedingungsgleichungen für die übrigen Punkte nachträglich aus- 
seglichen worden. 

Auf diese Weise erreicht man einerseits den Vortheil einer bedeutenden 
Vereinfachung der Ausgleichung gegenüber der ungeheueren Arbeit, welche die 
Ausgleichung der Praesepe-Triangulation veranlasste und ferner kommen dabei 
auch die in grösserer Anzahl veranstalteten Messungen der Grundlinien mehr 
zur Geltung. 


Ausgleichung der Hauptfigur. 


Die vorläufigen Werthe für die Abstände der Sterne sind aus den ge- 
näherten Rectascensionen und Declinationen für 1890 auf Seite 4 dieser Ab- 
handlung durch strenge sphärische Rechnung abgeleitet worden. Sind «, und «, 
die Rectascensionen, Ö, und d, die Declinationen zweier durch eine Distanz- 
messung miteinander verbundenen Sterne 1 und 2, s der Abstand, » der Positions- 
winkel, ö das Mittel beider Declinationen, /« und A58 die Verbesserungen der 
Rectascension und Declination, & = Jacosd, y = 40, As die Verbesserung 
des Abstandes, so hat man die Gleichung (Vergl. Theil IV Seite 129) 


Is = +2,sinp— x,sinp + %,c08p — Y,C08P 


Ungeachtet der hohen Declination des Perseus konnte cosd für die ganze 
Gruppe constant angenommen werden, denn die äussersten Declinationen sind 


Grösste Declination für Sternpaar Nr. 34 fm 56 50.8 cosd 0.5469 
+ 0.0067 


Kleinste t 4 io 56 21.4 0.5536 
Mittel 0.550 


Für Verbesserungen der angenommenen Abstände im Betrage von einer Secunde 
entstehen in der Ausgleichung also Fehler von höchstens 0.0034 wenn für cos 
der Mittelwerth 0.550 in der ganzen Gruppe angenommen wird. 

Demnach führt die Ausgleichung des grossen Sechsecks a bipmf auf 
folgende 13 Bedingungsgleichungen 
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Nr. Sterne DBeob. Vorläuf. Beob.-Rechn. 


+ syst. Annahme n 
Corr. 
1 15 ab 598.61 598.30 +04 = —0.3362a + 0.336 2 + 0.942 ya — 0.942 yb 
2 23 bi 1928.41 1928.31 + 0.10 —0.999 db 0.999 + 0.049 b — 0.049 
83 57 ip 1933.33 1931.86 + 1.47 — 0.936 © + 0.936 5 — 0.351 © + 0.351 n 
4 49 mp 1521.17 1519.41 + 1.76 — 0.608 m -+0.608 p +0.794 m — 0.794 p 
5 34 fm 1511.67 1513.00 — 1.33 —0.385 f +0.985 m —0.174 f +0.174 m 
6 54 af 1773.09 1771.44 + 1.65 — 0.889 a +0839 f —0.54 a +04 f 
7 53 ai 2223.24 2222.72 + 0.52 —0.95 a +0.95 © +0296 a —0.296 
8 59 bf 1999.85 1998.39 + 1.46 —0.645 b +0645 f —0764 b +0.764 f 
9 58 im 2079.48 2077.86 + 1.62 — 0.421 © +0.421 m — 0.907 © + 0.907 m 
10 56 fp- 2598.46 2598.49 — 0.03 — 0.932 f +0932 p +0363 f — 0.363 pP 
221710219729 3923:67 3921.96 + 1.71 — 1.000 a +1.000 pp —0.005 a +0.005 » 
12 61 bm 3312.87 3312.02 + 0.85 —0.841 b 40.5841 m —0.541 5b +0.541 m 
182 55-bi. -1738.17 1237.84 + 0.33 — 0.360 f +0.360 © +0933 f —093 üi 


Die Coordinaten eines der 6 Punkte, den man als Ausgangspunkt betrachtet, 
sind willkürlich, man kann also setzen 


Za = 0 Ya (0 


und ferner kann man noch annehmen, dass die längste Linie ap durch die Aus- 
gleichung des Netzes keine Drehung erfahren soll, da der Positionswinkel ap 
doch noch durch besondere Beobachtungen bestimmt werden muss, es wird daher 
noch gesetzt 

yp = Ya — 0 


Es bleiben also die Gleichungen 


19° 2.041 = + 0.336 2b y — 0.942 yb 
2280410 — 0.999 &b 4099 +.0.049 ° b — 0.049 
a, — 0.936 i 0.936.100 
76 — 0.608 m  -+0.608. p +.0.794 m 
Ba Sltieg 0988 7 00m oa +0174 m 
Ge 83. 10,544 °F 
7 +03 +095 i 0.296 ii 
8.1.46 —0.645 db 10645 f — 0.764 b 10764 f 
On 1.62 — 0421 i +021l m —0.907 ü + 0.907 m 
10%. .0:03 0933 f +0.932 p +0.368 f 
ee 11.000 p 
2 +08 — 0841 b 1041 m —0541 5 +0541 m 
jse 6 0:83 0,360 f +0360 ü -0938.,7 —093 i 


Aus diesen 13 Gleichungen mit 9 Unbekannten folgen die Endgleichungen, 
in welchen.die gleichlautenden Ziffern links von der Diagonale fortgelassen sind. 


3 ab bat ©‘ m xp yb yf yi ym 
1 —1619 — + 2.234 — 0.416 — 0.998 — 0.707 + 0.582 — 0.493 + 0.049 — 0.455 
2 + 3.548 + 3.089 — 0.130 — 0.970 — 0.869 — 0.493 + 0.446 + 0.356 — 0.171 
3 — 1.342 + 3.093 — 0.177 — 0.876 -+ 0.049 + 0.336 -+ 0.043 — 0.382 
4 —.0.983 + 2.224 — 0.370 — 0.455 — 0.171 — 0.382 + 0.525 
5 + 4.128 + 3.115 + 0.338 — 0.329 + 0.483 
6 — 1.956 + 1.766 — 0.584 — 0.293 
7 + 2.540 + 1.913 — 0.871 — 0.030 
8 — 2.452 - + 1.907 — 0.823 
9 -+-3.095 + 1.778 
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Die Auflösung der Endgleichungen ergiebt die Werthe der Unbekannten 


zb = +.0.263 yb = — 0.322 
ft»... -+1.816 Ri + 0.256 
i + 0.346 i — 0.649 
m —+0.311 m 1.156 
»? .—+1.693 


und die Substitution dieser 9 Verbesserungen in die obenstehenden Bedingungs- 
gleichungen giebt 


Beobachtung Rechnung Beob.-Rechn. 
1 +04 +04 0.00 
2 0.10 + 0.10 0.00 
B) + 1.47 —+ 1.49 — 0.02 
4 de dr =_.0.01 
5 — 1.33 — 1.33 0.00 
6 A + 1.66 0.01 
7 + 0.52 + 0.52 0.00 
8 + 1.46 ig 0.00 
9 41.62 11.62 0.00 
10 —0.03 — 0.02 — 0.01 
11 al +.1.69 1.0.02 
12 +0,35 + 0.85 } 0.00 
13 1.0.33 1.0.32 00% 


Die Ausgleichung führt also zu dem überraschenden Resultat, dass die 
grossen Distanzen überall innerhalb weniger hundertel Secunden dargestellt 
werden. Nachdem nun die sechs Hauptpunkte fest und unabänderlich mitein- 
ander in Verbindung gebracht sind, sind die übrigen Punkte durch eine Aus- 
gleichung zweiter Ordnung einzuschalten. 

Die Bedingungsgleichungen der noch übrigbleibenden 48 Abstände lauten 
in ihrer ursprünglichen Form folgendermaassen 


Lfde. Abstd. Beob.-+ Rechn. DBeob.-Rechn. 
Nr. Nr.  syst. Corr. N 


1670.63 1670.55 


1 1 +008 = —0995 za +095 2x9 —V.10dya + 0104 yg 
3 2 1639.53 1639.40 + 0.13 —0.893 db +0893 g —0450 db +0450 g 
3 3 972.80 972.43 + 0.37 —091l c +091 g —0337 c +0337 g 
4 4 960.27 961.66 — 1.39 —096 d +096 g +0401 d —0401 g 
5 5 563.57 564.39 — 0.82 —0.898 e +0898 g +041 e —041l g 
6 6 806.37 807.08 — 0.71 —0210 f +0210 g +09758 f —091 g 
7 7 394.85 395.28 — 0.43 —0.287 9 +02397 h +098 g —098 A 
8 8 950.42 949.28 +1.14 —0.4831 9 +041 © -+087 9 —0837 8 
9 9 1053.13 1051.81 + 1.32 —0.758 9 +0758 k +0653 g —065 & 
10 10 963.10 962.65 + 0.45 —0836 9 +086 2 7 —0548 g +0548 2 
11 11 1692.94 1691.86 -+ 1.08 —071535 9 +07353 m —0622 g +062 m 
12 12 1472.32 1472.12 + 0.20 —06 9 +06 nn —0.357 9g +0287 nn 
13 13 1772.04 1770.81 + 1.23 —0.874 9 +03%4 0 +04856 9  —046 0 
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Lfde. Abstd.. DBeob.+ Rechn. Beob,-Rechn. 

Nr. Nr. syst. Corr. n 

14 14 2264.93 2263.40 +153 = —0998 x9g -+0998 xp -+0.068 yg — 0.068 yP 

15 16 763.00 763.29 — 0.29 —0.979 a +0979 ce +0.202 a —0202 c 

16 17 959.34 958.09 + 1.25 —0812 a +0812 d —054 a +0584 d 
7 18 1229.15 1228.15 + 1.00 —0.9339 a +699 e —034 a -034 e 

18 20 683.94 684.01 — 0.07 —0.801 b -+081 c —0598 db -+0598 c 

19 21 1264.46 1263.50 + 0.96 —0.458 db +0458 d —:083839 dD -08839 d 
20 22 1618.93 1620.03 — 1.10 —0975 db +0975 kh—0221l dB +0221 
21 24 714.56 714.67 — 0.11 —0.045 ce +005 d —099 c -+099 d 
22 25 706.97 706.40 + 0.57 —0.577 c +057 e —087 c -+0817 e 

23 26 1030.75 1031.29 — 0.54 —0.999 c -+099 R -+0049 ce —0.049 N 
24 27 1465.42 1464.36 + 1.06 —0.9339 c -+0939 © +0,34 c —0ö34 Gi 

DH 128 397.94 398.51 — 0.57 —0.9339 d +0939 e +0343 d —0343 e 

26 29 816.01 815.60 + 0.41 —0.8378 d +0878 f —049 d -+0479 f 
27 30 636.49 635.89 + 0.60 —.0,528 e 40528 f —08350 e -+080 f 
28 31 881.10 882.49 — 1.59 —070538 e +0703 kh +071 e —o71l h 
29 32 1338.64 1339.02 — 0.38 — 0.978 ee + 0.978 1 —0.208 e +0208 2 

30 35 1004.49 1006.11 — 1.62 —0.966 f -+0.966 7 40259 f —0.2359 2 

31 35 570.45 568.93 + 1.52 —0.608 h -+0603 % 140798 R —078 € 

32 36 752.57 750.46 + 2.11 —0912 Rh +092 Z +040 Rn. —040 % 
33 37 1142.03 1141.32 + 0.71 —0.607 Rh + 0.607 1 075 RAR +07 I 

34 33 1514.98 1514.27 + 0.71 —0.866 nR +0866 rn —050 A +0500 n 
35 39 372.17 371.98 + 0.19 — 0.920 +0920 k —039 0.393 
36 40 1406.69 1405.64 —+ 1.05 —0.250 % 0.250 7 —0.968 i + 0.968 2 

87 41 1095.49 1094.78 + 0.71 —1.000 ® 1.000 0o +0026 — 0.026 0 
38 42 1216.33 1214.85 —+ 1.48 —0.009 k -+0.009 7 — 1.000 k -+1.00 2 

39 43 1238.74 1237.32 + 1.42 —0.509 k -+0509 n —0860 5 -+080 mn 
40 44 772.09 771.75 + 0.34 —0.974 k 10974 0 +0226 5 —0.226 0 
41 45 739.18 738.65 + 0.53 —0705 1] 40.705 m —0.1709 7 + 0.709 m 
42 46 634.11 634.39 ©  — 0.28 — 0.972: 1 +0.972 n +0:237 1 —0.237n 
43 47 1574.09 1572.99 + 1.10 — 0.469 1 0.469 0 -+0.883 7] — 0.883 0 
44 48 680.79 680.78 + 0.01 —0.139 m +01399 nn -+0990 m —0990 n 
45 50 1246.94 1245.10 + 1.84 —0.095 .n +005 0 +095 nn —0.9% 0 
46 51 989.07 987.14 —+ 1.93 —0843 nm 083.» -+0539 mn —0539 9» 
47 52 1008.36 1007.48 + 0.88 — 0.712 0 +0.712 pp —0702 0o +072 p 
Aare 260 2161.96 2159.69 + 2.27 —0995 kA +095 pp —0104 RR -+0104 p 


Wenn aber hierin die bereits bekannten Werthe 


2a) —1.0:000 Yab—ı 3 0.000 
b + 0.263 b — 0.342 
1 + 1.816 fi + 0.256 
i + 0.346 » i — 0.649 
Mm —+ 0.311 m + 1.156 
p + 1.693 » 0.000 


eingesetzt und die zugehörigen Coöfficienten beseitigt werden, so bleiben die 
Bedingungsgleichungen nachfolgender Gestalt übrig: 


1 0.08 — % + 0.995 29 Yy 0.104 y9 
2 + 0.21 +0893  g + 0.450 9 
3 + 0.37 —0.941 c +091 g —0.337 € 0.337 9 
4 — 1.39 —0.916 d +0.916 9 +0.401 d —0.401 9 
5 — 0.82 — 0.898 e + 0.898 g +0.441 e —0.441 9 
6 — 0.58 +0.210 g —0.978 9 
7 — 0.43 —0.287 9 + 0.287 h +0.958 g —0.958 A 
8 —+ 0.41 — 0.481 9 +0.877 9 

) -+- 1.32 — 0.758 g +0.758 & + 0.653 9 —0.653 & 


10 +0.45 — — 0.856 &g + 0.856 1 — 0.548 yg -+ 0.548 „1 
11 +012 —0783 g a. —0.622 9 

12 4020 —096 g +0.966 m — 0.257 9 +0257 n 
13 +123 —0874 g 0.874 0 + 0.486 g — 0.486 0 
14 — 0.16 — 0.998 9 + 0.068  g 

15 0.29 +0.979 ce — 0.202 "€ 
16 -+ 1.25 +0812 d +058 d 
17 1.00 7.0.9397 Se + 0.344 e 
18 — 0.06 +0801 ce 0.598 ic 
19 + 0.78 + 0.458 d +0.839 d 
20 0.92 2 0.975 Rh 0,221 
21 —011l  —00485 c +0.045 d —0.999 € +:0:999 .d 
22 AO TTE OBELUNE RUE + 0.817 e 
23 —0.54 —0999 c 20.999. R +0.049 c —0.049 7 
24 +051  —0939 ce + 0.344 c 

25 =, 057 u 0939. Q 2.0.9397 'e 4.0.8343: .d —.0343 € 
26 — 131 —0878 d 0A 

27 —058 —0538 e — 0,850. \.e 

28 — 1.89. — 0.708) e 2.0.08 R "1.0.71 Me = Our lleacr 
29 —038  —0.978 e 7.0.9781 —.0.208 + 0.208 

30 + 0.07 +0.966 7 — 0.259 

31 1.0.79 2. 0.603) R +0793 

32 +211 —0912'% 70912 5% 10410 A — 0.410 & 
33 OT 2000 10.607 2 — 075. h 0.4957 

34 0.71.00 .0.806, 1% 10.866 — 0.500, °% + 0.500 m 
35 0.25 -2.:0,920., Kae +0393 K 
36 20.38 10250 1] + 0.968 ı 

37 +.1.07 41.000 0 — 0.026 0 
38 211.48. 0.009 10.0097 21.000, % =#1.0007 7 

39 +.1.42.:, 0.509 © + 0.509 .0:,86095% + 0.860 
40 1034 —0974 k 10974 0 40226 %&k —0226 0 
Aal = 051, —-.0.7059€7 —. 0.709, 08 

42 2028,09, 1 +0972 n 0.280, 1 — 0.237 n 
43 41.10: .—. 0.469) 7 +.0.469 0 10.883. 1 — 0.883 70 
44 — 1.09 +0139 n — 0.990 
45 11834 .—0095 u + 0.095 0 +0.995 n —0.995 0 
46 +050 —0843 m 0.539 :n 

47 —.0.83, .— 0.92 0 2.002) 0 

48 +05 —095 A 0.1045 


Die Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate führt auf nach- 
stehende 18 Gleichungen mit 18 Unbekannten: 
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ıge3 + 
066°0 —gLe'e + 
08,0 — 9800 —IsIEF + 
180°0 —|0#2°0 —000°1 —I6gg’s + 
0930 —|z89°0 —|S9T'0 — 
9830 — |990°0 —|008°0 — 19570 — 
700 


2670 —|860°0 + |Frr'o + lozz'o + 
60°0 +[802'0 +logz'o +Iser'o — 


DELETE 
8I60 — 95,7 + 
9080 — Ferro — 6985 F 
1970 |81Ir0 189,4 
3000 —[FTT'0 —|499'0 8660 — 


F1r0 +[ogz0 +|TOO’T +600°0 
0530 + 8870 —|600'0 —|087°0 
gEF0 — 8870 — 7280 + 


.gs7°0 + 8720 —|8Er'0 —|E6r'0 + 


8050 — 


of uh Ih 


ccroTt 
eeF0 — 8770 — 
esF0 — 8970 —|8080 — 


zugo +|s6ro + 
rro —le1z0 +looco + 


008'0 +|968'0 +-|sz2'0 + |ss8°0 + 
1980 + \sgs'o +Isc90 + 


yh | yK 


670°0 FIL18°0 —|TLF0 —|EF0°0 — 


Äh of ph 


uoguueyoqun gT JıIu uaguny9LoeTdg gl 


6700 + 


11707 
70:0 — 


1 ZI 


ah 


290 — 
sioı+ 
zrot+ 
8660 — 
0820 + 
LWrE0+ 
8050 + 
FTo+ 
8780 + 


Boos m SO 


k 


1860 + 
1000 — 
9IEo-t 
990 + 
Iso — 
2000 — 
got 
crıTtr 
GE One 


oBvam SO 


x 


woryeuruipg aop geypusoy 


ISSEeTt 


600°0 —1959°E + 


0850 —|C760 —ISs9F + 


6760 — 16450 — 


0x 


UX 


956.057 


1% 


1978 + 
092°0 —|898°0 —|sg8 0 — 1e8'C + 
G10 +|889'0 — 19680 +1198'0 F|LTE'0 —|F92'0 — 8860 —|669°0 —\c1a0 — 2800 — Fez6 + 


y% 


7670 —|908°0 —|89 7 + 
6880 —|s880 —IsE'E + 
866'0 —|a88'0 — 8880 —|080'0 


yx bx 9% px 


go87 + 


stur + 160 — 


% 


Die Darstellung der einzelnen Abstände gestaltet sich nach Einsetzen vor- 
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stehender Werthe folgendermaassen : 


Nr. der Abstd. 
Gleichung 
1 1 
2 2 
3 3 
4 4 
B) 5 
6 6 
7 1 
fe) 8 
$) 9 
10 10 
11 11 
12 12 
13 13 
14 14 
15 16 
16 17: 
17 18 
13 20 
19 21 
20 22 
21 24 
22 25 
23 26 
24 27 


Hier stellt sich wieder durchschnittlich eine recht gute Darstellung der 
einzelnen Abstände heraus, aber doch nicht in dem Maasse wie bei den ganz 
grossen Abständen im Sechseck. Die durch ihre Grösse etwas auffallenden 


Beob. 


+ 0.08 


Rechn, 


+ 0.03 
10.15 
+ 0.30 
—.1.38 


— 0.83 
— 0.34 
0.41 
+ 0.31 


+ 1.37 
10.34 
0 
+ 0.18 


1.131 
+. 0.08 
— 0.38 
-F1.23 


+ 0,87 
— 0.06 
10:78 
— 0.68 


010 
+ 0.58 
— 0.51 
+041 


Beob.- Nr. der Abstd. 
Rechn, | Gleichung 
+ 0.05 95 28 
0.06 26 29 
+ 0.07 27 30 
— 0.01 28 al 
+ 0.01 29 32 
— 0.24 30 33 
— 0.02 sl 35 
+ 0.10 32 36 
—.0.05 33 37 
60 34 38 
10,33 35 39 
1.0.02 36 40 
— 0.08 37 41 
—0.19 38 42 
+ 0.09 39 48 
1.0.02 40 44 
1.0.13 41 45 
0.00 42 46 
0.00 45 47 
— 0.24 44 48 
— 0.01 45 50 
— 0.01 | 46 5l 
— 0.03 47 52 
oo 8 60 


übrig bleibenden Fehler sind die nachfolgenden: 


Lfde. Nr 
6 
11 


20 
34 


Alle Messungen 


; Abstand Nr, 


und Reductionen für diese Sternpaare sind wiederholt geprüft 


6 
11 
22 
38 


Sterne Abstand 
fg 807° 
gm 1692 
be 684 
hn 1514 


worden, aber es hat sich kein Fehler herausgestellt. 


Ordnet man obige 48 Abstände nach ihrer Grösse, so erhält man die 


Tabelle: 


Beob. 


apa 
PüHrr 


Rechn. 


— 0.56 
— 1.31 
— 0.62 
— 1.40 


— 0.46 
+ 0.18 
10.91 
41.96 


+ 0.64 
0.95 
2.0.20 
1.0.54 


+ 0.95 
+ 1.47 
+ 1.40 
+ 0.20 


— 0.56 
— 0.44 
+.0.98 
101 


+ 1.75 
+ 0.55 
— 0.44 
+ 0.76 


Beob.-Rechn. 
024 
1.0.33 


— 0.24 
— 0.24 


Beob.- 
Rechn. 
22001 

0.00 


+ 0.04 
+0.01 


-+ 0.08 
— 0.11 
—.0:12 
+ 0.15 


+ 0.07 
—. 0.24 
+ 0.05 
—.0.03 


+ 0.12 
+ 0.01 
—+ 0.02 
+ 0.14 


0.05 
0.16 
+ 0.12 
—.0.08 


1.0.09 
—.0.05 
+01 
018 


e 
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Lfde, Nr. Abstand Nr. Abstand Beob.-Rechn. Mittel 
35 39 372 + 0.05 
7 7 395 = 002 A 
25 28 398 0:01 = 0:09 
5 5 564 0.01 
31 35 570 019 
42 46 634 + 0.16 
27 30 636 + 0.04 
44 48 681 — 0.08 
18 20 684 0.00 
22 25 707 — 0.01 
21 24 715 =0:01 + 0.05 
41 45 739 + 0.05 
32 36 753 + 0.15 
15 16 763 + 0.09 
40 44 772 + 0.14 
6 6 806 — 0.24 
26 29 816 0.00 
28 31 831 + 0.01 
8 8 950 + 0.10 
16 17 959 0.02 0.00 
4 ö 4 960 — 0.01 
10 10 963 2011 
3 3 973 + 0.07 
46 51 989 — 0.05 
30 33 1004 =0.11 
47 52 1008 0.11 
23 26 1030 — 0.03 
9 9 1053 — 0.05 + 0.02 
37 41 1095 + 0.12 
33 37 1142 0.07 
38 42 1216 + 0.01 
17 18 1229 20.13 
39 43 1239 + 0.02 
45 50 1247 + 0.09 + 0.06 
19 21 1264 0.00 
29 32 1339 + 0.08 
36 40 1407 —.0.03 
24 27 1465 + 0.10 
12 12 1472 + 0.02 —0.01 
34 38 1515 0,94 
43 47 1574 20,12 
20 22 1619 024 
2 2 1640 + 0.06 
1 1 1671 -+ 0.05 
11 11 1693 + 0.33 — 0.04 
13 . 13 1772 — 0.08 
48 60 2162 018 
14 14 2265 019 


Die Mittelwerthe für die einzelnen Gruppen sind nur geringfügig und zeigen 
mehrere Zeichenwechsel, so dass von einem regelmässigem Zusammenhange mit 
der Grösse des Abstandes nicht die Rede sein kann. In der letzten etwas weiter 
gefassten Gruppe wird der Einfluss der beiden letzten gleichlautenden Fehler 

Abhndlgn. d. K. Ges. d, Wiss. zu Göttingen. Math.-phys, Kl, N. F, Band 1,4. 10 


74 


durch den dem Abstand 11 entsprechenden nahe aufgehoben. Bildet man in 
vorstehender Tabelle die Summe der Fehlerquadrate und rechnet daraus den 
wahrscheinlichen Fehler der Messung einer Linie ohne Rücksicht auf ihre Länge, 
so erhält man 

w. F. einer Seitenlänge = 0.6745 v Au 


48—18 
Bei der Praesepe - Triangulation hatte sich der Fehler einer im Ganzen aus- 


— +0.09 


geglichenen Linie etwas grösser herausgestellt nämlich +0.118. 

Das Gesammtresultat der Ausgleichung des Sechsecks und der übrigen 
Figuren und die daraus hervorgehenden Verbesserungen der vorläufig ange- 
nommenen Sternörter ist in alphabetischer Reihenfolge 


Stern 2 = ZJecosö ah) | Ja PL) 
a 0.000 0.000 | 0.000 0.00 
b 0.263 —.0.342 0.032 —. 0,34 
e 0,319 41.0.325 —.0.039 1.0.33 
d 4-1.415 4.0.1438 ea 1.0.14 
e 40.845 0.208 0.102 4021 
f 41.816 2.0.256 210°.12:0.290 4.0.26 
8 —.0.007 1.0.347 — 0.001 1.0.35 
h —. 0.815 0.530 —. 0.099 4.0.53 
i +.0.346 —.0.649 + 0.042 2.0165 
k 1.0.646 — 0.998 0.078 1:00 
1 +.0.316 0.472 0.038 0A 
m +.0.311 11.156 + 0.038 2,116 
n 0,001 11.018 0.000 1.1.02 
o +.0.931 —.0.655 +.0.113 —0.66 
p + 1.693 0.000 1.0.205 0.00 


Damit sind also die ausgeglichenen Oerter bezogen auf das Aequinoctium 1890.0 
und gültig für eine mittlere Epoche von 1893.75. 


aa nach Pihl “ Verb. Verbess. Ort Ort nach Pihl Verb. Verbess. Ort 
a.’ 2 9: 10.606 0.000 10.606 +56 32 34.65 0.00 34.65 
b 9 34.850 0.032 34.882 23 11.20 —0.34 10.86 
c 10 40.951 —0.039 40.912 30 044 + 0.33 0.77 
d 10 44.827 —+0.171 44.998 41 54.39 + 0.14 54.53 
e 11 30.252 +-0.102 30.354 39 37.60 +021 37.831 
I 12 11.026 + 0.220 11.246 48 37.380 —+0.26 38.06 
g 12 31.644 —-0.001 31.643 385 28.78 +0.35 2943 
h 12 45.347 - —. 0.099 45.248 29 10.10  —+0.53 10.63 
i 13 26.710 0.042 26.752 21 36.30 —.0.65 35.65 
k 14 7.900 0.078 1.978 24 2.40 —1.00 1.40 
1 14 9.260 -+ 0.038 9.298 44 17.20 —+0.47 17.67 
m 15 12.650 + 0.038 12.688 53. 1:30,22 116 2.46 
n 15 24.140 0.000 24.140 41 47.10  +1.02 48.12 
o 15 338.400 + 0.113 38.513 21 7.60. —.0.66 6.94 
p 17.4910 + 0.205 5,115 32.55.20 0.00 58.20 


An diese Oerter ist nun noch das Ergebniss der Orientierung der ganzen 
Gruppe durch Festlegung der Richtung der langen Linie a» aus Beobachtungen 
am Heliometer selbst und an Meridiankreisen anzubringen. 
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Richtung der Linie ap aus Beobachtungen am &öttinger Heliometer, 


Tag Stern- | Bar. Th. |Stunden- |Axe| Messung k el el. Refr. | Aberr.] 1890.0 | Mittel 
zeit Winkel N 
h m mm o h m 0 ’ , ö ‚ D ‚ 0» ß 
9 März 30 | S 99| 7455 + 7|+5 56 v 89 43,35 | + 0.98 | + 0.23 | + 1.90 | — 1.94 | — 0.37 | 89 44.15 | 43.02 
B; 8 26.9 6 13 269 41.42 0.98 | + 0.05 | + 1.90 | — 2.10 | — 0.37 41.88 
Apr: 1. 8 41.2) 748 +11 | +6 23 v 89 42.92 | + 0.98 | — 0.12 | -+ 1.91 | — 2.21 | — 0.36 43.12 | 42.82 
8 58.7 6 45 269 42.65 0.98 | — 0.30 | + 1.92 | — 2.37 | — 0.36 42,52 
51 9104| 753 #/9 | +6 57 v 89. 43.78 | + 0.98 | — 0.45 | + 1.93 | — 2.52 | — 0.36 43.36 | 42.99 
, 923.9 710 269 43.25 0.98 | — 0.54 | + 1.94 | — 2.65 | — 0.36 42.62 
94 Oct. 27 20 39.0| 734 +12 | 5 35 | f |269 42.57 | + 1.15 | — 0.08) — 1.89 | + 1.70 | — 1.85 41.60 | 41.94 
F 217.20 5 12 89 43.18 1.15 | + 0.16 | — 1.88! + 1.52 | — 1.85 42,28 
Nov. ı |20 36.9| 754 + 6/5 37 | £ |269 44.77 | + 1.15 | —0.10|— 1.89] + 1.801—1.86| 48.87 | 43.77 
4 21724 5 ıl 89 44,50 1.15 | + 0.17 | — 1.85 | + 1.59 | — 1.56 43.67 
Dec. 3122 20.3| 749 + 2 |—353 f 1269 46.20) -+ 1.15 | + 0.99 | — 1.85 | + 1.06 | — 1.81 45.74 | 45.73 
22 52.8 3.21 89 46.05 1.16 | -+- 1.28 | — 1.84 | + 0.88 | — 1.81 45.72 
Mittel 43.33 


Aus den ausgeglichenen Heliometer-Distanzen folgt, vorläufig noch orientirt 
nach den angenommenen Oertern von Oertel und Pihl (vergl. Seite 74) 


Aequinoctium 1890 


h m S 0) ‚ " 
Stern a 2 9 10.606 +56 32 34.65 
p. 5217, :5.115 56 32 55.20 


Ss Au = 2754809 10 = 2085 8 = BE 324493 
und daraus ergiebt sich der berechnete Positionswinkel der Linie ap gegen einen 


durch die Mitte des Bogens gelegten Stundenkreis zu 894200. Der aus den 
Messungen am Heliometer hervorgehende Positionswinkel ist dagegen wie oben 


89 43/38 


es würde demnach der ganzen Gruppe eine Drehung von 89’43.38 — 89 42.00 — 
4.1.33 gegeben werden. Wenn der der Mitte der Gruppe nahegelegene Stern g als 
Drehungsmittelpunkt angenommen wird, ergeben sich hieraus die an die Oerter 
der übrigen Sterne noch anzubringenden Verbesserungen in Rectascension und 
Declination nach den Ausdrücken 


4104 — 0C0Sp secd.dp — Iö secd.dp 
d.d6 = — osinp dp —= — Ju cosd.dp. 


Nach Berücksichtigung dieser aus der Drehung herrührenden Verbesserungen 
handelt es sich dann darum die ganze innerlich ausgeglichene Ortsbestimmung 
der Sterne am Himmel festzulegen und dazu bot sich vorläufig als einziger Weg 
die Benutzung der in den Krüger’schen Zonen Helsingfors- Gotha enthaltenen 
Oerter der Sterne. Ich habe deshalb die am Heliometer bestimmten Oerter 


10% 
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damit verglichen, aber Unterschiede gefunden, die mir viel Mühe und weitläufige 
Rechnungen verursacht haben, da sich sehr erhebliche Unterschiede zeigten. 
Dadurch erschien meine durch Positionswinkel - Messungen erhaltene Orientirung 
der Gruppe als sehr zweifelhaft, indem sich namentlich in den Declinationen ein 
fortschreitender Gang in den Abweichungen zeigte. Nachdem diese Unter- 
schiede später ihre Erklärung gefunden haben, wird es überflüssig sein, nun 
noch eine Schilderung der vielfachen Bemühungen und Nachrechnungen der Be- 
obachtungen zu geben, dagegen werde ich zum Schlusse dieser Abhandlung die 
Zonenörter einer Prüfung unterziehen und zeigen, dass darin unerwartet grosse 
Unregelmässigkeiten stecken. 

Die Oerter der beiden Sterne a und p waren schon früher am Reichen- 
bach’schen Meridiankreise beobachtet worden, da aber dieses schon aus dem 
Jahre 1819 stammende Instrument ungeachtet vieler von mir veranlasster Ver- 
besserungen, die den Gebrauch zum Theil ausserordentlich bequemer gestaltet 
haben (z. B. electrische Beleuchtung der Microscope usw.) doch die Deeclination 
nicht sehr genau liefert, weil die veraltete Einrichtung des Albidaden-Niveau am 
Höhenkreise ohne erhebliche Kosten nicht abgeändert werden konnte, so war es 
wünschenswerth, noch anderweitige Bestimmungen der Sternörter zu erhalten 
und auf meine an Geheimrath Förster gerichtete Bitte hat Dr. Battermann am 
Berliner Meridiankreise im Jahre 1897 Rectascensions- und Declinations-Unter- 
schiede der Sterne a und p beobachtet, die eine Prüfung meiner Positionswinkel- 
Messungen liefern. Als aber damit die Oerter Helsingfors- Gotha immer noch 
sehr schlecht dargestellt wurden, wurden dann auf eine abermalige Bitte sämmt- 
liche 15 Sterne meiner Triangulation im folgenden Jahre je zweimal am Berliner 
Meridiankreise beobachtet. 

Das gesammte Material der Beobachtungen an Meridiankreisen ist das 
folgende: 


Beobachtungen am Reichenbach’schen Meridiankreise in Göttingen 
bezogen auf das mittlere Aequinoetium 1890.0. 


a 

Tag Kreis | Fäden AR. Decl. AR. i Decl. Beobachter 
hm Ss 0 ‚ " h n Ss o Pe 

1891..Oct.. 28:0 15 |2 9 10.58 | +56 3283.12 17 5.05 | +56 3252.8| Buschbaum 
30) 0 21 10.59 30.7 4.98 51.2 
Noy. 7.1. 0 21 10.63 35.6 5.04 53.7 
2838| W 21 10.40 34.4 5.12 51.4 

1892 Nov. 26| W 16 10.53 34.5 5.18 53.3| Grossmann 
1895 Nov. 18! W il 10.70 32.8 5.17 50.1 
N | 10.73 | 34.0| 5.19 | 49.5 


Daraus folgt im Mittel 
hm s OB, bh ms 048 m 
Epoche 1893.16 2 9 10.593 | -+ 56 32 33.6 | 2 17 5.104 I+ 56 32 51.7 
m 3 M 
de = +7 54511 Jd= +181 
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Wenn auch diesen Beobachtungen nur ein geringer Genauigkeitsgrad zu- 
kommt, so darf doch nicht verschwiegen werden, dass späterhin am Göttinger 
Meridiankreise noch verschiedene Verbesserungen angebracht sind, nämlich zu 
Anfang 1893 eine neue Einrichtung zur Einstellung bei Nadirbeobachtungen, 
1897 Verbesserung des Alhidaden-Niveau, Abschleifen der Stahlstange am Micros- 
coprahmen zur Aufhängung des Niveau, und dass dadurch besonders unter der ge- 
schickten Benutzung des Instruments durch Dr. Schwassmann die Resultate 
später an Genauigkeit sehr gewonnen haben. 


Beobachtungen am Meridiankreise in Berlin. 
Aequinoetium 1897.0. 


1397.20e:, 29. Klemme! Os, Aue 17 54.953 4.46 —=,.2-.017.48 


Nov. 7 54.881 17.58 

14 W 54.866 17.00 

19 54.963 16.78 

Mittel 1897.86 da = +47 54.916 Ad = +017.21 
Reduction für Präcession — 0.410 + 2.67 
Unterschied 1890.0 + 7 54.506 + 019.88 


Dazu kommen noch die Beobachtungen im folgenden Jahre 


Mittl. Aequinoctium 1898.0. 


Stern Tag Klemme [2 Mittel ö Mittel 
h m 8 8 ’ " " 

a 1898 Nov. 6 (0) 2 9 43.662 | 43.706 | -+ 56 34 50.29 | 50.40 
Dec. 6 W 43.749 50.51 

b Nov. 4 [6) 2 10 8.003 | 7.998 | + 56 25 26.61| 26.52 
Decmer W 7.993 26.43 

c Och.229 (6) 2 11 14.128| 14.135 |+56 3215.49 | 15.78 
Dec. 20 W 14.142 16.08 

d Oct. 28 Ö 2 11 18.279| 18.306 |-- 56 44 9.62! 9.62 
| Dec. w 18.332 = 

e Nov. 8 O0 212 3.705| 3.688 |-+-56 41 52.14| 52.32 
Dec. 29 W 3.671 52.49 

f Nov. 12 (6) 2 12 44.718 | 44.693 | + 56 50 52.35 | 52.28 
Dec. 27 W 44.668 52.20 

g Nov. 13 o 2 13 4.980) 4,982 | 4-56 3743.73 | 43.82 
Dee. 24 W 4.983 43.92 

h 98 Nov. 20 [0) 2 13 18.532| 18.510 | +56 31 24.58 | 24.73 
99% Jan. 71 W | 18.488 F 24.88 

i Nov. 13 [0) 2 14 0,069| 0.046 | +56 2349.20 | 49,44 
Dec. 24 W 0.024 49.68 
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Stern Tag Klemme @ Mittel ö Mittel 
Rome ns s \ 
k 11898 Nov. 12| O0 |214 41.395)-41.319 | +56 2614.47 | 14:62 
Dec. 27| W 41.313 14.78 
1 Nov. 8 2 14 42.659 | 49.712 | +56 46 30.86 | 30.84 
Dec. 29) 0 42.766 30.81 | 
W 
m Oct. 28 2 15 46.304! 46.306 | 56 55 14.96 | 15.97 
Dec. 21 46.309 15.58 - 
) 
n Oct. 91 w |2 15 57.687 | 57.685 | 56 54 051| 0.70 
Dec. 20 57.683 0.89 
0 Nov. 4| 0 |216 11.923| 11.921 | 56 23 19.82 | 19.98 
Dec. 7 W 11.919 20.15 
p Nov. 6| 0.12.17 38:714| 38.724 | 56 35 6.,78| 7.02 
Dee el w | 38.733 7.26 | 


Hieraus folgt zunächst für die Orientierungslinie ap 


Epoche 1898.9 Aegq. 18980 +755.018 + 0116.62 
Red. auf 1890 —..0469 + 3.05 


1590.0 +7 54.549 +019.67 


Man hat demnach für das Aequinoctium 1890.0 aus Meridiankreis-Beob- 
achtungen 
Göttingen 18932 +7 54 511=+ 7117.66 E1818..4 Buschbaum, 3 Grossmann 
Berlin 34.9 54.508 7117.62 19.83 4 Battermann 
2 98.9 54.549 7118.24 19.67 2 Battermann 


und daraus den Positionswinkel ap und die mit Rücksicht auf verschiedene Er- 
» wägungen angenommenen Gewichte 


Göttingen 1893.2 89 44.12 Gew. 05 
Berlin 1897.9 42.58 4 
.1898.9 42.77 2 

Mittel mit Gewichten I 89 42.76 


Dagegen haben die directen Messungen des Positionswinkels am Heliometer 


ergeben o=d, 
Epoche 1894.06 II 89 43.38 


Betrachtet man die Bestimmungen an Meridiankreisen und am Heliometer 
als gleichwerthig, so hat man im Mittel 


ı I+ID 8943.07 
und demnach die Drehung der Gruppe gegen die Annahme Oertel-Pihl 
do 07 


Die dieser Drehung um den Stern g entsprechenden Verbesserungen I« 
und 2/6 sind an die Oerter auf Seite 74 anzubringen. 


‚pen 4 
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Damit erhält man für 1890,0 


Ausgangswerthe Verbesserte aber noch nicht 
endgültige Oerter 


h m s 3 N) n hıms 
a 2 9 10.606 —0.007 156323465 +052 | 2 9 10.599 +56 32'35/17 
b 9 34.882 — 0.028 2310.56 + 0.45 9 34.854 23.13 
@ 10 40.912 —- 0.012 30 0.77 _ + 0.28 10 40.900 30 1.05 
d 10 44.998 + 0.015 4154.53 0.27 10 45.013 41 54.80 
e 11 30.354 + 0.009 3937.31  -+0.16 11 30.363 39 37.97 
f 12 11.246  -+ 0.029 4838.06 + 0.05 127°11:275 48 38.11 
g 12 31.643 35 29.13 12 31.643 35 29.13 
h 12 45.248  —0.014 2910.65 — 0.03 12 45.234 29 10.60 
i 13 26.752 —.0.031 21 35.65 —0.14 13 26.721 21 35.51 
k 14 7.978 ° —.0.026 24 140 —.025 14 7.952 24 1.15 
1 14 9.298 0.019 44 17.67 —.0.26 14 9.317 44 17.41 
m 15 12.688 -- 0.039 532.46 0:41 15 12.727 53 2.05 
n 15 24.140 0.014 4148.12 — 0.44 15 24.154 41 47.68 
{0) 15 38.513 _— 0.033 21 6.94 —0.48 15 33.480 21 6.46 
p 17 5.115 -— 0.006 3255.20 —0.70 14..5.109 32 54.50 


Um diese Oerter auf das System des Fundamental-Catalogs der Astro- 
nomischen Gesellschaft zu beziehen, sind die Beobachtungen von Dr. Battermann 
am Berliner Meridiankreise zu verwenden, die zu diesem Zwecke ebenfalls auf 
das Aequinoctium von 1890.0 zu redueiren sind. Damit ergiebt sich mit Be- 
rücksichtigung des Sfachen der Präcession für die in der Mitte liegende Epoche 
1894.0 die Vergleichung mit obigen noch nicht endgültigen Göttinger Oertern 


E.B. für Berlin 1890 Berlin minus 
"Berlin Aegq. 1898.0 Epoche 1898.9 — 5.15 Jahre Göttingen 

h m Ss i Ss r " ’ " h m 3 0 ’ ” 8 n 
BD 943.706 —33.250 +56 345040 — 215.51 2 910.456 -+56 323489 —0.14 — 0.3 
7.998 — 33.222 25 26.52 15.35 9 34.776 2311.17 —008 —01 

14.135 — 33.326 32 15.78 14.94 10 40.309 30 084 —0.09 —02 
18.306 — 33.395 44 9.62 14.91 10 44.911 415471 —010 —01 
3.688 — 33.428 41 52.32 14.63 11 30.260 3937.69 —0.10 —0,3 
44.693 — 33.519 50 52.88 14.37 f 12 11.174 483851, — 040 704 
4.982 — 33.465 37 43.82 14.23 12 31.517 8529.59. 013 #05 
18.510 — 33.443 31 24.73 14.15 12 45.067 2910.58 —0.17 0.0 
0.046 — 33.442 2349.44 13.89 13 26.604 21:35:55 2, .-— 0.12 0.0 
41.319 — 33.495 26 14.62 13.62 a x 14 7.824 34,.1.005° 0.1302 2209 
49.719 — 33.611 46 30.84 13.61 -+ 0.019 — 0.10 14 9.120 4417.13. 020  — 03 
46.306 — 33.725 55 15.27 13.19 + 0.007 — 0.05 15 12.588 53 2.03 —0.14 0.0 
57.685 — 33.672 44 0.70 13.19 15 24.013 414758, 014. 01 
11.921 . — 33.568 23 19.98 13.09 15 38.353 81.76.96 0.13. + 0,6 
38.724 — 33.719 35 7.02 12.46 17 5.005 325456. —0.10 +01 

Mittel —0.125 0.00 


Bringt man diesen Unterschied 0.125 0.00 in Rechnung, so erhält man 
als Resultat der heliometrischen Triangulation bezogen auf eine Orientierung 
der Linie ap durch Meridiankreisbeobachtungen in Berlin und Göttingen und 
durch Messungen des Positionswinkels am Göttinger Heliometer die Tabelle A. 
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Epoche 1893.75 Aequinoctium 1890.0 B 
Berlin Meridkr. minus Berlin minus 
Göttingen Heliometer Göttingen 
m S 0 r Ss " S n 5 " 8 
9 10.474 +56 3235.17 —. 0.02 — 0.5 + 0.008 — 0.20 10.477 34.97 —0.02 —01 
9 34.729 23-11:31 + 0.05 —0.1 + 0.011 —0.18 34.740 11215 + 0.04 0.0 
10 40.775 30 1.05 + 0.05 —0.2 +0.005 —o011 40.780 0.94 40.03 —0.1 
10 44.358 41 54.30 -+ 0.02 —01 —0.006 —0.11 44.382 54.69 + 0.03 0.0 
11 30.238 39 37.97 + 0.02 — 0.3 — 0.004 —.0.06 30.234 37.91 +0.03 —0.2 
12 11.150 4838.11. 7.0.08: 0.504 0012. .—-002 11.138 38.09. 2.004.07.04 
195313918 35 29.13 0.00 + 0.5 31.518 29.13 0.00 +05 
12 45.109 2910.60  — 0.04 0.0 1.0.0066. +001 45.115 1061 —0.05 0.0 
13 26.596 21.35.51 -+- 0.01 0.0 + 0.015 + 0.06 26.609 32.90 0.00 0.0 
14 7.827 ee ) 0.00 —0.2 + 0.010 + 0.10 7.337 1.25 — 1.017 02 
14 9.192 44 17.41 — 00% —. 0,3 —.0.008. + 0.10 9.184 17:51 N 
15 12.602 532.05 —. 0:01 0.0 —0.015 + 0.16 12.587 2.2]: 0:00927--02 
15 24.029 41 47.68 —.0.02 —01 — 0.006  -+ 0.17 24.023 47.85 00 (013 
15 38.355 21 6.40 0.00 + 0.6 + 0.0153 -+ 0.19 33.368 6.59 +001 +04 
17 4.984 3254.50 +00 +01 | 5.0.0021 0.28... 4.986. , 54,78 1.0.0922. .02 


Aus der Zusammenstellung der Indexfehler des Positionskreises auf Seite 57 
ersieht man, dass der aus den Berliner Meridianbeobachtungen der Perseussterne 
ap abgeleitete Werth aus der Reihe der übrigen ein wenig heraustritt, nämlich 
nur + 0.32 beträgt, während der aus dem Ausdruck k = +#11720.113 


(t — 1895) folgende Werth [für 18941 + 1.07 sein würde. Nach den Meridian- 
beobachtungen in Berlin ist der Declinations-Unterschied der Sterne p und a auf 
1890 redueirt, mit Berücksichtigung der Gewichte +1981, in der obigen Zu- 
sammenstellung A dagegen + 19.33. Der Unterschied von 0.48 würde sich durch 
eine Drehung der ganzen Gruppe um den Stern g im Betrage von —0483 be- 
seitigen lassen und die entsprechende Aenderung der Sternörter ist neben A in 
der Columne B enthalten. Der Mittelwerth Berlin-Göttingen in Columne B ist 
0.002 — 0.03 und bringt man diesen kleinen Unterschied noch an die Oerter 
in B an, so erhält man die Columne C. 

Es bedeutet also um noch einmal zu wiederholen 
A die Orientierung der Gruppe durch die Linie a» mit Hülfe des Indexfehlers 
aus der Gesammtheit aller Bestimmungen über 10 Jahre mit Berücksichtigung 
der allmähligen Aenderung, C dagegen die Orientirung nach den Declinationen 
der Sterne « und » am Berliner Meridiankreise. 

Als schliesslich anzunehmende Form habe ich den Ausdruck 4 (A-+C) ge- 
wählt und damit ist das Endresultat der ganzen Untersuchung 


& 


Oerter von fünfzehn helleren Sternen der beiden benachbarten 
Sternhaufen A und y Persei aus Beobachtungen am Göttinger Heliometer 
für die Epoche 1895.75 und das Aequinoctium 1890.0. 


Grösse | AR. Praec. |Var.saec.| E.B. Decl. Praec. | Var.saec.| E.B. | Berlin— Göttingen 
+56°|B.D. Kr. 
| HasEmeas Ss Ss 0 ET) 7 " Ss ) 
6.6 6.712 9 10.477 | + 4.1533 | + 0.0721 + 56 32 35.06 | + 16.952 | — 0.328 — 0.02 02 
89 8.9 9 34.736 4.1499 0716 Dalai 16.933 0.329 + 0.04 0.0 
8.6 3.6 10 40.779 4.1628 0720 30 0.98 | 16.880 0.332 + 0.05 — dl 
85 8D 10 44.886 4.1715 0727 | 41 54.73 16.877 0.332 + 0.02 0.0 
6.7 64 11 30.237 4.1756 0726 39 37.93 16.342 0.354 + 0.02 — 02 
8.0 8.2 122 1151745 4.1570 0731 48 38.09 16.3809 0.337 + 0.05 +04 
85 8.6 12.531.519 4.1803 0724 332912 16.793 0:337. 0.00 + 0.5 
82 72 12745.113 4.1775 0720 29 10.59 | 16.782 0.337 —-0:08 0.0 
838 34 | 13 26.604 4.1773 0716 | 2135.59 16.749 0.339 0.00 0.0 
84 83 142,1:833 4.1841 0713 s N ) 16.716 0.341 ” — 0.01 02 
6.7 6.6 14 9.189 4.1985 0729 | — 0.0037 44 17.45 16.715 0.342 | + 0.02| — 0.07 —— 08) 
20,87:0 15 12.596 4.2127 0734 | — 0.0014 5322.12 16.663 0.345 | + 0.01) — 0.01 —01 
85 83 15 24.027 4.2060 0728 41 47.75 16.654 0.345 — 001 (0), 
84 8.6 15 38.363 4.1930 0716 21 6.48 16.642 .0.345 —0:01 +05 
92 17. 4.986 4,2120 0726 32 54.63 16.572 0.354 + 0.02 ze 


Die Praecession für 1390, säculare Variation und Eigenbewegung sind den 
Zonen von Krüger entnommen worden und die Grössenangaben in der ersten 
Linie der Bonner Durchmusterung und daneben den soeben genannten Zonen. 
Für Stern p, der bei Krüger fehlt, ist die Präcession berechnet worden. Am 
rechten Ende ist noch einmal der Unterschied Berlin Meridiankreis minus 
Göttingen Heliometer aufgenommen. 


Nach brieflicher Mittheilung von Prof. Battermann (1899 Mai 18) beruhen 
die Beobachtungen dieser Sterne und somit auch die obigen Oerter in letzter 
Linie auf der Position des Sterns & Cassiopejae in den Astron. Nachrichten 
Bd. 147 Seite 57, die für die Epoche 1893.75 von dem Ort des Fundamental- 


Catalogs der Astronomischen Gesellschaft um +.0.012 und — 0.11 abweicht. 


Nachdem nun das Resultut dieser Untersuchung vollständig abgeleitet ist; 
wird es von Werth sein auch anderweitige Vermessungen dieser beiden Stern. 
haufen heranzuziehen und in erster Linie werden die Ergebnisse der Krüger’- 
schen Zonenbeobachtungen in Helsingfors- Gotha zu untersuchen sein, da mit 
Ausnahme des Sterns p alle übrigen in den Zonen enthalten sind. Das Ergeb- 
niss der Vergleichung mit Helsingfors-Gotha und mit den übrigen in der Ein- 
leitung erwähnten Beobachtungen ist im Folgenden zusammengestellt, nachdem 
die Oerter auf 1890.0 reducirt worden sind. 

Nachstehende Unterschiede sind im Sinne Krüger minus Schur, Oertel 
minus Schur usw. aufzufassen. 


Abhndign,. d. K. Ges. d, Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl, N, F. Band 1,4. 11 
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Helsingfors Gotha 


2030 
2043 
2071 
2073 
2093 
2113 
2117 
2120 
2157 
2148 
2150 
2177 
2187 
2190 


so dass eine Vergleichung damit angemessen ist, nämlich 


werden müssen, aber auch die Declinationen stimmen nicht gut überein. 


Ep 


1800 + 


70.1 
79.0 
50.0 


[0 0) 
D 


Bronsky u. Stebnitzky 
1.71 


159 

8 D 

76 10.05 +0.7 

119: 12.005 201 

293 | -+0.06 — 02 

311 |4006 +01 

304-° |=1.0.07.12..0:6 

630 |--0.05 00 

662. |+003 . 00 
880... 0120. 203111 
744a|-+ 0.05 —0.3| 33 
S40 |—0.01 —05|] 77 
843 |+005 +09| 78 
993 |-+0.05 — 0.1] 150 
1008 |-+0.10 — 0.1159 
1032 |+0.04 +0.1]|171 
1151a | + 0.06 — 0.211232 


Krüger Bonn 


Heliom. 
1861.7 
Ss " 

+ 0.10 0.0 
—+ 0.10 0.0 
+ 0.03 0.0 
+0.01 — 02 
+ 0.04 0.0 
+ 0.01 0.0 
+0.01 +01 
+ 0.03 +0.2 
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34 
52 
19 
74 
75 
9 


Oertel 
1888 
S " 

+013 —04 
220.17 08 
-- 0.06 —0.3 
+ 0.02 — 03, 
— 0.12 —0.3 
+0.12 —0.3 
+023 —05 


Bei H. C. Vogel kommen nur die Sterne Z und m nach meiner Bezeichnung 
vor und es hat deshalb die Vergleichung mit meinen Oertern nur geringes 
Interesse, dagegen ist eine grössere Zahl in den Krüger’schen Zonen vorhanden, 


Helsinsf.— Gotha 


2131 
2150 
2152 
2153 
2154 
2157 
2158 
2163 
2164 
2165 
2166 
2171 
2175 
2187 
2189 


Vogel 


meowmonad ob B H-rA oa 


Krüger— Vogel 


—.0.07 
014 
001 
1.0.02 
— 0.04 
1.0.04 
2005 
1.0.02 
1.0.07 
1.0.23 

0.00 
2.0.03 
4.0.02 
0.10 
.0.18 


2.04 
01 
201 
+06 


10 
06 


1.9 
+02 
— 02 
A 

0.0 
ug A 
ig 
1.03 
+09 


Grösse 
Krüger Vogel 
7.8 8.2 
6.6 6.6 
8.4 8.3 
94 sp 
9.2 9.4 
8.4 8.5 
9. 8.9 
8.7 88 . 
9.0 8.8 
9.2 9.0 
8.5 8.5 
9:1 9.0 
ZÜL 7.7 
8.3 8.0 
8.2 8.5 


Die Unterschiede zwischen den Helsingforser Zonen und. der Göttinger 
Triangulation sind sehr unregelmässig, auch wenn man bei den Rectascensionen 
auf die hohe Declination der Gruppe Rücksicht nimmt in Folge derer zur 
Reduction auf den grössten Kreis die Unterschiede ungefähr durch 2 dividirt 


Ehe 


mir die genauen Berliner Meridianbeobachtungen zu Gebote standen habe ich 
zahlreiche Versuche gemacht eine Uebereinstimmung durch Drehung der ganzen 
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Gruppe hervorzubringen, wodurch meine Positionswinkel- Messungen am Helio- 
meter stark in Zweifel gezogen wurden. Dass diese Unregelmässigkeiten nicht 
der Göttinger Triangulation zur Last fallen, zeigt die recht gute Ueberein- 
stimmung mit den Berliner Meridianbeobachtungen. Eine Unregelmässigkeit in 
den Oertern der Helsingforser Zonen ist nun auch durch die Vergleichung mit 
Vogel’s Vermessung am sechszölligen Refractor in Leipzig angedeutet. 

Sehr befriedigend stimmen dagegen die Messungen von Krüger am Bonner 
Heliometer mit der Göttinger Triangulation überein, wenn man erwägt, dass ein 
Zwischenraum von beinahe einem drittel Jahrhundert dazwischen liegt und die 
Eigenbewegungen nur bei zwei Sternen / und m in Betracht gezogen werden 
konnten. 

Krüger hat seine heliometrische Vermessung auf zwei von Argelander am 
Bonner Meridiankreise beobachtete Sterne bezogen, nämlich BD + 56.522 und 
+ 56.530. Der letztere ist der Stern e meiner Triangulation und es ergiebt 
sich der Unterschied 


Bonn Meridiankreis minus Göttingen Heliometer — 0.038 + 0.02 


Bringt man diesen Unterschied noch in Rechnung, so hat man die Ver- 
gleichung der Heliometermessungen 


Bonn minus Göttingen 


R 0.06 0'0 
b -+.0.07 0.0 
ce 0.00 0.0 
il —.0.03 — 02 
e 0.00 0.0 
f 0.03 0.0 
& 0.03 An 
h — 0.01 +02 


also eine vorzügliche Uebereinstimmung, wenn man noch /« durch Multiplication 
mit 0.55 auf den grössten Kreis reducirt. 

Für die photographische Aufnahme von Bronsky und Stebnitzky ist eine Ver- 
gleichung sämmtlicher von mir beobachteten Sterne möglich und es scheint deshalb 
auch noch eine Vergleichung mit den Berliner Meridianbeobachtungen von Werth. 


Brons. u. Steb. minus Schur Batterm.—Schur Brons.—Batterm. | Brons.—Schur Brons.—Batterm. 


S " Ss " 3 2 S " Ss 2 
a +0.03 +07 — 0.02 —0.2 +0.05 +03] —0.02 +07 —0.01 +08 
b +0.05 —01 + 0.04 0.0 +0.01 —0O1 0.00 °—0.1 —0.05 —01 
(0% + 0.06 —0.2 +0.0.5 —0.1 +0.03 —0.1]| -+0.01 —02 —0.03 —0Ol 
d Are 00 ro 401. 00 +01 
e oz 06 00,202, 27005.204 7000 106. —001 —04 
f + 0.05 0.0 +003 +04 + 0.02 — 0.4 0.00 0.0 —0.04 —04 
8 10053 00 oo 0,50 00 ot — 05 
h +012 —053 — 0.05 0.0 +017 —03 | +0.07 —053 +011 —03 
i +0.0.5 —0.3 0.00 0.0 + 0.0.5 — 03 0.00 —0.53 — 0.01 —0.3 
k —0.01 —05 —0.01 —02 0.00 —0.3 | -— 0.06 —0.5 —0.06 —0.3 
1 00 03 120100101 0.00- 4.09. 0.06 12 
m +005 —01 —0.01 —0O1 —+ 0.06 0.0 0.00 —0.1 0.00 0.0 
n +010 . —0O1 —0.01 —0.2 +011 +017 -+0.05 —Ol1 +005 +01 
0 ae no 05 28005204 | 001 +01, 001 —0A 
p or oe or 0 01001 02 700,01 
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Die Differenzen Battermann — Schur müssen ihrer Entstehung gemäss im 
Mittel Null geben. Bringt man dasselbe auch in den Differenzen Bronsky u. 
Stebnitzky — Schur und Bronsky u. Stebnitzky — Battermann hervor, indem man 


0.05 00 und —0.06 0.0 hinzufügt, so ergeben sich die letzten beiden 
Columnen. 

In Anbetracht, dass die Oerter von Bronsky und Stebnitzky nur auf zwei 
photographischen Aufnahmen beruhen ist die Genauigkeit eine recht befriedigende. 

Durch diese Triangulation ist eine Grundlage für fernere Aufnahmen ge- 
schaffen, die wohl am zweckmässigsten durch die Photographie geliefert werden, 
wobei die Constanten zur Reduction der photographischen Aufnahmen durch die 
heliometrisch bestimmten Oerter der helleren Sterne ermittelt werden können. 

Ich hätte einen Theil der Beobachtungen, nämlich die Bestimmung mancher 
schwächerer Sterne noch übernehmen können, sofern sie am Heliometer 
messbar sind, aber die Arbeit würde dadurch sehr in die Länge gezogen werden. 
Es ist empfehlenswerth die Anwendung des Heliometers nicht weiter zu treiben 
als zur Beschaffung der Grundlagen und das Uebrige der Photographie zu über- 
lassen, die bei genügender Exposition Sterne zur Darstellung bringt, die am 
Heliometer garnicht oder nur bei grosser Anstrengung der Augen messbar sind. 
Auch lässt sich ein grösseres Aequatoreal mit Faden-Mikrometer hierzu ver- 
wenden indem Rectascensions- und Declinations-Unterschiede gegen mehrere der 
im obigen Verzeichnisse enthaltenen 15 Sterne gemessen werden. 


Beifolgende Karte der beiden Sternhaufen, worin die zwei grossen Vierecke 
und die übrigen Dreiecke eingezeichnet sind, ist eine Copie aus der Abhandlung 
0. A.L. Pihl, The stellar cluster y Persei mierometrically surveyed. Christiania 
1891 und bezieht sich auf das Aequinoctium 1870. 


Verbesserungen zu früheren Veröffentlichungen der Sternwarte. 
a) Stern-Catalog für 1860 nach Klinkerfues, von W. Schur 1891, Astr. Mitthlgg. 
Zweiter Theil. 


Bei Gelegenheit einer Vergleichung von Oertern aus diesem Catalog mit 
denjenigen des elften Stücks des Catalogs der Astronomischen Gesellschaft 
richtete Herr Geh.-Rath Auwers im Jahre 1893 an mich eine Anfrage, die eine 
Prüfung einiger Reductionen veranlasste und nachstehende Verbesserungen ergab. 


Catalog Nr. 1828 64 10.0 
1884 ©1000 
5475 au 26.0 
5532 11369 
5769 Ro! 
5790 4 2,22 = 120.1% 
5955 —ı 888 == 10.1 
5964 1 0016 
5968 + 0.98 21a 13.3 
5980 918 
6064 913 an 7.9 
6067 00: 1 
6100 20,05 


6842 wenn Gruppen a und 5 verwechselt sind, ö viel- 


leicht um + 9.8 zu verbessern. 
6444 — 10.00 
6477 + 10.0 


Ferner bedürfen die Rectascensionen der Zone f von 1861 October 26 einer 
durchgehenden Correction. Die Anschlusssterne für diese Zone sind nämlich 
hauptsächlich dem Cataloge von Schjellerup entnommen und die Ausgleichung 
für diesen Tag hatte für den stündlichen Gang der Pendeluhr Hardy den unge- 


wöhnlichen grossen Werth — 0.824 ergeben, der schon bei der Berechnung gegen 
die benachbarten Tage auffiel, aber in Ermangelung sicherer Sternörter nicht 
weiter geprüft werden konnte. In der Einleitung zum Catalog der Astr. Ges. 
Seite 102 ist dieser Gang durch Vergleichungen mit späteren Beobachtungen er- 
heblich redueirt worden. Der abweichende Gang ist dadurch entstanden, dass 
die zu seiner Berechnung besonders beitragenden Sterne Schjellerup 8503/4 und 
8534 zu Anfang, und 9158 und 9235 zu Ende des Beobachtungsabends stärkerer 
Correctionen bedürfen. Nachdem die Zone + 15 bis +20 veröffentlicht ist und 
mir die Sternörter aus der Zone +5 bis +15 seitens der Leipziger Sternwarte 
mitgetheilt worden sind, lässt sich der Uhrgang jetzt mit grösserer Zuverlässig- 


86 
keit aus den 17 Anschlusssternen ableiten, nämlich 


h m 8 8 
für 21 48,0 Uhrstand — 2.63, stündl. Gang — 0.599 


während früher angenommen war 


9,59 — 0.824 
Damit erhält man die Verbesserungen der Rectascensionen aus der Zone f 

für 210.0 022 
10 — 0.18 

20 — 0.15 

30 — 0.11 

40 — 0.07 

50 — 0.03 

22 0 0.00 

10 + 0.04 

20 + 0.08 

30 +0411 

40 + 0.15 


Eine Anzahl der Sterne der Zone f ist auch in der Zone g von October 27 
enthalten wobei sich der stündliche Gang der Uhr zu 0.34 ergeben hatte, der 
einigermaassen mit den benachbarten Werthen übereinstimmt; für die mit fg 
bezeichneten Sterne des Göttinger Catalogs ist daher an die Reetascensionen die 
Hälfte der gegebenen Verbesserungen anzubringen, wenn man die Zone g allein 
als nicht verbesserungsbedürftig ansieht. 

Ueber die durch den Quecksilber - Contact verursachten grossen Störungen 
im Gang der sonst vortrefflichen Pendeluhr Hardy vergleiche man meine Be- 
merkungen auf Seite XII der Einleitung zum Göttinger Stern-Catalog. 

Ausser den obigen Verbesserungen sind noch die nachfolgenden zu bemerken 

Nr. 3081. Es ist nach Dr. Kam (Brief von 1896 Febr. 16) besser die ur- 


sprüngliche Declination nämlich + 11.1849.8 herzustellen anstatt 
die Scalenablesung um einen Theil zu verändern. 


6299. — 0.48 
6571. — 5.5963 anstatt — 3.6963, — 5 177.0 anstatt — 514 7'0 


Ferner finden sich noch Verbesserungen in: Public. of the Astr. Soc. of 
the Pacif. Vol. XI, Nr. 71, Seite 259, nämlich 


Ne D.M. 98 Anstalt 9.38 
h h 
2121. 8 az 
5602. 2 68757.10.17.116.568% 
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b) Die Oerter der helleren Sterne der Praesepe von W. Schur. 
Astron. Mittheilungen. Vierter Theil. 


Seitem 1922, 13 v:0. 


101 


141 


Seite 183 


184 
288 


259 


ferner 
299 


305 


s s 
161 anstatt 151 

h m h m 
1839 .3 anstatt 1819 .3 


4v.o0 

(6) 21.71 3 21.89 

N—0 —0.28 5 — 0.45 

Oc.-St. — 165 A — 266 

Refr. +-548 5 + 601 

Abstand 161.3480 „ 161.3412 
20 v. o. Aberr. + 19 anstatt + 47, Abstand 161.3415 anstatt 3443 
21 3497 3525 
22 3355 3383 


letzte Zeile 


MEN0O: 


7.218 v. 0. 


22 v0 


BORvERO! 
D6EVMO, 


26 v0: 


Zuvs us 


h m h m 
+0 43 anstatt +0 39 
+ 0.61 5 + 0.59 


53.72 e 53.70 
53.82 i 53.81 
35 A 36 


Eine Unrichtigkeit in der Verwandlung der Scalentheile in Bogensecunden 
bei der Distanz Nr. 135 bringt folgende Abänderungen hervor 


für Nr.135 90.82 anstatt 91.00, 90.86 anstatt 91.04, 
+.2.957 anstatt +2,95, — 120.76 anstatt — 120.96, 
+.2.957 anstatt +2.965, — 120.76 anstatt — 120.96. 


Winneeke 28  Schur 21 41.296 anstatt, 41.304, 
23.68 anstatt 23.48 


41.296 anstatt 41.304; 23/68 anstatt 2348 


41.296 anstatt 41.304, 23/68 anstatt 23'48 
193102 49390, 3013. 29,98 


— 0.131 anstatt — 0.123, —078 anstatt — 0.98, 


00 00088, 20.0242 _,* ., —.0.080 
00043 0, 5004, 10015,. ,„ 0.09 
12.0.0000 ° #2.0:0003, .0.008° :., 0.002 


20 anstatt 26 


Gould 12 834.75 anstatt 84375 


3 


c) Sehur und Stichtenoth, Olbers’ Beobachtungen, Göttingen 1899. 
Seite 1 Zeile 15 v. o, Jahrzehnt anstatt Jahrzent 


64. 65 Fig. 5 anstatt Fig. 3 
6 h 4 
65 13v.o. HCB anstatt DoB 
145 4 vu. confuser anstatt confusser. 


Verbesserungen. 


Seite 2 6v. W bis anstatt bei 
B=y..u. Resultaten anstatt Resulaten 
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"Theorie der automatischen Seismographen. 
Von 


E. Wiechert. 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung am 23. Februar 1901. 


Einleitung. 


1. Vorwort. Die bisher mit den automatischen Seismographen gewonnenen 
Resultate erwecken in erfreulichster Weise die Hoffnung auf werthvolle Auf- 
schlüsse über die Umgestaltungen der Erdrinde, deren Begleiterscheinung die 
Erdbeben sind, und über die physikalische Beschaffenheit der Erde. So ist denn 
heute das Interesse an der seismischen Forschung reger als je; der Bau 
von seismischen Apparaten und Warten wird mit Eifer betrieben, und man 
ist bemüht, die Organisation des Beobachtungssystemes auf der Erde zu 
verbessern. — Diesen Bestrebungen entspricht es nicht ganz, dass vielfach 
noch recht unbestimmte Vorstellungen über die Wirksamkeit der Apparate 
herrschen, und dass sogar sehr wesentliche Irrthümer wieder und wieder 
ausgesprochen werden. So scheint es mir ein dankbares Unternehmen, einmal 
die Apparate und ihre Leistungen einer eingehenden Prüfung zu unterziehen, 
um so ein wenig dazu beizutragen, dass dem Forscher auch die rechten Werk- 
zeuge in die Hand gegeben werden. Dieser Gesichtspunkt hat im Folgenden die 
unbedingte Herrschaft. Dennoch darf ich hoffen, dass auch unabhängig von der 
Seismik sich für die mathematische Physik manches Interessante ergeben wird. 

Da mechanische Probleme behandelt werden müssen, durfte ich eine weit- 
gehende Anwendung der Mathematik nicht scheuen ; andererseits verkenne ich 
nicht, wie sehr es gerade in diesem Falle darauf ankommt, auch denjenigen 
Lesern das Verständniss thunlichst zu erleichtern, welche der Handhabung mathe- 
matischer Formeln nicht gewohnt sind. Um einen Ausweg zu finden, habe ich 
mich bemüht, das Einfache vom Komplieirten möglichst zu trennen und durch 
öfters eingeschaltete Zusammenstellungen sowie durch reichliche Anwendung von 
eursivem Druck die Uebersichtlichkeit zu erhöhen. 

1* 
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2. Bei der Auswahl des Stoffes musste ich mich fragen, was denn eigentlich 
von den Diagrammen der Seismographen zu verlangen sei. Mit der einfachen 
Feststellung, dass ein Erdbeben stattgefunden hat, ist der Wissenschaft jedenfalls 
zu wenig gedient, man wird mindestens noch Angaben über Zeit und Intensität be- 
anspruchen. Schon hierbei kommt die Theorie in einem Maasse in Betracht, 
das meist unterschätzt wird. Nehmen wir zum Beispiel an, es handele sich 
um die Bestimmung der Geschwindigkeit, mit der sich die Erschütterungen 
über die Erde ausbreiten. Man könnte meinen, dass es dann hinreichend wäre, 
festzustellen, wann der Seismograph anfängt, unter der Einwirkung der Erd- 
erschütterungen merklich unruhig zu werden. Dies ist aber keineswegs richtig; 
es würde nur gelten, wenn die Erderschütterungen mit der stärksten Bewegung 
einsetzten oder doch mit einer Bewegung, die sich von der stärksten nicht 
wesentlich unterscheidet, — so aber spielen sich die wirklichen Vorgänge in der 
Regel nicht ab, denn es treffen meist nacheinander Bewegungen mit bedeutend 
anwachsender Intensität ein. Infolge dessen wird man oft im Ungewissen darüber 
bleiben, ob die erste bemerkbare Unruhe des Seismographen den Beginn des 
Erdbebens oder eine spätere Phase bezeichnet. Die Schwierigkeiten wachsen 
noch weiter an, wenn man versucht, Geschwindigkeitsbestimmungen für spätere 
Phasen der Erderschütterung vorzunehmen. Es kommt dann der Umstand 
störend in Betracht, dass die üblichen Apparate auf Schwingungen verschiedener 
Periode mit weit verschiedener Empfindlichkeit reagieren. Bei einem und 
demselben Erdbeken können selbst Apparate gleicher Konstruktion, wenn sie 
nur geringfügig anders regulirt sind, die Anschwellungen der Intensität zu ver- 
schiedenen Phasen zeigen. — Dass die Intensitätsvergleichungen ohne eine sorg- 
fältige Berücksichtigung der Theorie nicht minder unsicher sind wie die Zeit- 
bestimmungen, braucht nach dem zuletzt Gesagten nicht näher auseinander gesetzt 
zu werden. Eine grössere Unruhe des Seismographen bedeutet eben nicht ohne 
Weiteres eine grössere Unruhe des Erdbodens, sondern kann sich auch dadurch 
erklären, dass Schwingungen zur Geltung kommen, für welche der Seismograph 
besonders empfindlich ist. 

Schauen wir zurück, so zeigt sich deutlich, dass selbst dann, wenn nur An- 
gaben über Zeit und Intensität verlangt werden, auf Konstruktion und Regulierung 
des Seismographen sowie auf die Art der Erderschütterungen sehr wohl geachtet 
werden muss. Damit das letztere möglich sei, müssen die Diagramme nicht nur 
den Grad der Unruhe des Seismographen zeigen, sondern auch die Art der er- 
regenden Erderschütterungen zu beurtheilen erlauben, sie müssen lesbar sein. 

3. Einige Probleme. Sobald dieses erreicht ist, eröffnet sich dem Forscher 
eine neue Welt. Schon der erste Anblick lesbarer Diagramme lehrt, dass ein 
Erdbeben keineswegs eine Folge unregelmässiger Erschütterungen ist, und ein 
genaueres Studium zeigt selbst in solchen Einzelheiten Gesetzmässigkeiten, die 
zunächst als Spiele des Zufalls erscheinen. — Als besonders wichtig ist zu- 
nächst hervorzuheben, dass nicht Stösse, sondern Schwingungen vorherrschen. Die 
Periode variüirt in weiten Grenzen, von kleinen Bruchtheilen einer Sekunde 
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bis zu einer Minute und darüber, und zwar finden wir schon bei einem und 
demselben Erdbeben nacheinander oder superponirt Schwingungen verschiedener 
Periode. Anfänglich, vor dem Eintreffen der Schwingungen grösster Amplitude, ist 
das Gewirre meist ziemlich gross. Später gestaltet sich das Bild einfacher. 
Eine bestimmte Periode erlangt die Vorherrschaft, oder es deuten regelmässige 
An- und Abschwellungen darauf hin, dass Wellenzüge mit nicht weit verschie- 
dener Periode interferiren. Bedeutungsvoll ist ferner, dass in jedem Erdbeben 
nach einander Erschütterungen verschiedenen Charakters eintreffen, die oftmals mit 
sehr ausdrucksvollen Einsätzen beginnen. Die Diskussion über die physikalische 
Deutung dieser verschiedenen Bewegungen ist noch nicht abgeschlossen, man 
denkt an longitudinale und transversale Schwingungen, sowie an Fortpflanzung 
längs der Oberfläche und durch das Innere der Erde. — Die Feststellung des 
Zeitintervalles zwischen dem Eintreffen der verschiedenen Bewegungen erlaubt 
in ziemlicher Schärfe die Bestimmung der Entfernung des Erdbebenherdes. — 

Neue Probleme bieten sich, wenn man die Diagramme verschiedener Erd- 
beben in ihren scheinbaren Unregelmässigkeiten vergleicht. Da ist die Ueberein- 
stimmung manchmal höchst überraschend. Ich habe dies schon in meiner ersten 
Veröffentlichung über die seismometrischen Beobachtungen im Göttinger Geophysi- 
kalischen Institut!) hervorgehoben, und es sind dort auch zwei solche nahe über- 
einstimmende Diagramme reproducirt. Seit jener Zeit wurden noch sehr viel 
auffälligere Beispiele gewonnen. Vor allem haben zwei Erdbeben vom 27. Sep- 
tember 1899 und vom 15. Januar 1900 so nahe gleiche Bewegungen verursacht, 
dass das eine Diagramm wie eine nicht ganz getreue Kopie des anderen erscheint; 
jede Ausbiegung der Kurve in dem einen Bild findet sich an entsprechender 
Stelle in dem anderen wieder. Offenbar handelt es sich hier — und ähnlich in 
den anderen Fällen — um Erdbeben, die an nahe der gleichen Stelle der Erde 
ihren Ursprung hatten. Doch ist die Möglichkeit, dieses aus den Diagrammen 
zu erkennen, für uns immerhin nur in zweiter Linie von Bedeutung, — bei 
weitem wichtiger ist, dass die genaue Uebereinstimmung in den Einzelheiten es 
ganz unmöglich macht, ihre Entstehung zufälligen Unregelmässigkeiten in 
der Aufeinanderfolge von Dislokationen zuzuschreiben, die die Erderschütterungen 
bewirken. Wir müssen vielmehr unbedingt schliessen, duss die Dislokationen ver- 
hältnismässig einfacher Art sind, und — schnell verlaufend — nur den ersten Impuls 
für die Erdbewegungen abgeben. Wie diese sich dann in ihren Einzelheiten gestalten, 
das muss den Zufälligkeiten der Auslösung entzogen sein. Wir können annehmen, 
dass die Massenvertheilung und die elastische Beschaffenheit im Bereiche des 
Erdbebenherdes, dann in der Erde überhaupt, zur Geltung kommt, und erkennen 
so, dass auch das scheinbar Unregelmässige in den Diagrammen für die Geophysik 
von grosser Wichtigkeit ist. — 

Andere interessante Aufgaben stellen sich ein, wenn man die verschiedenen 
Komponenten der Erdbewegung vergleicht. Zunächst ist es nach den Göttinger 


1) Nachrichten der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, math.-phys. Klasse 
1899, Heft 2, S. 195. 


(6) E. WIECHERT, 


Erfahrungen in vielen Fällen sehr wohl möglich, auf die Richtung zu schliessen, 
in welcher das Epicentrum liegt. Weit wichtiger noch ist, dass die Bewegungen 
nicht in einer bestimmten Ebene erfolgen, — etwa in der Vertikalebene, welche 
das Epicentrum enthält. Es finden vielmehr in der Regel ausser in der Verti- 
kalen Schwingungen nach allen möglichen Richtungen des Horizontes statt. 
Dabei liess sich in einigen Fällen, so bei dem Venezuela-Erdbeben vom 29. Oktober 
vorigen Jahres ganz scharf erkennen, dass verschieden gerichtete Wellenbewegungen 
nacheinander eintreffen. — 

Für alles, was ich bisher erwähnte, genügen die Registrirungen an einem 
einzelnen Orte. Zu ihrer vollen Bedeutung für die Erforschung der physikalischen 
Beschaffenheit der Erde können die Erdbebenbeobachtungen aber erst 
gelangen, wenn die Registrirungen an verschiedenen Orten mit einander ver- 
glichen werden, sodass es möglich wird, die Fortpflanzung der Bewegung durch 
die Erde und ihre Umwandlung auf dem Wege zu verfolgen. Für diesen Zweck 
ist in erster Linie ein System von Stationen mit ausführlich schreibenden In- 
strumenten zu wünschen, welches über die Erde verbreitet ist; daneben wäre es 
jedoch auch von grosser Wichtigkeit, wenn in verhältnissmässig kleinen Gebieten 
Netze enge bei einander liegender Stationen zur Verfügung ständen, welche ge- 
statteten, genauere Einzelheiten bei der Fortpflanzung längs der Erdoberfläche 
zu beobachten, so zum Beispiel die Abhängigkeit von den geologischen Ver- 
hältnissen. Hier ist ein deutliches und unverfälschtes Urtheil über den Verlauf 
der Bewegung nicht nur im Interesse der Zeit- und Richtungsbestimmungen zu 
verlangen, sondern auch im Interesse der Intensitätsvergleiche. Wir müssen 
uns daran erinnern, dass bei dem Studium fühlbarer Erdbeben gerade durch den 
Vergleich der Intensität an verschiedenen Orten, durch die Untersuchungen der 
Regelmässigkeiten und der Anomalien schöne und werthvolle Resultate ge- 
wonnen wurden. So werden wir mit Interesse dem entsprechenden Studium 
mit Seismographen entgegensehen, wo es sich oft um weit grössere Schwingungs- 
perioden und demgemäss weit grössere Wellenlängen handelt, sodass die Ge- 
staltung der Erdrinde in wesentlich anderer Weise zur Geltung kommt. 

Ausser den eigentlichen Erdbeben kommen für die Seismik vor Allem die 
lange Zeiten hindurch gleichmässig anhaltenden „Pulsationen“ der Erdoberfläche 
in Betracht, welche ich zum Theil wenigstens auf Wellenzüge zurückführen 
möchte, die von der Meeresbrandung verursacht werden. — Eine andersartige 
Reihe von Problemen wird durch die langsamen Bewegungen der Erdoberfläche und 
der Vertikalen geboten, für welche uns Ebbe und Flut ein Beispiel zeigen. — 

4. Inhaltsübersicht. Diese wenigen Bemerkungen, welche nur Einzelheiten 
herausgreifen sollten, mögen hier genügen; sie werden jedenfalls deutlich zeigen, 
dass tiefgreifende Aufschlüsse über den Bau der Erde und ihrer Rinde sich ganz 
von selbst ergeben werden, wenn es einst möglich sein wird, mittels lesbarer seismischer 
Diagramme die Entstehung und die Wanderung der Erdbebenwellen über die Erde 
zu verfolgen. Unsere Aufgabe für die folgenden Ausführungen aber ist klar 
vorgezeichnet: Wer werden nicht nur untersuchen müssen, wie man empfindliche 
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Seismometer bauen kann, sondern auch, wie lesbare Diagramme zu erhalten und zw 
entziffern sind. 

Im ersten Theile werden im Folgenden die allgemeinen theoretischen Gesichts- 
punkte besprochen werden, welche für die Beurtheilung der Instrumente maass- 
gebend sein müssen. Im zweiten Theile folgen dann speciellere Untersuchungen 
über Einzelheiten der Konstruktion, mit denen Erbauer und Beobachter zu rechnen 
haben. Dabei wird sich Gelegenheit bieten, einzelne Instrumente näher zu be- 
schreiben, also ganz ins Individuelle zu gehen. Hier werde ich mich in weitem 
Maasse auf die zusammenfassende und vergleichende Arbeit von R. Ehlert‘) 
über seismische Instrumente berufen können. 

Von grossem Interesse war es mir, zu erfahren, dass die Technik ganz 
ähnliche Probleme zu behandeln hat wie die Seismologie und dabei ganz ähnliche 
Mittel anwendet. Der schöne Pallograph von Schlick zum Beispiel, gebaut zum 
Studium der Vibrationen von Schiffer, unterscheidet sich nur durch seine geringere 
Empfindlichkeit von einem Seismographen. In dieser Hinsicht ist eben die Seismik 
viel ungünstiger gestellt wie die Technik: sie muss weit kleinere und langsamere 
- Bewegungen beobachten, also weit grössere Empfindlichkeit verlangen. Immerhin 
wird die folgende Theorie bis zu einem gewissen Grade auch die der Pallo- 
graphen umfassen. — 

5. Die praktischen Grundlagen für meine Arbeit fand ich zunächst in den 
vorliegenden sehr zahlreichen Veröffentlichungen über seismische Apparate ins- 
besondere in der soeben citirten Schrift von R. Ehlert. Hierzu kamen Erfahrungen, 
die ich bei Besuchen seismischer Warten zu sammeln Gelegenheit hatte, sowie 
experimentelle Untersuchungen und Registrirungen im Geophysikalischen Institut 
der Göttinger Universität, welche durch Unterstützung der Kgl. Gesellschaft der 
‘Wissenschaften zu Göttingen ermöglicht wurden. Da es weiterhin vielfach nöthig 
sein wird, auf diese Arbeiten Bezug zu nehmen, scheint es geboten, hier eine 
kurze Uebersicht zu geben. 

Ich nahm die Seismometrie im Jahre 1898 auf und baute unter Benutzung der 
‚photographischen Registrirmethode ein Horizontalpendel mit der Absicht, lesbare Dia- 
gramme zu erzielen, die ich bei dem literarischen Studium schmerzlich vermisst 
hatte. Dazu wurden eine kräftige Dämpfung und eine verhältnissmässig grosse 
Zeitskala angewandt. Durch die Dämpfung sollte der störende Einfluss der 
Eigenschwingungen des Pendels beseitigt werden. Für die Zeitskala der Re- 
gistrirung wählte ich !/ıomm in 1 Sekunde, also 36cm in 1 Stunde, das ist eine 
mehrfach grössere Geschwindigkeit, als sie bisher bei dauernden photographischen 
Registrirungen üblich war. — Trotz seiner einfachen Bauart hat das Instrument 
sich gut bewährt. Nähere Angaben über die Einrichtung und die gewonnenen 
Resultate wurden im Juli 1899 in dem schon genannten Bericht veröffentlicht. 
Auf dem internationalen Geographenkongress in Berlin im Herbst desselben 
Jahres hatte ich die Ehre, in der Sitzung, in welcher Dr. Hecker über "seine 


1) Beiträge zur Geophysik von G. Gerland, Bd. 3, 3. 350, 1898. 


& E. WIECHERT, 


Untersuchungen seismischer Apparate im Potsdamer Geodätischen Institute 
sprach und Prof. Dr. Gerland seine Pläne über die Schaffung einer internationalen 
Vereinigung entwickelte, auch von den Göttinger Arbeiten berichten zu dürfen, 
und unter Hinweis auf die Hecker’schen Ergebnisse und die vorgelegten Dia- 
gramme die Bitte auszusprechen, bei seismischen Registrirungen auf Lesbarkeit 
der Diagramme durch Anwendung einer Dämpfung und einer hinreichend grossen 
Zeitskala Gewicht zu legen. Es ist mir eine Freude und eine neue Anregung für 
die folgende Arbeit, bemerken zu können, dass ich an verschiedenen Stellen An- 
klang fand. 

Im Sommer vorigen Jahres erhielt ich durch die Güte der k.k. Akademie in 
Wien leihweise ein 3-faches Ehlert’sches Pendel. Es stellt dieses eine Ver- 
besserung jenes Apparates dar, mit welchem v. Rebeur Paschwitz seine be- 
rühmten, leider durch den Tod frühzeitig unterbrochenen Untersuchungen in 
Strassburg gemacht hat. In seinen Vorschlägen „zur Errichtung eines inter- 
nationalen Systems von Erdbeben-Stationen“') sagt er: „Es ist wünschenswerth 
und für den Erfolg des Unternehmens wichtig, dass alle Stationen gleichwertige 
Instrumente wählen und dass diese überall auf den gleichen Grad von Em- 
pfindlichkeit gebracht werden“. Der leitende Gedanke hierbei ist, dass die Beob- 
achtungen vergleichbar werden sollen. Von Paschwitz schlug in erster Linie, aber 
„vorbehaltlich späterer Ausgestaltung“ ein Horizontalpendel seiner Konstruktion 
vor, von dem er annahm, dass es den Bedingungen der Vergleichbarkeit der Be- 
obachtungen Genüge leiste. Spätere Untersuchungen haben gelehrt, dass dieses 
nicht obne Weiteres zutrifft, denn die Eigenschwingungen sind übermächtig und 
die Diagramme nicht lesbar. Wollen wir also das schöne Vermächtniss von v. Rebeur 
Paschwitz in seinem Sinne weiterführen, so müssen wir darauf Bedacht 
nehmen, die Unvollkommenheiten, welche mit der Kindheit der Seismographie, 
wie jeder Forschung verknüpft sind, thunlichst bald zu beseitigen. Hierzu hoffe 
ich mit den folgenden Ausführungen einen Beitrag liefern zu können. Sehr gerne 
erwähne ich, dass das Pendel von v. Rebeur Paschwitz in der ursprünglichen, 
sowie in der von Ehlert herrührenden Form mit verhältnissmässig geringem 
Aufwand so umgewandelt werden kann, dass es unserem Verlangen nach ent- 
wirrbaren Angaben über die Erdbewegungen am Aufstellungsorte zu genügen 
vermag: dazu ist nur nöthig, eine Luftdämpfung anzubringen, was leicht geschehen 
kann, und eine schnellere Registrirung zu benützen, für die ein Jahresaufwand 
von 800—500 Mark recht wohl hinreicht. 

6. Für die mechanische Registrirung wurden in Göttingen 1898 und 1899 
nur Vorarbeiten gemacht. Ende 1899 unternahm ich dann mit Unterstützung 
der Königlichen Staatsregierung eine Studienreise nach Italien, um die 
seismischen Stationen dieses Landes kennen zu lernen, in welchem die mecha- 
nische Registrirung schon seit Langem und mit schönen Erfolgen studirt und 
verwendet worden ist. “Ich besuchte die Stationen in Rom, Rocca di Papa, 
Ischia, Padua und lernte die Herren Seismologen Palazzo (Rom), Cancani 


1) Beiträge zur Geophysik von G. Gerland, Bd. 2, S. 775, 1895, 
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(Rom), Agamemmone (Rocca di Papa), Grablowitz (Ischia), Vicentini (Padua) und 
Pacher (\, Padua) kennen. Für die liebenswürdige Aufnahme und das Entgegen- 
kommen, welches mir wunbeschränkten Einblick in alle Einzelheiten ge- 
währte, möchte ich nicht verfehlen, auch an dieser Stelle meinem wärmsten 
Dank von Herzen auszusprechen. Es erfüllte sich so die Hoffnung, mit welcher ich 
die Reise angetreten hatte: ich erwarb die Grundlagen für meine weiteren 
praktischen Arbeiten. — 

Nach Plänen, die auf der italienischen Reise zum Abschluss kamen, wurde 
in Göttingen ein Horizontalseismograph für mechanische Registrirung erbaut, 
welcher im Juni 1900 seine Arbeit begann. Er enthält ein Pendel von 1200 
Kilogramm und wird daher weiterhin das „Z200 kg.-Pendel“ genannnt werden. 
Wesentlich ıst, dass auch dieses eine starke Dämpfung (Luftdämpfung) erhielt. Bald 
zeigte es sich, dass seine Aufzeichnungen mit denen des photographirenden 
Horizontalpendels vollständig übereinstimmen. Berücksichtigt man die gänzlich 
verschiedene Bauart der Instrumente, so ist das gewiss ein schöner Erfolg. Wir 
erkennen hier die Wirkung der Dämpfung, welche den eigentlichen Störenfried, 
die Eigenschwingungen, unschädlich macht. — Bei der Konstruktion des 1200 
kg-Pendels kam es mir darauf an, zu versuchen, für die mechanische Registrirung 
ein ähnlich kompendiöses und gegen langsame Schwingungen und Neigungs- 
änderungen ähnlich empfindliches Instrument zu bauen, wie die photographirenden 
Apparate sie darstellen. In diesen beiden Hinsichten waren ja die mechanisch 
registrirenden Seismographen trotz ihrer sonstigen grossen Vorzüge erheblich im 
Nachteil. Es gelang mir in der That, das Ziel zu erreichen: Der Apparat ist nur 
2 Meter hoch, also ohne Umstände aufzustellen, und die Empfindlichkeit, 32 mm 
Ausschlag für 1 Bogensekunde Neigung, übertrifft sowohl die meines photo- 
graphischen Pendels (12 mm) als auch die des v. Rebeur-Paschwitz’schen (12 mm) 
und des Ehlert’schen Pendels (13 mm) in gewöhnlicher Regulirung, entspricht also 
dem grössten Werth, welcher bisher benutzt worden ist. — 

7. Das Studium der vertikalen Komponente der Erdbewegung wurde in der 
Göttinger Warte zunächst von meinem Assistenten Herrn Dr. W. Schlüter 
aufgenommen. Er erdachte und baute einen besonderen Apparat, einen „Klino- 
graphen“, wie er ihn nannte, zur photographischen Registrirung der Neigungs- 
änderungen, welche er bei den Erdbeben nach dem Vorgang vieler nahmhaften 
Seismologen in erheblichem Betrage vermuthete. Der Apparat begann seine 
Arbeit im Mai 1899 und zeigte bald, dass die erwarteten Neigungsänderungen 
nicht vorhanden sind. Sein erstes Resultat!) war also negirender Art. Diesem 
folgten jedoch bald auch positive Ergebnisse. Der Apparat kann nämlich leicht 
für Registrirung jeder beliebigen Komponente parallel einer gewissen durch 
seine Aufstellung bedingten Vertikalebene regulirt werden, und wurde demgemäss 
verwendet. Die Registrirungen der Horizontalkomponente ergaben völlige Ueber- 
einstimmung mit denen des Horizontalpendels, die der Vertikalkomponente sehr 


1) Dargelegt in W. Schlüter’s Doctor-Dissertation, Göttingen 1900. 
Abhandlg. d, K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen, Math.-phys, Kl, N, Fl. Band 2,1. 2 
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bedeutungsvolle Resultate, über welche W. Schlüter selbst einen Bericht ver- 
öffentlicht. 

Um Vorstudien für die technischen Einzelheiten eines in Aussicht ge- 
nommenen mechanisch registrirenden Vertikalseismographen zu machen, habe ich 
einen kleinen Vertikal-Apparat herstellen lassen, der seit Mitte Oktober 1900 in 
Thätigkeit ist und — seinen kleinen Dimensionen entsprechend — photographisch 
registrirt. — 


I. Theil. Allgemeine Theorie. 
$ 1. Die zu beobachtenden Bewegungen. 


8. Verrückungen. Bei den seismischen Bewegungen der Erdoberfläche haben 
wir horizontale und vertikale Schwankungen zu unterscheiden, die in der Regel 
mit einander verbunden sind. Für die Rechnung werden wir uns auf 3 zu einander 
senkrechte Richtungen &, %, 2 beziehen, von denen die «- und die y-Richtung 
horizontal und die z-Richtung vertikal nach oben orientirt ist. Die Verrückungen 
der Theilchen der Erdrinde parallel x, y, z sollen mit &, n, & bezeichnet werden. 
Zu einer Verrückung 6 in beliebiger Richtung s gehören also: 


(1) &E.— :6008(8,2),:n — 0603(8,%), & — 0C08(s,2), 


wenn unter (s,n) der Winkel zwischen der s- und der n-Richtung verstanden 
wird. 

Um der Vorstellung einen Anhalt zu geben, werde bemerkt, dass bei 
Erdbeben, deren Herd mehrere 1000 Kilometer entfernt ist, Ausweichungen von 
1 Millimeter nur hin und wieder im Jahr überschritten werden und zwar allein 
in langsamen Schwingungen mit Perioden von 10 Sekunden und darüber. Die 
beigemischten Schwingungen mit kurzen Perioden von 2 Sekunden und darunter 
zeigen Ausweichungen, welche nicht oft über !/ıoo Millimeter hinausgehen. Auch 
bei Naheerdbeben — selbst bei Entfernungen des Epicentrums unter 100 Kilo- 
meter — muss man meist auf kleinere Verrückungen als 1 Millimeter rechnen. 
Die persönliche Empfindung des Menschen beginnt günstigsten Falls schon bei 
"/ıoo Millimeter. Bei verwüstenden Erdbeben hat man relative Verschiebungen 
im Gelände von mehreren Metern beobachtet. Für die Empfindung und auch für 
die Zerstörungen kamen dabei vorherrschend Schwingungen kurzer Perioden in 
Betracht, deren Amplitude ein bis zwei Dezimeter erreichte. 

9. Aenderungen der Schwerkraft. Als „Schwerkraft“ gilt dem Maase nach die- 
jenige Kraft, welche ein relativ zur Erde in Ruhe gehaltener Körper von der 
Masse 1 auf seine Unterstützung ausübt. Bei dieser Definition berücksichtigt 
man die Rotation der Erde, sieht aber von etwaigen seismischen Bewegungen 
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ab. Für manche Ueberlegungen empfiehlt es sich, den Wortlaut auch bei 
seismisch bewegter Erde unverändert beizubehalten. Dann ergeben sich als 
Folge der seismischen Bewegungen scheinbare Aenderungen der Schwerkraft. 

Wir erhalten die Aenderung dem Maase nach in dem Trägheitswiderstand der 
Masseneinheit, der gleich und entgegengesetzt der aufgezwungenen Beschleunigung 
ist. Die Komponenten des seismischen Theiles der Schwerkraft parallel den im 
vorigen Artikel festgesetzten Axensystems z, y, z werden also angegeben durch 


Ende 1.6 
age a 


Die entsprechenden Komponenten des nicht seismischen Theiles seien 
I9, 49, —9+19, 


wobei g die als normal geltende Fallbeschleunigung darstellt und 4g,, 4g,, 219, 
Störungskomponenten anderen als seismischen Ursprungs bedeuten, herrührend 
zum Beispiel von der Anziehung der Himmelskörper. g musste das negative 
Vorzeichen erhalten, weil wir die z-Richtung nach oben hin positiv rechnen, 
und die normale Schwerkraft darum für sie einen negativen Werth erhält. Die 
Komponenten der gesammten Schwerkraft werden hiernach gleich 


d’g a’ d’ 
(2) ge tr49. ae t29, _9-5,+49, 


Da die zu erwartenden seismischen und sonstigen Störungen sehr klein 
gegenüber g sind, dürfen wir in 
2 


a 
8) 94799. 


die Gesammtintensität und ın 


@) mel- 
bezüglich in 
Kae 79, 


l er ERBE ELENE 
(4) 206000.” — 206000 (7 =. 


2 

) 206000:@ — 206000 (> En. 22) 

: g di 9 
die Neigungswinkel in Bogenmaass, bezüglich in Winkelsekunden der abgelenkten 
Vertikalen sehen. :® bezieht sich auf die Vertikalebene, welche die x-Richtung 
enthält, ö” gehört entsprechend zur y-Richtung. Als positiv gilt diejenige 
Drehung, welche die z-Richtung auf dem kürzesten Wege in die x- bezüglich 
die y-Richtung überführen würde. Man wird bemerken, dass ich mich hier 
nicht an die gewöhnliche Bezeichnungsweise der mathematischen Physik 
anschliesse. Es geschieht dies deshalb, weil es sich im Hinblick auf die prak- 
tische Verwendung nicht empfiehlt, die drei Richtungen x, y, z als gleichwerthig 

2 
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anzusehen, sondern besser scheint, die vertikale z-Richtung den beiden horizon- 
talen &- und y-Richtungen gegenüber zu stellen. 

Die Zahl 206000 ist nicht genau richtig, sondern bedeutet nur einen bequemen 
Näherungswerth für die irrationale Zahl 360 x 60x 60/2 — 206264,8..., 
welche um etwa !/ıo/o grösser ist; auf die Abweichung kommt es meist nicht 
an, in der Regel ist es sogar erlaubt, den bequemeren Werth 200000 zu nehmen. 

Bei Fernerdbeben in 1000 und mehr Kilometer treten Neigungen von 1/200000, 
entsprechend 1 Winkelsekunde, nur selten im Jahre auf. — 

Denkt man sich die wirklichen, durch 8, n, & dargestellten Bewegungen in 
irgend einer Weise als Superposition von Einzelbewegungen &,, 11, &1 89 N 6a. .-: 


$= tot NN N Man = are 


so ergeben sich die wirklichen Beschleunigungen d’&/dt’, d’n/dt?, d’&/dt” als Super- 
position der Einzelbeschleunigungen: 


dead en _ dn dm, Ey 
Fa Te om en) 


de an. dis, de, 
ea‘ 


Hieraus folgt, dass auch die Aenderungen der Schwerkraft als Superposition 
derjenigen Aenderungen erscheinen, welche zu den Einzelbewegungen gehören. Derartige 
Zerlegungen sind für die Auffassung sowohl dann wichtig, wenn es sich um 
das Zusammentreffen von Bewegungen verschiedenen Ursprungs, zum Beispiel 
von Erdbebenbewegungen, Pulsationen, Sturmbewegungen des Aufstellungshauses 
und dergleichen handelt, als auch, wenn die Bewegungen eines Ursprungs, zum 
Beispiel der Schwingungen, welche zu einem und demselben Erdbeben gehören, 
weiter zertheilt werden sollen. 

10. Schwereänderungen bei Sinusschwingungen der Erdoberfläche. Eine her- 
vorragende Rolle spielen in den seismischen Bewegungen die einfachsten perio- 
dischen Schwingungen, die Sinusschwingungen. Ist T die Periode (umfassend 
einen Hin- und Hergang), also die doppelte Schwingungsdauer, so haben wir: 


t+ö8 
gi ) 


{4 ön 
T 


t-+08 
T 


‚n = nsin?r € = Esin?rn 


(5) & = Esin?r 


wobei &, n, & die Maximalschläge und d&, ön, d& gewisse die Phase bestimmende 
Konstanten sind. Für die Beschleunigungen ergiebt sich 


2 2 2 OENDIR 
= - Giant = (7) nein 2a 


Mas \ m Tod NT Ti: 
d’E Dn\ . t+d€ 
= = (7) Fein? Ta 


Die Veränderungen der Vertikalkomponente der Schwere und damit zu- 
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gleich diejenigen der Gesammtintensität sind also im Maximum näherungsweise: 
2n\’— 
©) 7) 
die seismischen Neigungen der Vertikalen parallel der (2,2)- und der (z, y)-Ebene 
sind bei entsprechender Annäherung im Maximum in Bogenmaass: 
Zar 1 /22\°’— ER il: 2r\— 
7 GE Fa er WI eier 
w 9 (5er, 
und in Winkelsekunden: 


i 


2 m ie a 
7) 20600050 — 206000. (7) E, 20600070 — 206000 (7) 5 


T 

11. Einführung der äquivalenten Pendellänge. Im Folgenden wird es oftmals 
bequem sein, anstelle von Schwingungsperioden Längen in die Rechnung einzuführen x 
wir werden dann die Länge A desjenigen einfachen Pendels verwerthen, das eine 
gleiche Schwingungsperiode T hat, also sich selbst überlassen in gleichem Tempo 
schwingt. Hiernach besteht zwischen 4 und T die Beziehung 


A IN: 2n\? g 
& = 22V, 4=39(,): 7) 
In unserem Falle der Sinusschwingungen erhalten wir für die Maximal- 
änderungen der Vertikalkomponente der Schwere und zugleich ihrer Gesammtinten- 
sität sehr einfach: 


9) 9 s 


und für die Maximalneigung in Bogenmaass: 


(10) ”-5,w-1, 


ın Winkelsekunden: 
(10') 206000 :9 — 206000, 206000 9 — 206000-7.. 


Denkt man sich ein Hülfspendel von der Länge A so aufgehängt, dass der 
Befestigungspunkt an den seismischen Bewegungen nicht theilnimmt, so wird 
wegen der Gleichheit der Schwingungszeiten der Pendelkörper dauernd die Hori- 
zontalschwingungen &,n mitmachen, wenn man ihn eine kurze Zeit dazu zwingt. 
Er wird also an seinem Faden hängend, dauernd in relativer Ruhe bleiben, 
sodass die Richtung des Fadens jederzeit die Richtung der seismisch abgelenkten 
Vertikalen angiebt. Die Neigungsänderungen des Fadens zeigen uns dann ohne 
Weiteres die seismischen Neigungsänderungen der Vertikalen. — 
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Bei Naheerdbeben beobachtet man Perioden von einigen Sekunden bis herab 
zu !/ioo Sekunde entsprechend A = !/a Millimeter; bei Fernerdbeben ist es 
dagegen meist schon schwierig, Perioden von nur1 Sekunde, entsprechend A — 25 
Centimeter, nachzuweisen. Hier herrschen grössere Perioden vor, die im All- 
gemeinen unter 20 Sekunden, entsprechend 4 = 100 Meter, bleiben, jedoch auch 
1 Minute, entsprechend 4 = 900 Meter, erreichen und darüber hinausgehen. 

12. Neigungen der Erdoberfläche. Da die vertikalen seismischen Verrückungen 
von Ort zu Ort variiren, wird eine Fläche, die bei seismischer Ruhe horizontal 
ist, während der Erregung Hebungen und Senkungen zeigen. Indem wir uns 
die Fläche in der Nähe der physikalischen Erdoberfläche denken und von dem 
meist nicht in Betracht kommenden Einfluss von Berg und Thal absehen, wollen 
wir ihre Neigungen gegenüber der ursprünglichen Lage als die Neigungen der 
Erdoberfläche bezeichnen. Diesen wirklichen Neigungen stehen scheinbare Neigungen 
gegenüber, welche ihren Grund in den seismischen Richtungsänderungen der 
Schwerkraft haben. A. Schmidt!) (Stuttgart) hat darauf hingewiesen, dass 
die Wirkungen der beiden Arten von Neigungsänderungen leicht verwechselt 
werden können. Es wird für uns im Folgenden sehr wichtig sein, darauf sorg- 
fältig Acht zu geben, denn es handelt sich hier in der That um eine Quelle, 
der vielfache Irrthümer entsprungen sind. 

Da nur sehr kleine Neigungen in Rücksicht zu ziehen sind, können wir in 


a1) ey ns 


‘die wirklichen Neigungen parallel der (z, &)- und (2,9y)-Ebene sehen, wobei wie 
in Artikel 9 diejenigen Drehrichtungen als positiv gelten, welche die z-Richtung 
auf kürzestem Wege in die z- bezüglich y-Richtung überführen. 

Die scheinbaren Neigungen der Erdoberfläche sind entgegengesetzt denen der 
Vertikalen, also nach Artikel 9 gegeben durch 


a) M--wogt 


Die Gleichungen (11) und (12) beziehen sich auf Bogenmaas; die Zahlen- 
werthe in Winkelsekunden entstehen wieder bei Multiplikation mit 206000. 


15. Fortschreitende Sinuswellen mit vertikalen und longitudinalen horizontalen 
Dewegungen. Den einfachsten und uns besonders wichtigen Fall der Neigungs- 
schwingungen bilden über die Erdoberfläche fortlaufende Sinuswellen mit ge- 
radliniger Front und mit vertikalen und longitudinalen horizontalen Bewegungen. 
Etwaige transversale horizontale Bewegungen wollen wir unbeachtet lassen. 
Wir legen die x-Axe parallel der Fortschreitungsrichtung, sodass die y-Axe 


1) Beiträge zur Geophysik, Bd. 3, S. 1, 1898. 
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parallel den Wellen zu liegen kommt; dann ist für die Oberfläche 


(13) ee E sin 22 (77: 3), ei Fsin22(7 - 3) 


zu setzen. & und $ bedeuten wiederum die Maximalwerthe von & und &, d& und 
ög wiederum Konstanten, welche die Phasen bestimmen; T ist die Schwingungs- 
periode, A die Wellenlänge. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v wird durch 
die Beziehung 

(14) AR ol, 
bestimmt. 

Die wirklichen Neigungen erfolgen hier 
parallel der Vertikalebene durch die Fort- 
schreitungsrichtung, also parallel der (z,x)- 
Ebene, und zwar ergiebt sich in Bogen- 


maass: 
(13) en En Foo (3). 
EP ) I A 


Für die scheinbaren Neigungen infolge der horizontalen Schwankungen erhalten 
wir: 


© 1/2r2\- . I+HdE © 
(16) [?,] == g F) & sın 2x Br = ,) ö 
Der Maximalwerth für die wirklichen Neigungen ist hiernach: 
a7) Bo 


und der Maximalwerth für die scheinbaren Neigungen: 
H Ba il 2° Se & 
(18) A=;@:-- 


wobei 4 wiederum die zu T äquivalente Pendellänge bedeutet (Art. 11). 
Für das Verhältniss der wirklichen und der scheinbaren Neigungen ergiebt 


sich: N 

Rah 

x 2 

) 2 

(19) = — 

Bl = 

A 
Wir erkennen, dass die wirklichen Neigungen der Erdoberfläche dann die 
scheinbaren an Grösse erreichen, wenn &:& = 4/2r#:4 ist, das heisst, wenn die 


vertikalen Verrückungen sich zu den horizontalen verhalten wie die durch 2x 
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getheilte Wellenlänge zur äquivalenten Pendellänge. In den praktischen Fällen der 
Seismik ist A/2x meist vielmals grösser als A, gleich grosse Neigungen gegen die 
Vertikale, einerseits als wirkliche Neigungen infolge von Vertikalverrückungen, anderer- 
seits als scheinbare Neigungen infolge von Horizontalverrückungen, verlangen also im 
ersten Falle sehr viel grössere Verrückungen als im zweiten. Auf diese Folgerung 
machte A. Schmidt in der soeben eitirten Arbeit aufmerksam. — Da nach 
den Göttinger Erfahrungen die Vertikalbewegungen bei Fernerdbeben von gleicher 
Grössenordnung sind wie die Horizontalbewegungen, haben wir sehr viel grössere 
scheinbare Neigungen als wirkliche Neigungen zu erwarten. Um ein Urtheil 
über die Zahlwerthe zu gewinnen, wollen wir beachten, dass — aus freilich nicht 
ganz zuverlässigen Gründen — die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v für die 
Hauptwellen auf ca 3 Kilometer = 3.10°mm in der Sekunde geschätzt wird. 
Nehmen wir hierzu für Tden häufig vorkommenden Werth von 20 Sekunden, so 
ergiebt sich A = Tv = 6.10’ mm, A= 10’mm, also für die Neigungen in Bogen - 
sekunden die Werthe 


206000 ;, = 55, 206000 28, 


wenn die Ausweichungen & und & nach Millimetern gerechnet werden. Bei Fern- 
erdbeben, wo Ausweichungen von einigen Millimetern vorkommen, treten nach 
der Gleichung rechts scheinbare Neigungen von mehreren Bogensekunden auf. 
Die Gleichung links zeigt uns im Gegensatz hierzu, dass für die wirklichen 
Neigungen nur ziemlich kleine Bruchtheile von Bogensekunden zu erwarten sind. 
Diese Folgerung bleibt auch bestehen, wenn Beobachtungsdaten für andere Pe- 
rioden T zu Grunde gelegt werden. 

14. Drehungen um die Vertikale. Als Anfangspunkt unseres Koordinaten- 
systemes wollen wir für die folgenden Entwicklungen den Referenzpunkt der Be- 
obachtungen benutzen, das heisst den Punkt der Erdoberfläche, auf welchen wir 
die zu registrirenden seismischen Bewegungen beziehen. Für einen nahe benach- 
barten Punkt mit den Koordinaten &, y dürfen dann für die horizontalen Ver- 
schiebungen parallel x und y die Werthe 


Ei 
(20) 4,045, 


yın Hat 

angenommen werden, wenn man &, n, sowie die Faktoren der x und y auf den 
Referenzpunkt bezieht. Hieraus lässt sich mittels einfacher Rechnungen leicht 
folgern, dass eine Linie, welche durch den Referenzpunkt in der Richtung v hin- 
durchgeht, eine Drehung um den Winkel 


ei) (+5 (++ (1-5) sin2n2) 


erfährt. Wir erkennen, dass die Drehung im allgemeinen mit der Richtung » 
varlirt. Als mittlere Drehung der Erdoberfläche an dem Beobachtungsort werden 
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wir den arıthmetischen Mittelwerth 


@2) 9. jo.) = 5(2-3,) 


der Drehung aller durch den Referenzpunkt gehenden Linien bezeichnen, 
15. Drehungen bei fortschreitenden Sinuswellen. Bei den in Artikel 13 be- 
trachteten Wellen mit longitudinaler horizontaler Bewegung, für welche 


I+dE a 
2 — SE TR Pu 
(23) £ Esin2r( a :). N) 
zu setzen ist, gilt 

0& 2 — tHd&E 2\ 08 on on 

= — 7 Ecos2n( - 3); vtzlg0 
also 

£ a Ir — 
(24) 0, — 0, cos dm E _ ar = sin? (n,0); oa—=(. 


+60n x 
2 Si ger _% 
(25) 0m sin 2 ( T ;) 
ergiebt sich: 
Saal 98 = Mm u 2 t+Ön 2\ 9 I 
amd en OR An cos 2m ( T 3), On 5 
0, — 0, Eon AN 9, 2 192. 
(26) Dr 0 00522 (1-2), », = 7 008’(v,); n = 57. 


Die grössten Drehungen erhalten wir bei longitudinalen, bezüglich bei 
transversalen Bewegungen in 


Vergleicht man hiermit den in Artikel 13 gefundenen Werth für die maxi- 
malen wirklichen Neigungen 
a 2 
RA 


und beachtet die schon erwähnte Erfahrung, dass bei Fernerdbeben die 
Horizontalbewegungen von gleicher Grössenordnung wie die Vertikalbewegungen 
sind, so folgt, dass die Drehungen um die Vertikale etwa ebenso gross zu schätzen 
sind wie die wirklichen Neigungen; sie werden also wie diese nur kleine Bruch- 
theile einer Bogensekunde erreichen. 

Abhandlgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. Fl. Bd. 2,1. 3 
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16. Bewegungen des Gesielles. Bisher wurde nur von den Bewegungen der 
Erdoberfläche gesprochen. Fassen wir jetzt den Seismographen selbst ins Auge, 
so muss unterschieden werden zwischen den „Dewegungen des Gestelles“ und den 
„Bewegungen des Gehänges“. Als „Gehänge“ wird dabei der bewegliche Theil des 
Apparates bezeichnet werden, welcher die Registrirungen vermittelt, als „Gestell“ 
der in sich feste und mit der Erde fest verbundene Theil. 

Für das Gestell wird stets eine so solide Konstruktion vorausgesetzt werden, 
dass die elastischen Deformationen gegenüber den Bewegungen des Gehänges 
unmerklich klein bleiben. In der Sprechweise der Mechanik wird das Gestell 
hiernach als „starr“ gelten können. Zur Beschreibung seiner Bewegungen ge- 
nügen dann 6 Grössen, von denen 3 eine Parallelverschiebung und 3 eine Drehung 
darstellen. Die Zerlegung ist dabei nicht eindeutig, sondern enthält ein will- 
kürliches Element. Als solches nehmen wir die Auswahl eines beliebigen Punktes 
und betrachten dann als Parallelverschiebung diejenige, bei welcher der ausge- 
zeichnete Punkt aus seiner Nulllage in die jeweilige Lage übergeht, und als 
Drehung diejenige um den ausgezeichneten Punkt, welche das Gestell in die je- 
weilige Orientirung überführt. 

Wir beziehen uns wieder auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem x, y, 2 
mit nach oben gerichteter z-Axe. Ist s die Richtung, 6 die Grösse der Parallel- 
verschiebung, so darf sie aufgefasst werden als Superposition dreier Verschiebungs- 
komponenten 


(27) 0, —= 0603(8,%), 0, — 6C0s(s,Yy), 0, — 0c08(8,2) 


parallel den Koordinatenaxen. — Bei der Drehung ist eine entsprechende ein- 
fache Zerlegung nicht ohne Weiteres möglich, insbesondere hängt das Resultat 
der Zusammensetzung verschiedener Drehungen im Allgemeinen nicht allein von 
den Drehungen, sondern auch von ihrer Reihenfolge ab. Glücklicher Weise 
dürfen wir von allen derartigen Komplikationen absehen, denn in der praktischen 
Seismometrie handelt es sich nur um so geringe Drehungen, dass sie als un- 
endlich klein angesehen werden können, und in diesem Falle kommen die ein- 
fachen Gesetze der Vektorzerlegung und Zusammensetzung zur Geltung. Ist 
also n die Axenrichtung, ® der Winkel der Drehung, so darf sie aufgefasst 
werden als Superposition dreier Drehungen 


(28) 9, = Fcos(n,X), 9, = Pcos(n,Yy), 9, = cos (n, 2) 


z 


um die Koordinatenaxen. Für ®, gilt hier als positiv diejenige Drehrichtung 
um die &-Axe, welche die y-Axe auf dem kürzesten Wege in die z-Axe überführt; 
—#, entspricht also einer Neigung || der Vertikalebene (2, y), die wir mit ö, be- 
zeichnen. In ähnlicher Weise gehören +9, und ?, zusammen. (Vergl. Artikel 9.) 

In den Komponenten o,, o,, o, der Parallelverschiebung 6 und den Kompo- 
nenten 9,, 9,, 9, der Drehung # haben wir die 6 zur Bestimmung der jeweiligen 
Lage des Gestelles erforderlichen Grössen gewonnen, und es bleibt uns nun noch 
die Aufgabe, ihren Zusammenhang mit den seismischen Verrückungen der Erd- 


Sr u 


u > Dee 
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oberfläche zu untersuchen. Besonders wichtig ist hierbei der specielle 
Fall, in welchem der NReferenzpunkt der Erdoberfläche, auf den die 
seismischen Verrückungen &, n, & und Drehungen i,, i,, ®,, @ bezogen werden, 
zugleich als ausgezeichneter Punkt für die Zerlegung der Gestellbewegungen 
genommen wird. Der Referenzpunkt wird freilich im Allgemeinen nicht in der 
Materie des Gestelles liegen, aber darauf kommt es auch nicht an, denn es darf 
für die Zerlegung der Bewegung offenbar jeder beliebige Punkt im Raume ge- 
wählt werden, der die Gestellbewegungen mitmacht, dessen Lage wir uns also 
relativ zum Gestelle bestimmt denken. 
Für den Referenzpunkt wird es in Regel erlaubt sein, einfach 


(29) 6, N 20, G=6, „w=®n, = —-#, 


zu setzen. Sollte der Boden, auf dem das Instrument steht, sehr nachgiebig sein, 
oder der Pfeiler, der es trägt, sehr hoch aufragen, oder das Instrument in den 
oberen Stockwerken eines Gebäudes aufgestellt sein, so sind wenigstens bei 
schnellen seismischen Bewegungen merkliche Abweichungen zu erwarten, die 
sich nicht von vorne herein überblicken lassen. Wir wollen trotzdem im Fol- 
genden die Beziehungen (29) annehmen, dabei aber ausdrücklich hervorheben, 
dass die &, n, &, i,, t, damit eine andere Bedeutung erhalten als ın den früheren 
Artikeln. Früher bezogen sie sich direkt auf die seismischen Verrückungen der 
Erdoberfläche, weiterhin aber geben sie die Parallelverschiebungen und Neigungen 
des Seismographengestelles an, wenn die Zerlegung der Bewegung unter Aus- 
zeichnung des Referenzpunktes der Erdoberfläche geschieht. — 

Während der Zusammenhang zwischen den 6, o, 6,, ®,, 9, mit den seis- 
mischen Verrückungen sich zwar nicht allgemein, aber doch für die gewöhnlich 
vorkommenden Fälle angeben lässt, bleiben wir über den Zusammenhang zwischen 
der Drehung 9, des Gestelles um die Vertikale und den seismischen Drehungen 
@,, & der Erdoberfläche ganz im Ungewissen. Hier wird alles auf die Art der 
Aufstellung ankommen. So soll denn weiterhin bei der Beschreibung der Be- 
wegungen des Seismographen 3, beibehalten werden. Bei Zerlegung ın Bezug 
auf den Referenzpunkt der Erdoberfläche haben wir so die folgenden Bestimmungs- 
stücke für die jeweilige Lage des Gestelles 


(80) 5, N) &, vn 6, er 


Wird der Koordinatenanfangspunkt in den Referenzpunkt gelegt, und sind 
&, y, 2 die Koordinaten irgend eines Punktes, der die Bewegungen des Gestelles 


"mitmacht, in der Nulllage, das heisst, in derjenigen Stellung des Seismographen, 


die wir als störungsfrei betrachten, so dürfen sie während der Verrückungen 
wegen der angenommenen Kleinheit der Drehung gleich 


CHEt 2 yI, Yantei a9, Zr any, 


gesetzt werden. Die Verschiebungen des Punktes x, y, z parallel den Koor- 
3 
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dinatenaxen sind dabei 
(31) E+21,—y9,, n+21,+29,, [-21,—y ti. 


Bei der Zerlegung der Bewegung in Dezug auf einen beliebigen anderen Punkt 
als den Referenzpunkt bleiben die Drehungen :,, i,, ®, dieselben; die Parallel- 
verschiebungen aber, welche den Verrückungen des aufgewählten Punktes ent- 
sprechen müssen, werden nun durch 


(32) 2126 Vo md Zr. De Roy, 


angegeben, wenn X, Y, Z die Koordinaten des Punktes sind. 

17. Eintheilung der Seismographen. Zurückblickend erkennen wir, dass sich 
für die Registrirung durch Seismographen die folgenden beiden Klassen von 
Grössen darbieten: 

I Die Parallelverschiebungen &, n, &und damit zusammenhängend die scheinbaren 
Neigungen der Erdoberfläche und die scheinbaren Aenderungen der Schwerkraft. 

II Die Drehungen i, ,, ®, und damit die wirklichen Neigungen der Erdober- 
Näche und ihre Drehungen um die Vertikale. 


Dementsprechend können wir zwei Hauptklassen von Seismographen unter- 
scheiden. Zur ersten Klasse gehören vor allem: 

Ia Apparate zur Registrirung der horizontalen Verrückungen (&, n), bezüglich 
der scheinbaren Neigungen, welche Horizontalseismographen genannt werden sollen. 

Ib Apparate zur Registrirung der vertikalen Verrückung (&), bezüglich der 
scheinbaren Aenderung der Vertikalkomponente der Schwere, welche Vertikalseismo- 
graphen genannt werden sollen. 


In der zweiten Klasse heben sich in entsprechender Weise heraus: 

Ila Apparate zur KRegistrirung der wirklichen Neigungen (i,, i,); Herr Dr. 
Schlüter, der den ersten von diesen erdachte und baute, hat der ganzen 
Gruppe den Namen Klinographen gegeben. Ferner: 

IIb Apparate zur Registrirung der Drehungen um die Vertikale (o,, ©). Sie 
sind für die speciellen Zwecke der Seismik noch nicht konstruirt worden. — 

Zu bemerken ist, dass die Horizontalseismographen gewöhnlicher Bauart auch 
auf wirkliche Neigungen reagiren. In der praktischen Seismographie kommt dies 
jedoch nicht zur Geltung, weil der Einfluss der wirklichen Neigungen gegenüber 
dem der scheinbaren verschwindet. Entsprechend wird man auch von einem Klino- 
graphen nicht zu verlangen brauchen, dass er gegen die Horizontalverrückungen, be- 
züglich die scheinbaren Neigungen unempfindlich bleibe; ja man könnte sogar eine 
überwiegende Mitregistrirung der scheinbaren Neigungen zulassen, wenn nur 
durch den Vergleich mit einem gleichzeitig arbeitenden Horizontalseismographen 
eine Trennung der beiden Arten von Neigungen möglich gemacht wird. Für die 
Theorie verwischt sich hierdurch der Unterschied zwischen den Instrumenten Ia und 
la insofern, als er aus einem qualitativen nur zu einem quantitativen wird. 
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Zum Schlusse darf nicht unerwähnt bleiben, dass bis heute noch kein ein- 
ziger Apparat der zweiten Klasse positive Ergebnisse aufzuweisen hat, 
Schlüter’s Klinograph hat die ihm gestellte Aufgabe freilich gelöst, indem er 
entschied, dass die gewöhnlichen Aufzeichnungen der Seismographen bei Erd- 
beben entgegen einer oftmals geäusserten Ansicht Parallelverschiebungen und 
nicht Neigungen anzeigen. Für die Aufzeichnungen der theoretisch zu erwartenden 
sehr kleinen Neigungen aber war die Empfindlichkeit nicht hinreichend. Herr Dr. 
Schlüter beabsichtigt, einen neuen Klinographen zu bauen, der die so noch übrig 
gebliebene äusserst schwierige, aber auch äusserst wichtige Aufgabe hoffentlich 
bewältigen wird. 


S 2. Das reibungslose einfache Pendel als Seismograph. 


18. Der Apparat. Der einfachste Repräsentant 
eines Horizontal-Seismographen ist ein gewöhnliches, 
A um eine horizontale Axe (A, A in Figur 2) drehbares 
Pendel, das seine Bewegungen mit der Spitze eines 
Zeigers, die wir „Indikator“ nennen werden, auf einem 
durch ein Uhrwerk bewegtes Papier aufzeichnet. Wir 
wollen annehmen, dass gegenüber der Masse des 
eigentlichen Pendelkörpers, M, alle übrige am Pendel 
(mit seinem Zeiger) vernachlässigt werden kann, und 
dass der Pendelkörper als punktförmig gelten darf; 
wir setzen also ein „einfaches“ oder „mathematisches“ 
Pendel voraus. Es wird sich bald zeigen, dass ein 
jeder der für die gewöhnliche Praxis in Betracht kommen- 
den Horizontal-Seismographen sich in seinen Aufzeich- 
nungen gerade so wie ein solches verhält. Eben darum 
scheint es zweckmässig, die Theorie an ihm zu ent- 
wickeln, wo die Verhältnisse besonders leicht zu übersehen sind. 

Um die Darstellung so weit als irgend möglich zu vereinfachen, schliessen 
wir vorläufig alle Bewegungshindernisse aus, nehmen also an, dass der Luft- 
widerstand die Bewegung nicht merklich beeinflusse und auch die Reibung in 
der Axe sowie an der Schreibspitze zu vernachlässigen sei. 

19. Charakteristische Konstanten. Die Schwingungsebene des Pendels liege 
parallel der «-Richtung. Dann kommt von der Parallelverschiebung nur die 
Komponente parallel der x-Axe in Betracht, also die Komponente &, wenn die 
Gestellbewegung in Bezug auf den Referenzpunkt (O in Figur 2) zerlegt wird. 
Von der Drehung sind die Neigungskomponente i, parallel der (z,x)-Ebene und 
die Drehung #, um die vertikale z-Axe von Einfluss. 

X, Y, Z seien die Koordinaten des Pendelkörpers M in der Ruhelage, Z 
bedeute die „Pendellänge“, das heisst, den Abstand des Pendelkörpers von der 
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Figur 2. 
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Drehungsaxe. Die „Schwingungsperiode“ 7 des sich selbst überlassenen Pendels 
wird dann bestimmt durch die Gleichung 


“ ei 


J sei die „Indikatorlänge“, das heisst, der Abstanıl des Indikators von der Dreh- 
axe. Bei einer dauernden Neigungsänderung des Apparates parallel der Schwin- 
gungsebene um den Winkel < ergiebt sich für das Pendel.eine entsprechende 
Neigung gegen das Gestell, für den Indikator also eine neue Ruhelage, welche 
von der alten um die Strecke 

Ji bezüglich an! 

abweicht, je nachdem i in Bogenmaass oder in Winkelsekunden gemessen wird. 
J/206000 ist die Veränderung der Indikatorstellung für 1 Winkelsekunde, zeigt 
also die Empfindlichkeit des Seismographen gegen statische Neigungsänderungen 
an, wenn die Winkelsekunde als Einheit genommen wird; die Indikatorlänge J 
selbst misst im gleicher Weise die Empfindlichkeit bei Dogenmaass; dabei ist zu be- 
achten, dass der Winkel 1 in Bogenmaass 57°,3 beträgt, also nur als Rechnungs- 
grösse, nicht als wirklicher Ausschlag in Betracht kommt. 

Die Empfindlichkeit eines beliebig gebauten Seismographen gegen dauernde 
Neigungen parallel der Vertikalebene (2,5) durch die beliebige horizontale Richtung 
s wird weiterhin bei Bogenmaass mit J” bezeichnet werden. Da der Seismograph 
sich dann nach dem eben Gesagten bei Neigungen parallel dieser Ebene gerade 
so verhält, wie ein parallelschwingendes Pendel mit der Indikatorlänge J®”, so kann 
J” allgemein die zu s gehörige „äquivalente Indikatorlänge“ genannt werden. — 
Das Hinzutreten einer horizontalen Komponente /g, der Schwerkraft ist gleich- 
werthig mit einer dauernden Neigung i, = Zg,/g, ergiebt also den Ausschlag 
(J”/g) Ag, Hieraus folgt, dass J”/g die Empfindlichkeit gegen Schwerkraft- 
änderungen || s angiebt. — 

Bei der von uns vorausgesetzten Aufstellung des Pendels ist 


(34) Je J, J=0. — 


Der Indikator zeichnet die Bewegungen des Pendelkörpers relativ zum Ge- 
stell 
J 


(85) ’-; 


mal vergrössert auf; darum soll Y die “Indikatorvergrösserung“ genannt werden. 

Bei sehr schnellen, kurzdauernden Horizontalverschiebungen wird der Pendel- 
körper den Bewegungen offenbar nicht merklich folgen, sondern „stationär“ bleiben, 
wie die Seismologen zu sagen pflegen; hieraus folgt, dass solche Bewegungen 
V- mal vergrössert und umgekehrt aufgezeichnet werden, dass also die negativ 
genommene Indikatorvergrösserung V die Vergrösserung sehr schneller Horizontal- 


E 
N 
ü 
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verrückungen angiebt. — Eine genaue Darstellung im Sinne der Mathematik, 
würde hier den Begriff und den Ausdruck „unendlich schnell“ verlangen. Der 
Ersatz von „unendlich schnell“ durch „sehr schnell“ deutet in der üblichen Weise 
auf die erlaubte Anwendung des Grenzwerthes V in solchen wirklichen Fällen 
hin, wo die Abweichung nicht merklich ist. — 

Es wird die Vergrösserung sehr schneller Parallelverschiebungen parallel der be- 
liebigen Richtung s weiterhin mit —V” bezeichnet und dabei V® mit Rücksicht auf 
das eben gefundene Verhalten eines einfachen Pendels die zu s gehörige „Indi- 
katorvergrösserung“ genannt werden. In unserem Falle ist 


(36) v’— J®IL, v=0, 0 — 


Auch bei sehr schnellen Neigungsänderungen bleibt der Pendelkörper sta- 
tionär; da das Gestell dabei in der Höhe Z des Pendelkörpers parallel der 
x-Richtung die Verrückungen Zi, erfährt, ergeben sich die Indikatorausschläge 
— V* Zi. 

Aehnliche Ueberlegungen ergeben für die Ausschläge bei sehr schnellen 
Drehungen #, um die Vertikale die Werthe V"Y%.. 

Wir werden weiterhin die Empfindlichkeit gegen sehr schnelle Neigungen parallel 
der Vertikalebene durch die beliebige horizontale Richtung s mit —W%) und die 
Empfindlichkeit gegen. sehr schnelle Drehungen um die Vertikale mit —W®» be- 
zeichnen, wenn Drehungsaxen durch den Referenzpunkt angenommen werden. In un- 
serem Falle ist hiernach: 

| Ja | Jo 
Ba Wie — 77 — ı? w=-0, WW = -V"’Y=- T 

Die hervorgehobene Beziehung zum Referenzpunkt ist wohl zu beachten. 
Bei anders gelegenen Drehungsaxen ergeben sich andere Empfindlichkeiten W; 
diese werden zu 0, wenn die Axen durch M hindurchgehen. 

Die X-Ordinate kommt weder bei Parallelverschiebungen, noch bei Neigungen, 
noch bei Drehungen um die Vertikale zur Geltung, ist also überhaupt gleich- 
gültig. Auch die Grösse der Masse M erscheint bedeutungslos, denn alles, was 
wir verlangen müssen, ist nur, dass M hinreicht, um die Reibungswiderstände 
unserer Annahme gemäss unschädlich zu machen. 

So bleiben als charakteristische Bestimmungsstücke für unser seismisches 
Pendel die Grössen Z, J”= J, Z, Y übrig. 

Statt der Pendellänge L können wir auch die durch Gleichung (33) 
damit verbundene Schwingungsperiode T angeben, ebenso 

statt der Indikatorlänge J“ die durch erste Gleichung (36) damit 
verbundene Empfindlichkeit gegen schmelle Parallelverschiebungen V”, 

statt der Ordinate z die durch die erste Gleichung (37) damit 
verbundene Empfindlichkeit gegen schnelle Neigungsänderungen We, 

statt der Ordinate Y die durch die dritte Gleichung (37) damit ver- 
bundene Empfindlichkeit gegen schnelle Drehungen um die Vertikale W®», 


Y. — 
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Wollen wir bei der Beschreibung genau sein, so ist hier hinzuzufügen, dass 
I PN WW,und.V.® ‚gleich O'sind. 

20. Einwirkung von Parallelverschiebungen. Als Vorbereitung für die Ab- 
leitung der Bewegungsgleichung des Indikators bei beliebigen seismischen Be- 
wegungen soll zunächst der Fall der nicht von Drehungen begleiteten Parallel- 
verschiebungen untersucht werden. 

Figur 3 stelle die Schwingungsebene des Pendels dar. 
A, sei die Lage der Axe bei seismischer Ruhe, A die 
Lage bei der seismischen Verrückung &. $&' bedeute den 
Ausschlag des Pendelkörpers relativ zum Gestell, also 
auch relativ zu der Erdoberfläche an der betreffenden 
Stelle; 


r--- 


= 64 


ist dann die Verrückung relativ zur Erde im Ganzen und 
kann, da es bei unseren Problemen auf die Bewegung der 
Erde im Ganzen — auf ihre Wanderung durch den Welten- 
raum und ihre Axendrehung — nicht ankommt, als absolute 

Figur 3. Verrückung im Raume angesehen werden. 

Die Ableitung der Bewegungsgleichnng des Pendels ist hiernach an &* zuknüpfen. 
Wir rechnen mit der gewöhnlichen Schwerkraft, die für den Pendelkörper M einen 
Zug Mg nach unten ergiebt. Da nur geringe Bewegungen der Erdoberfläche 
und geringe Ausschläge des Pendels vorausgesetzt werden, ist es erlaubt, die 
Spannung des Pendelstabes ebenfalls = Mg zu setzen. Bei einer Neigung des 
Pendels ergiebt diese Spannung dann für M eine Kraftkomponente — Mg& IE 
parallel der «-Richtung, sodass die Beschleunigung d’&*/d?” durch die 


Gleichung 


zasckeenue essen 
VEN 


a 
(38) M Te M L & 
bestimmt wird. Ersetzen wir hierin &* durch &+&' und gemäss Figur 3 und der 
ersten Gleichung (34) noch &' durch La/J”, wobei a den registrirten Ausschlag 
des Indikators bedeutet, so entsteht in 
da A g J®? d’E 
(89) a 


die gesuchte Indikatorgleichung für Parallelverschiebungen. 

21. Einwirkung von Drehungen und Aenderungen der Schwerkraft. Wir wollen 
nun zweitens Parallelverschiebungen ausschliessen und Drehungen annehmen; 
dabei soll aber zunächst vorausgesetzt werden, dass die Drehungen um den 
Punkt X, Y, Z, das heisst, um den Ruhepunkt von M stattfinden. Wegen der stets 
nur äusserst geringen Ausweichung von M darf dann angenommen werden, 
dass mit den Drehungen nicht unmittelbar Aenderungen der Indikatorstellung 


verbunden sind. 


; 
# 
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i, sei der Neigungswinkel parallel der (2, x)-Ebene, &' wie vorhin die Aus- 
weichung des Pendelkörpers relativ zum Gestell, &* die Ausweichung relativ 
zur Gleichgewichtslage bei seismischer Ruhe. Wegen unserer Annahme über 
die Lage der Drehungsaxen und nur kleiner Bewegungen ist dann 


= $ 


zu setzen. Die Neigung der Pendelstange gegen die Normale ist 


= 


dementsprechend ergiebt sich als bewegende Kraft || der x-Richtung 


und wir erhalten 


(40) M 


Wird hierin & für &* und La/J“” für &' gesetzt, so folgt als Bewegungs- 
gleichung des Indikators bei Drehungen um den Ruhepunkt des Pendelkörpers: 
d’a g Ta 


(41) GE De I 


Finden ausser den Drehungen noch Aenderungen der Schwerkraft statt, so 
ergiebt die Komponente /g, parallel x die bewegende Kraft M 4g,; dieser Aus- 
druck ist also rechts in (39) hinzuzufügen, und es entsteht dann als Indikator- 
gleichung anstelle von (41) 

h Bang DR 
er Lt gur2g). 


22. Indikatorgleichung für beliebige Störungen. Im allgemeinen Falle be- 
liebiger Bewegungen und Schweränderungen sind die Ueberlegungen der beiden 
letzten Artikel zu kombiniren. Damit dies möglich wird, müssen die Gestell- 
bewegungen in Bezug auf den Punkt X, Y, Z zerlegt werden. Hierbei ist zu 
berücksichtigen, dass wir nach früheren Festsetzungen (Artikel 16) die Ver- 
schiebungen &, n, & und die Drehungen ;, i,, 9, zur Wahrung des Zusammen- 
hangs unserer Formeln mit den seismischen Bewegungen einer Zerlegung der 
Gestellbewegungen in Bezug auf den Referenzpunkt der Erdoberfläche zuordnen, 
Als Parallelverschiebung in der «-Richtung ist also nun nicht wie in Artikel 20 
einfach &, sondern nach Artikel 16 unter Rücksicht auf die Drehungen &8+ Zi,—Y 9, 
zu nehmen. So ergiebt sich als Ausweichung des Pendelkörpers relativ zur 
Gleichgewichtslage bei Abwesenheit von Störungen 


&—_ 8+Z,-79,+8, 


Abhandlgn. d. K. Ges. d, Wiss. zu Göttingen. Math,-phys, Kl, N, Fl, Bd, 2,1. 4 


«) 
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und die Bewegungsgleichung des Pendelkörpers: 


5 


(42) Mg 4 2, .)+ 120. 


liefert unter Rücksicht hierauf und auf die Beziehung &' = La/J” sowie die Be- 
ziehungen des Artikels 19: 


da . 2Q IR (z b A 0,09 

dt RO L ve de 91, 49.) - Wo, ;—-W de 

(43) N Pt ; 
= ai en Wü en (9;) „ 
ol lie 


als Indikatorgleichung für beliebige Störungen. 

23. Beliebige Aufstellung. Bisher wurde angenommen, dass die Schwingungs- 
ebene des Pendels der «-Richtung parallel sei. Bei einer anderen Aufstellung 
wirken $&, i, 2/g, nur mit den Antheilen & cos (k,x), i,cos(k, x), 4g,cos (k, x), wenn 
k die Schwingungsrichtung bedeutet; andererseits gewinnen dann 7, i, /g, mit 
entsprechenden Antheilen Einfluss. Wird alles dies berücksichtigt, so ergiebt 
(43) als Indikatorgleichung für beliebige Störungen und beliebige Aufstellung: 


dal 59 JP/aE : J”/(d’n x 
FRE a 5 (ar ee 
-wwd “ww "u _ W(9) I, 
(44) & 
2 Be : 
= eh Er: : Zar (Ge -0,,- 26) 
28 
Dan KL TUN (iy) (®;) 2 
Mn u W m de... 


wenn gesetzt wird 

I@— J:c08(K,%), 92 — J.c0slk,y), VR— Veos(k,x), 12 Vicos(kxy), 
(45) I = DVNIN SEN er 

wW=— 92272. .WW=W°.Z W@%) = VPX-VeY. 


a ist der Indikatorausschlag, 7 die Periode der Eigenschwingungen; L,J, V 
behalten ihre früheren, direckt durch Figur 2 gegebenen Bedeutungen. Die 
Zahlwerthe der Faktoren J”, J®, V®, 17”, WW, Wi, WW») hängen von der 
Aufstellung ab. 

Selbstverständlich lässt sich nun mittels der Bewegungsgleichung (44) des 
Indikators direkt nachweisen, dass wirklich entsprechend den Festsetzungen und 
Bemerkungen des Artikel 19: T’die Periode der Eigenschwingungen, J”, J® die 
Empfindlichkeiten gegen dauernde Neigungen, J“/g, J”/g die Empfindlickeiten 
gegen horizontale Schwerestörungen, —Y”, —V” die Vergrösserungen sehr 


nF hr Mn ee u 
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schneller Horizontalverschiebungen, -— Wi, Wi), WW) die Empfindlichkeiten 
gegen sehr schnelle Neigungen und Drehungen um die Axe durch den Referenz- 
punkt darstellen. 

In Anlehnung an unsere in Artikel 17 festgesetzte Eintheilung der Seis- 
mographen, ist das Glied mit W®» als eines II. Klasse zu bezeichnen. Aus 
Gründen, die im folgenden Artikel zu Tage treten werden, wollen wir auch die 
Glieder mit WC und W'Wder II. Klasse zuzählen. Im Gegensatz dazu gehören 
dann die Glieder mit J”, J®, bezüglich V”, V® zur I. Klasse. 

Angesichts der ziemlich komplieirten Gleichung (46), die in wenig veränderter 
Form weiterhin auch bei Seismographen anderer Konstruktion wieder und wieder 
auftreten wird, mag sogleich bemerkt werden, dass für die praktische Seismometrie 
wegen der Kleinheit der Drehungen die Glieder II. Klasse im allgemeinen be- 
deutungslos werden, sodass die viel einfachere Formel: 
da (=) 2 [97] 2 


EST, 


(46) In\® u: d’n 
a ee dal N EEE NER ee I 
= (7° 1% br gi, 49.) IA % Fi, 49,), 


welche nur noch die Störungsglieder I. Kiasse enthält, in der Regel anstelle von (44) 
treten darf. Hier gehen ausser der Pendellänge L und der damit verbundenen 
Schwingungsperiode 7’ als Konstanten des Seismometers allein noch die ägui- 
valenten Indikatorlängen J”, J” bezüglich die damit verbundenen Indikatorver- 
grösserungen V”, V” ein. 

24. Trennung verschiedenartiger Störungen. In den gewöhnlichen Fällen, in 
welchen die Formel (46) anwendbar ist, knüpft sich der Einfluss der Störungen 
allein an die Aggregate 


2 2 


a’& 5 d’n I 
Fr ge MIN: 


deren Zusammensetzung von der Eigenart des seismischen Pendels unabhängig 
ist. Aus den Diagrammen lassen sich dann auch nur auf ihre Werthe Schlüsse 
ziehen, und es ist insbesondere selbst bei Vergleich der Aufzeichnungen verschiedener 
Apparate völlig unmöglich, die durch 8, n gemessenen Parallelverschiebungen und die 
durch i,, ı, gemessenen Neigungen voneinander zu trennen. Wir sind hier zu einem 
schon früher berührten Punkte gekommen, in welchem die praktische Seismo- 
metrie vielfach in Irrthümer gerieth. 

Was die speciellere Formel (46) uns versagt, das leistet wenigstens theoretisch die 
allgemeinere (44). Es kommt dabei darauf an, die Wirkung der Glieder mit 
J®, J® bezüglich V”, V” und der Glieder mit WW, WW) zu trennen, etwa 
indem man die Aufzeichnungen von Apparaten vergleicht, in denen der Einfluss 
sich wesentlich verschieden vertheilt. Da WW/V" = WW/V” —= Z ist, so läuft 
dies darauf hinaus, Aufzeichnungen bei möglichst weit verschiedener Höhe des Pendel- 


körpers über dem Erdboden mit einander zw vergleichen. 
4” 
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Um eine Uebersicht zu gewinnen, fragen wir nach dem Verhältniss des Ein- 
Husses der beiden 2, entsprechenden Glieder W@d?i,/dt” und V” gi, in dem be- 
sonders wichtigen Fall der Sinusschwingungen der Erdoberfläche. Wir setzen 
demgemäss: 


Id... al ZN N —., t--6, 
pda = -(7) i, sin An + = — 1,sin2r 7 


= i sin ar 
r A 


sodass T die Periode der Schwingungen, A die äquivalente Pendellänge bedeutet, 
und erhalten dann wegen We — ZV®: 
win Fe = -—; V® gi, sin 2x 


dt” 


ui Kun I pags, 


Der Einfluss der beiden zu i, gehörigen Glieder verhält sich also wie Z: A, 
und wird gleich, wenn die Höhe Z die zur Periode der Neigungsstörungen ge- 
hörige äquivalente Pendellänge A erreicht. Bei Fernerdbeben kommen im 
wesentlichen Perioden von 1 bis 20 Sekunden und also äquivalente Pendellängen 
von 1/4 bis 100 Meter in Betracht, bei Naheerdbeben gehen die Werthe noch 
weiter herab. Es scheint hiernach wohl möglich, schon mit einfachen Pendel- 
seismographen die Frage, ob Neigungen, ob Parallelverschiebungen, für die kurzen 
Perioden zur Entscheidung zu bringen. Für die längeren Perioden müssten 
freilich so hohe Gestelle gewählt werden, dass die technischen Schwierigkeiten 
unüberwindlich scheinen. Hier sind dann nach dem Vorgang von W. Schlüter 
andere Konstruktionen zu wählen, um WW, Wi» gegenüber V”, V7” gross 
genug zu machen. — 

In der Bedeutung, welche den Gliedern mit W@, W» nach diesen Ueber- 
legungen für die Herauslösung der Neigungen aus der Gesammtheit der Störungen 
und besonders für die Trennung von den Parallelverschiebungen zukommt, ist 
die Berechtigung für ihre im vorigen Artikel eingeführte Bezeichnung als Glieder 
II. Klasse zu suchen. 


$ 3. Reibungslose Seismographen mit punktförmiger Masse. 


. 25. Horizontalseismographen. Ohne weiteres ist klar, dass es bei dem im 
vorigen Paragraphen besprochenen Pendelseismographen nicht notwendig ist, den 
Indikator in starre Verbindung mit dem Pendel zu bringen, dass die Bewegung 
des Indikators vielmehr in irgend einer beliebigen Weise, mittels Gelenke, 
Hebel, Räder, mit der Bewegung der Pendelmasse verbunden werden 
kann. Worauf es allein ankommt, ist, in welchem Verhältniss die Bewegung 
der Pendelmasse im Diagramm vergrössert erscheint. Wir wollen diese „Indi- 
katorvergrösserung“ wieder mit V bezeichnen. Sie wird dann gerade so wie früher 
die Vergrösserung sehr schneller Parallelverschiebungen in der Schwingungs- 
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richtung % des Pendels angeben, und die zu x und y gehörigen Indikatorver- 
grösserungen V”, V” werden wie vorhin durch die Formeln V®—= YVeos(k, 2), 
V® = Vecos(k,y) bestimmt werden. 

Die Aufhängung der Masse M als Körper eines einfachen Pendels kommt 
nur insofern in Betracht, als damit bei Ablenkungen des Pendelkörpers um die 
Strecke &' eine mit &' proportionale zurücktreibende Kraft yM &'/L erweckt wird. 
Das Gleiche kann auf sehr verschiedene andere Weise erreicht werden, durch 
komplieirtere Führungen, durch Anwendung von Federn und so weiter. Die 
Aufzeichnungen des Seismographen müssen offenbar in allen diesen Fällen die- 


selben sein. Ist also die zurücktreibende Kraft = —f&', wobeifeinen konstanten 
Proportionalitätsfaktor bedeutet, und setzen wir 
I a 
2) Ver 7) 


so giebt uns Z diejenige Länge eines einfachen Pendels an, welche einen Seis- 
mographen derselben Wirksamkeit ergeben würde, und 7’ die Periode der Eigen- 
schwingungen. L ist jetzt nur Rechnungsgrösse und wird daher als die „äqui- 
valente“ Pendellänge bezeichnet werden müssen. 

Die Bewegungen der einfachen Pendelseismographen waren bestimmt, wenn 
ausser L bezüglich 7 und Y noch die Ruhelage des pendelnden Körpers 
durch die Koordinaten X, Y, Z in Bezug auf den Referenzpunkt gegeben war. 
Gerade so muss es auch hier sein, sodass die Formeln (44)—(46) unverändert 
gültig bleiben. Zu bemerken ist nur, dass wie Z nun auch die Indikatorlänge 
Jihre unmittelbare Bedeutung verliert; wir werden Jdaher jetzt die zur Schwin- 
gungsrichtung des pendelnden Körpers gehörige „äquivalente Indikatorlänge“ nennen 
müssen. 

26. Vertikalseismographen. Unsere theoretische Behandlung der Seismographen 
mit horizontaler Führung des pendelnden Körpers lässt sich unmittelbar auf 
solche mit vertikaler Führung übertragen. Bei diesen wird die herabziehende 
Wirkung der Schwerkraft irgend wie, zum Beispiel durch eine Feder nach An- 
deutung von Figur 4 aufgehoben werden müssen. Für die Theorie ergiebt sich 
dabei nichts wesentlich Neues, solange unsere bisherige Voraussetzung gewahrt 

bleibt, dass am Gehänge alle Masse 
= gegenüber derjenigen des pendelnden 
Körpers vernachlässigt werden darf. 
Fänden nur Parallelverschiebungen 
statt, so käme nur die durch & ge- 
messene Vertikalkomponente zur Gel- 
tung, und es ergäbe sich für M die 
Figur 4. Bewegungsgleichung 


| (48) me 
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wobei in analoger Weise wie früher &' den zum Gestell relativen und & = &+8' 
den absoluten Ausschlag des pendelnden Körpers bedeutet. 

Bei beliebigen Störungen zerlegen wir wieder die Gestellbewegungen in 
Bezug auf den Ruhepunkt X, Y, Z des pendelnden Körpers M, sodass nach Artikel 
16 die Parallelverschiebungen gleich 8+ Zi, — Y®, n+Zi,+X9,, C— X, — Fi, und 
die Drehungen gleich i,, i, ®, werden. Die letzteren bleiben bei den allein in 
Betracht kommenden kleinen Ausschlägen, welche M nur unwesentlich von dem an- 
genommenen Drehpunkt X, Y, Z entfernen, ganz unwirksam, die ersteren werden 
berücksichtigt, wenn &* = &—-Xı,— Yi,+T gesetzt wird. — Von den Schwere- 
störungen fügt 29, rechts in (48) das Glied Mg, hinzu. Berücksichtigen wir 
schliesslich noch, dass &' mit dem Ausschlag a durch die Formel & —= a/V” zu- 
sammenhängt, wobei V” eine gewisse dem Apparat eigenthümliche Konstante 
bedeutet, so liefert (48) die Indikatorgleichung 


Mas an 2r\” [6 re d’i, En 

de {7 ach (a nr 2 Me 

3) g I» (d’e di di 
— weh _ an (ix) (iy) y 
Een G 49, Me 

in der 
2n\ a g a r (WA ze @) ( (@) 
(50) 7-2 m=-/ X, Wo = -V®Y 


ist, 7 wieder die Schwingungsperiode, L die äqwivalente Pendellänge angiebt. 7“ 
werden wir auch hier „Indikatorvergrösserung“ nennen. J“” hat mit Indikator- 
länge eines einfachen Pendels zwar nur noch entfernte formale Verwandtschaft, 
immerhin aber kann dies im Interesse einer einheitlichen und bequemen Be- 
zeichnungsweise als genügend angesehen werden, um J” als die zu 2 gehörige 
„ügwivalente Indikatorlänge“ zu bezeichnen. 

Entsprechend J”/g, J”/g giebt J”/g nach (49) die Empfindlichkeit gegen 
Aenderungen der Vertikalkomponente der Schwere an; das heisst, es gehört zu 1g, 
der Ausschlag fa — (J”/g) 19. —4J9. ist mit einer Gewichtsvermehrung von 
M um —M 41g, verbunden; dieselbe Vermehrung würde sich auch durch Ver- 
grösserung der Masse um 4M = —M49,/9 ergeben. Hieraus folgt, dass 1M 
den Ausschlag 


J® 


SM AM 


(51) Aal 


verursacht. —J”/M bedeutet also für unseren Vertikalseismographen die Empfind- 
lichkeit gegen eine Massenvermehrung von M. Diese Bemerkung hat für die prak- 
tische Bestimmung von J“” einiges Interesse. — 

27. Seismographen eines Freiheitsgrades mit beliebiger Schwingungsrichtung.- 
Nachdem nunmehr die Fälle horizontal und vertikal gerichteter Schwingungs- 
linien behandelt worden sind, bleibt uns zum Abschluss noch die Untersuchung 
des allgemeinen Falles beliebiger Schwingungsrichtung. 
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X, Y, Z seien wieder die Koordinaten der pendelnden Masse Min der Ruhe- 
lage bei Abwesenheit von Störungen. 2 bedeute die zugehörige Schwingungs- 
richtung, A’ die Verrückung von M parallel ! relativ zum Gestell, A* die Ver- 
rückung relativ zur Erde im Ganzen, die wir als absolute Verrückung betrachten ; 
A sei die Verrückung desjenigen mit dem Gestell fest verbunden gedachten Punktes, 
der im Falle seismischer Ruhe die Stelle X, Y, Z einnimmt. Dann ist 


(52) a — A+R 
und unter Rücksicht auf Artikel 16: 
(#8) A = (6+Zi,-Y98,) cos (l,x)+(n+ Z,+ X®%,) cos (l, y) + (&— Xi,—Yi,) cos (l, 2). 


Wir suchen die Bewegungsgleichung von M in Bezug auf die Richtung /, 
indem wir Md’A*/dt’ gleich der parallel ! wirkenden bewegenden Kraft setzen. 
Bei Abwesenheit von Störungen ist wie früher eine mit der Verrückung A’ pro- 
portionale zurücktreibende Kraft anzunehmen; diese sei = —fA'. Die Schwere- 
störungen 49,, Jg,, 4/9, ergeben hierzu die Komponente 19, cos (l, x)+ 19, eos (l, y) 
+14g,cos(l,z). Bei Neigungen des Gestelles tritt eine weitere Aenderung ein, 
weil die Reaktionskraft der Bahn sich dann in anderer Weise mit der Schwer- 
kraft zusammensetzt. Bei den angenommenen kleinen Störungen ist es erlaubt, 
die Neigungen des Gestelles :,, :, durch gleich grosse aber entgegengesetzt ge- 
richtete Neigungen der Schwerkraft zu ersetzen. Dieses wiederum geschieht 
mit hinreichender Genauigkeit, wenn die Schwerkraftkomponenten gi, Fi, Pa- 
rallel & und y angenommen werden. Für die bewegende Kraft parallel ! ergiebt 
sich so die Komponente gi, cos (l, ©)-+ gi, cos (l, 9). 

Werden alle aufgezählten Antheile der bewegenden Kraft parallel I zu- 
sammengenommen, so folgt als Bewegungsgleichung 

d’ı* : 
4 Un = fa +(gi.+ 49.) cos (l, 2)+(gi,+4g,) cos (l, y)+ 49, cos (12). 

Genau genommen müssten auf der rechten Seite noch Glieder hinzugefügt 
werden, welche von derjenigen Veränderung des Reaktionsdruckes der Bahn 
herrühren, die auf Rechnung der Bewegungen der Bahn und der Masse M kommt, 
doch sind sie für die gewöhnliche Seismometrie ohne irgend welchen Belang. 

In die Bewegungsgleichung (54) für M sind nun 4* und A’ mittels (52), (53) 
sowie 


(55) ar — SA! 
durch die Verrückungen $, n, &, :, %,, $, und den Indikatorausschlag a zu er- 


setzen, dann folgt als Indikatorgleichung für den Seismographen eines Freiheitsgrades 
mit punktförmiger Masse bei beliebiger Schwingungsrichtung : 
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2 le 


a9, 
ws we IR 
a, a nd ee -R- ) 
a Te) Te 2. 


d’®; 


= W@) FT i 


(66) 


di nd 
* _ Wi) __ _W%) 
Fr er 
wobei gemäss den in Artikel 19 festgesetzten Bezeichnungen 
[ 7 ae GLS 
DS LZIN mM 


n («) (0) (@) 
57) \ yo — — — Vcos.(L,%) VR— an = Vecos(l,y), V”= = —=Veos(l,e), 


wi) = Voz-VyoX, WW — VPZ-yoY, W9 = VYX-V®Y 


gesetzt worden ist, sodass 7”, 7”, V” die „Indikatorvergrösserungen‘, I”, I”, J” 
die „äquivalenten Indikatorlängen‘, W), Wi, W®) die Empfindlichkeiten gegen 
sehr schnelle Neigungen und Drehungen sind. 

Wiederum werden wir zwischen Störungsgliedern I. Klasse, welche die Fak- 
toren V®, V®, V®, bezüglich I®, J®, J® enthalten, und Gliedern II. Klasse, welche 
die Faktoren W), Wi) W®») enthalten, unterscheiden können, von denen für die 
gewöhnliche Praxis allein die Glieder I. Klasse in Betracht kommen. 

Nach (57) erscheinen V®, 9”, 9% sowie J®, J®, J® und W@, WW, WW als 
Komponenten gewisser Faktoren V, J, W, von denen V und J der Schwingungs- 
richtung ! der Masse M parallel liegen und W sowohl auf dieser Richtung als 
auch auf der Verbindungslinie zwischen dem Referenzpunkt und dem Ruhepunkt 
von M senkrecht steht. V ist gleich der Vergrösserung der Bewegung von M 
im Indikatordiagramm, die Grössen von J und W werden durch die Beziehungen: 


(58) I‘—= VL, W = VEsiull, e) 
bestimmt, wobei 
(59) E= Ve+y+z 


die Entfernung des Ruhepunktes der Masse M von dem Referenzpunkt in der 
Erdoberfläche und (l, e) den Winkel zwischen der Verbindungslinie und der Bahn- 
linie von M darstellt. 

Besonders einfach gestaltet sich die Indikatorgleichung, wenn man die Richtungen 
der horizontalen Projektionen von V und W zu Hülfe nimmt. Bezeichnen wir sie 
mit %k und A' und die zu % gehörige Komponente der Parallelverschiebung mit x, 
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so lässt sich nämlich (56) unter Rücksicht auf die für eine beliebige horizontale 
Richtung s geltenden Beziehungen: 


(60) V®?—= V® cos(s,k), JP= J®cos(s,k), W9—= WW) cos (s, K') 
und 
(61) o —= &cos(s,2)+ncos(s,Yy), i, = 1,008 (5, 2)+i,cos(s, Y), 


wobei 6 die zu s gehörige Komponente der Parallelverschiebung angiebt, leicht 
überführen in die Form: 


Man 2r7\? af Ur vn old 
den; -(r) ER (@ 9-49) R (z 49) 
dee AV, 
(er) 2 RE (%;) z 
m di? R dt” 


62 
( ) g A 7» 


ee Bu. Jo rat 
TEEN L (9-40) -49.) 


od 3» U 
_ Wü) 2 _ w®% E 
a di? m At. 


Hierin können wie in den früheren Fällen die Glieder II. Klasse mit den 
Faktoren WW, W®») für die Praxis beiseite gelassen werden. 

Die früher für Horizontal- und Vertikal-Seismographen aufgestellten Formeln 
ergeben sich in so einfacher Weise aus den jetzt gefundenen, dass eine nähere 
Darlegung unnöthig ist. 

28. Seismogranhen mit punktförmiger Masse für mehrere Komponenten. Bisher 
haben wir angenommen, dass die pendelnde Masse nur in einer Linie schwingen 
könne, dass ihr also nur ein Grad der Freiheit gegeben sei. Wenn sie in einer 
Fläche oder nach allen Seiten schwingen kann, also 2 oder 3 Grade der Freiheit 
hat, gestaltet sich die Theorie nur wenig komplieirter. Wir wollen sogleich den 
weitest gehenden Fall von 3 Graden der Freiheit untersuchen, da sich dann der 
speciellere mit nur 2 Graden ohne Weiteres miterledigt. 

Zur Bestimmung der Lage der Masse M sind jetzt drei Koordinaten einzu- 
führen. &', n', € seien die Verrückungen relativ zum Gestell, &*, n*, &* diejenigen 
relativ zur Erde im Ganzen, die wir als absolute Verrückungen ansehen. Be- 
deuten X, Y, Z wiederum die Koordinaten der Ruhelage von M relativ zum 
Referenzpunkt, so dürfen nach Artikel (16) die Beziehungen 


(6) = 8+:5+Z,- 79, = 7+n+Z,+X9, = 8 +8—-Xi,— Yi) 


angenommen werden. 

Wir werden wieder eine solche Konstruktion voraussetzen, dass jede Ab- 
lenkung &', n', &' zurückführende Kräfte zur Folge hat. Sind #’, H', Z' die 
Kraftkomponenten || x, y, z, so ist zu setzen: 

Abhanälg, d. K. Ges, d. Wiss. zu Göttingen. Math.-Phys. Kl. N. F, Band 2,1. 5 
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e Zar — las Ef, ee J, 


(64) H= ee 
2 = Ge fal E16 
wobei fi» fs - ; » » gewisse Konstanten bedeuten, die davon abhängen, wie die 


Pendelmasse mit dem Gestell des Apparates verbunden ist. Da wir mit Rück- 


sicht auf die hier in Betracht kommenden Mechanismen annehmen dürfen, dass 


keine Energie auf das Gestell übertragen wird, wenn der Pendelkörper nach 
beliebigen Bewegungen wieder in die Anfangslage zurückgeführt wird, ist in 
bekannter Weise zu folgern, dass es drei ausgezeichnete aufeinander senkrecht 
stehende Richtungen !, m, n giebt, für welche die erwarteten Kräfte nach der 
Gleichgewichtslage hingerichtet sind. Bezeichnen wir die relativen Verrückungen 
von M in diesen Richtungen mit A’, w, v’ und die zugehörigen Kräfte mit 
4', M', N', so tritt an Stelle des Gleichungssystemes (64) einfacher: 


(65) A= fi‘, M= -f,uw, N = -fv 


Aehnlich wie in Artikel 27 bei der Ableitung von (54) fassen wir bei Nei- 
gungen und Drehungen des Gestelles das jeweilige Kraftsystem auf als Super- 
position der Kräfte A’, M', N' parallel den ursprünglichen Richtungen /, m, n 
und der von dem veränderten Angriff der Schwere herrührenden Kräften Mgi,, 
Mogi, parallel x, y. Hierzu treten bei Schwerestörungen noch M 4g, M 1g,, 
M 4g,, sodass wir für die Richtungen 1, m, n drei Bewegungsgleichungen er- 
halten, von denen die erste lautet: 


d’A* 
(66) Mur= -hartgi +49.) cos (l, ©) + (gi, + 4g,) cos(l, „+49, cos(l, 2). 


Hierin bedeutet A* die als absolut geltende Verrückung parallel . Wir 
sind nun genau zur Gleichung (54) zurückgeführt und werden wie dort zur 
weiteren Umformung die Beziehungen (52) und (55) zu verwerthen haben. So 
ergiebt sich denn, dass die Bewegungen der pendelnden Masse parallel den drei 
ausgezeichneten Richtungen (l, m, n) als unabhängig von einander betrachtet werden 
können und gerade so erfolgen, wie bei nur einem Freiheitsgrad. — 

Sollen die drei Freiheitsgrade der Bewegung von M vollständig ausgenutzt 
werden, so sind 3 Indikatoren anzubringen, denn so viele sind nöthig, um die 
Bewegungen vollständig zu verfolgen. a, db, c seien die Ausschläge, von denen 
wir im Einklang mit den bisher benutzten Vorstellungen annehmen, dass sie den 
Ausweichungen von M parallel gewissen drei Richtungen proportional sind, 
dann ist zu schreiben: 


(7) a= Va +Vu4Vv, d = Vua4+V,u+Vuv, co = V,A+P,u47,v 


wobei die V,., V.,... Konstanten sind. Bedenkt man, dass jedes der Glieder 
VA, Wu .s.Jın " Yarbindung mit den für A', w', v’ geltenden Bewegungs- 


Euia: 
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gleichungen allein genommen für den betreffenden Indikator Formeln nach Art 
von (86) ergeben würde, so ist ersichtlich, dass die Aufzeichnung jedes der drei 
Indikatoren so erfolgt, als stelle sein Ausschlag die Summe der Ausschläge dreier von 
einander unabhängiger einfacher Seismographen dar. 

Die so sich ergebende Komplikation wäre für die Praxis höchst unbequem. 
Da ist es wichtig zu bemerken, dass sie fortfällt, wenn die Indikatoren den aus- 
gezeichneten Richtungen A, u, v zugeordnet werden; dann geht nämlich das 
Formelsystem (67) über in 


(68) azyaıb - Vu,co-V, 


und es folgen bei Verwendung der Bewegungsgleichungen für A’, w, v' für 
die Indikatorausschläge a, b, ce genau die zu Seismographen eines Freiheits- 
grades gehörigen Formeln des vorigen Artikels. Wenn man also den Seismo- 
graphen dreier Freiheitsgrade mit 3 Indikatoren versieht, welche die Ausweichungen 
der pendelnden Masse parallel den ausgezeichneten Richtungen des Kraftsystemes 
aufzeichnen, so erscheint er einfach als Vereinigung dreier Seismographen je eines 
Freiheitsgrades für diese 3 Richtungen. 

Bisher wurde angenommen, dass sich für das Kraftsystem 3 bestimmte aus- 
gezeichnete Richtungen angeben lassen, und ich erwähnte den dann geltenden 
Satz, dass diese aufeinander senkrecht stehen. In besonderen Fällen kann es 
vorkommen, dass sich nur eine ausgezeichnete Richtung oder keine heraushebt. 
Das erstere tritt ein, wenn die zurücktreibende Kraft für alle Richtungen | zu 
der einen ausgezeichneten gleich gross ist, das letztere, wenn die zurücktreibende 
Kraft für alle Richtungen ohne Unterschied gleich gross ist. Für den Anschluss 
der Indikatoren unter der Vorschrift, dass die Aufzeichnungen eines jeden denen 
für einen Seismographen eines Freiheitsgrades gleichkommen sollen, folgt beidemal 
eine Verminderung der Beschränkung: Bei nur einer ausgezeichneten Richtung 
dürfen die beiden anderen Indikatorrichtungen in der Normalebene willkürlich 
ausgewählt werden, bei völliger Symmetrie ist die Auswahl der Indikator- 
richtungen ganz dem Belieben anheim gestellt. — 

Bei einem Seismographen mit 2 Freiheitsgraden haben wir eine Schwingungs- 
fläche anzunehmen, die in einer für die Praxis wohl immer hinreichenden An- 
näherung als Ebene gelten darf. Das wirkende Kraftsystem ergiebt in dieser 2 
ausgezeichnete, oder durchweg gleichwerthige Richtungen. Zur vollen Ausnutzung 
der beiden Freiheitsgrade sind 2 Indikatoren anzubringen, und zwar parallel den 
ausgezeichneten Richtungen des Kraftsystemes, sofern solche vorhanden sind, 
andernfalls in beliebiger Orientirung. Der Seismograph zweier Freiheitsgrade ver- 
hält sich dann gerade so wie die Vereinigung zweier Seismographen je eines Freiheits- 
grades. 
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$ 4. Reibungslose Seismographen mit räumlich vertheilter Masse. 


29. Das physikalische Pendel als Seismograph. Bevor wir uns zu den Seis- 
mographen beliebiger Massenanordnung wenden, wird es sich empfehlen, die Be- 
nutzung des sogenannten „physikalischen Pendels“, also des Pendels mit räumlich 
vertheilter Masse als Seismographen zu besprechen, weil so in einfacher Weise 
auf die neuen Gesichtspunkte hingewiesen werden kann, welche bei der Aufgabe 
unserer bisherigen Annahme der punktförmigen Masse zur Geltung kommen, und 
wir damit einen Fall behandeln, dessen praktische Bedeutung unter allen Um- 
ständen eine besondere Besprechung verlangt. 

Wir setzen eine horizontale Axe, also eine vertikale Schwingungsebene voraus und 
nehmen an, dass allein die Schwerkraft einwirkt, der Schwerpunkt also bei Ruhe 
vertikal unter der Axe liegt. Ein solcher Apparat wird zum Beispiel durch ein 
gewöhnliches Pendel oder durch den Balken einer Waage bei abgenommenen 
Schaalengehängen gegeben. 

Die Aufstellung sei so, dass der Schwerpunkt bei Ruhe in der Vertikalen 
durch den Referenzpunkt liegt, und die x-Axe der Schwingungsebene parallel 
läuft. Trotzdem könnten bei Unsymmetrie des Baues die Neigungen i, senkrecht 
zur Schwingungsebene und die Drehungen 9, um die Vertikale Einfluss gewinnen; 
doch sollen diese Fälle als interesselos ausgeschlossen werden. Unser Seismograph 
reagirt dann allein auf die Parallelverschiebungen &, die Neigungen i, und die 
Schwereänderungen Agz: 

Wir untersuchen zunächst die Eigenschwingungen bei Abwesenheit von 
Störungen. Ist M die Masse des Pendels, 8 der Abstand des Schwerpunktes 
von der Drehungsaxe, so ergiebt die Schwerkraft bei der Ablenkung a des Indikators 
ein Drehmoment MgasS/I, wobei I die Zeigerlänge bedeutet. Dasselbe Dreh- 
moment würde durch eine am Indikator wirkende zurücktreibende Kraft Q ver- 
ursacht werden, wenn Q°/ = — MgaS|I wäre. Hieraus folgt, dass die Ein- 
wirkung der Schwerkraft bei den Eigenschwingungen ganz ersetzt werden könnte 
durch eine am Indikator wirkende Kraft 


(69) 09 — —fa, 
wobei 
(70) f= 195 


eine gewisse Konstante bedeutet. 

Zur Ableitung der Bewegungsgleichung benutzen wir das d’Alembertsche 
Prinzip, nach welchem die Beschleunigungen jederzeit so erfolgen, dass das System der 
bewegenden Kräfte durch das System der Trägheitskräfte gerade aufgehoben wird. 
Unter „Trägheitskraft“ des Massentheilchen du ist dabei eine Kraft zu verstehen, 
welche die entgegengesetzte Richtung hat wie die Beschleunigung, und deren 
Grösse gleich dw><der Beschleunigung ist. Bedeuten also &, n, & die Ver- 
schiebungen parallel x, y, z, so sind die zugehörigen Komponenten der Träg- 
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heitskraft 
(71) ee en u 


de’ — du am; du de 


Für die Anwendung der Trägheitskräfte ist wichtig, dass sie sich gerade so 
superponiren wie die Verrückungen. Wenn also die wirklich stattfindende Bewegung 
eines mechanischen Systemes irgend wie als Superposition von Einzelbewegungen auf- 
gefasst wird — zum Beispiel die Bewegung eines starren Körpers als Superposition 


von Parallelverschiebungen und Drehungen —, so stellen sich die wirklichen Träg- 
heitskräfte dar als Superposition der Trägheitskräfte, welche den Einzelbewegungeu 
zugehören. — 


Bei den Eigenschwingungen des Pendels ergiebt sich für ein Theilchen dw 
im Abstande r von der Axe die Beschleunigung (r/I) d’a/dt’, also die Trägheits- 
kraft 
r d’a 
du TR 
und es folgt als Drehmoment in der Richtung, in welcher wir i, positiv rechnen: 


r d’a 
duz? FRE 


Zum ganzen System der Trägheitskräfte gehört hiernach das Drehmoment 


® da 
6 Tar 
| wobei 
(73) 0 — fdur’ 


das Trägheitsmoment des Pendels darstellt. Wir wollen bemerken, dass das 
Drehmoment gerade so gross ist, als bewegte sich am Indikator die Masse 


(74) m-ı,- fa«(z) 


Indem wir gemäss dem zu verwerthenden Grundsatz ‘der Mechanik die 
Summe der Drehmomente für die bewegenden Kräfte und ‚die Trägheitskräfte 
gleich 0 setzen, erhalten wir als Bewegungsgleichung bei den Eigenschwingungen: 


ERSTEN E I g 
(75) Fr = Er = „8, a. 
MS 


Zur Bestimmung der Eigenperiode T und der äquivalenten Pendellänge L er- 
geben sich hieraus die Beziehungen: 


ZEN ....g 2a, MSN. NO 
un (M-$-15 = ur 
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Bei Neigungen des Gestelles giebt «„—a/I die Neigung des Pendels an. 
Veränderungen der Schwerkraft veranlassen das Drehmoment —M81g,. So 
erhalten wir denn als Drehmoment der Schwere in Bezug auf die Pendelaxe 
während der Störungen im Ganzen: 


(77) us($ a — gie — 44.). 


Dies ist zugleich das Drehmoment der gesammten bewegenden Kräfte ın Bezug 
auf die Pendelaxe während der Störungen, denn ausser der Schwere wirkt nur 
das Gestell durch Kräfte ein, die in der Pendelaxe selbst angreifen, also ein 
verschwindendes Drehmoment ergeben. 

Zur Bestimmung des entsprechenden Drehmomentes der Trägheitskräfte 
während der Störungen denken wir uns die jeweilige Verrückung des Pendels 
als Superposition der Neigung i.—a/I um die Pendelaxe und der Parallelver- 
schiebung &+ Z,i,, wobei Z, die Höhe der Drehungsaxe über dem Referenzniveau 
bezeichnet. Nach den bei der Ableitung der Bewegungsgleichung für die Eigen- 
schwingungen angestellten Ueberlegungen verursachen die Aenderungen der 
Neigung das Drehmoment 


da dia. Ida 

Die Trägheitskräfte der Parallelbewegungen sind Parallelkräfte proportional 
mit der Masse der Elemente, haben also wie die Schwerkraft eine Resultante, 
welche der im Schwerpunkt vereinigten Gesammtmasse entspricht. Zu den 
Parallelverschiebungen &+ Z,i, gehört hiernach in Bezug auf die Pendelaxe das 
Drehmoment 

a’ di, 
(79) us(% Z, ze) 

Das d’Alembert’sche Prinzip verlangt, dass die Summe der Drehmomente 

(77), (78), (79) verschwindet, ergiebt also als Indikatorgleichung 


Bi, 1 da :: ar 
(80) us(t a—gi, 29.)- 0 (7; Ser 7 =) +us( +Z ee) ann 0, 


oder 


da _ 2r\° la in Me 
ET -(7) a—V Fr — 1,— Er FR 
(81) g J® a’& 
= —— wg 
Ba (9 3 49.) - il En 
wenn (76) benutzt wird, und man ausserdem setzt: 
N 2 J” IMS 5 
(82) P=-1L"=-7=-7-,WwW—=veZ—n,. 
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Hierin bedeutet Z,— L die Höhe des Körpers eines mathematischen Pendels 
von der Länge Z und mit der Axe A. Das physikalische Pendel verhält sich also 
als Seismograph gerade so wie ein mathematisches Pendel mit der gleichen Schwingungs- 
dauer und der gleichen Drehungsaze. 

Es ist nützlich zu beachten, dass nach der eben gewonnenen Erkenntniss bei 
sehr schnellen Querverschiebungen der Axe eines Pendels nicht etwa der Schwer- 
punkt, sondern ein Punkt stationär bleibt, der um die Länge eines mathema- 
tischen Pendels gleicher Schwingungsdauer, nämlich um L = ®/MS, von der 
Axe entfernt ist. Man nennt ihn den „Schwingungspunkt“. Es ist klar, dass 
seine so bestimmte Bedeutung bestehen bleiben muss, welche Orientierung auch 
die Axe im Raume haben mag, und welche Kräfte das Pendel beeinflussen mögen. 
L bedeutet dann die Länge eines einfachen Pendels, welches in dem be- 
sonderen Falle alleiniger Einwirkung der Schwere und horizontaler Lage der 
Axe gleiche Schwingungsdauer hat. 

30. Physikalisches Pendel unter Mitwirkung elastischer Kräfte; Klinograph von 
Schlüter. Werden bei dem im vorigen Artikel behandelten physikalischen Pendel 
noch elastische Kräfte hinzugefügt, jedoch so, dass der Schwerpunkt im Falle 
der Ruhe in der Vertikalebene durch die Axe bleibt, so ändert sich die Be- 
wegungsgleichung (80) nur insofern, als ein Drehmoment 


(83) f' 1a 


hinzukommt, wobei f’ eine gewisse Konstante bedeutet. Es ergiebt sich dann 
als Indikatorgleichung wiederum (81), jedoch mit theilweise veränderten Kon- 


stanten. Es ıst nämlich: 
G ER ON ng 
zZ med. 
(84) 


„+ "= V"L= #1, We= VYZ = FI; 
® ® 
— in =. — = . 
(85) m—7, 4 =: Z Aa, 


] bedeutet wie vorhin den Abstand der Indikatorspitze von der Drehaxe 
des Pendels, oder besser gesagt, den äquwivalenten Abstand von der Drehaxe, denn 
es ist für die entwickelte Theorie offenbar gleichgültig, ob der Indikator direkt 
oder indirekt durch irgend einen Mechanismus mit dem Pendel verbunden ist; 
sie braucht auch nicht nothwendig materiell zu sein, sondern kann ebenso gut 
den Convergenzpunkt eines photographirenden Lichtbündels darstellen. — 
W. Schlüter nennt I bei der Beschreibung seines Klinographen die „mechanische 
Zeigerlänge*. 

® ist das Trägheitsmoment des Pendels, M seine Masse, $ der Abstand des 
Schwerpunktes, L, der Abstand des Schwingungspunktes von der Axe, Z, die Höhe 
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der Axe, Z die Höhe des Schwingungspunktes über dem Referenzniveau der Erd- 
oberfläcke. Wegen der Mithülfe der elastischen Kräfte, auf welche sich die 
Konstante f’ bezieht, ist eine stabile Gleichgewichtslage und darum eine brauch- 
bare Konstruktion nun auch möglich, wenn Schwerpunkt und Schwingungspunkt 
über der Axe liegen; für diesen Fall gelten die oberen, für den entgegengesetzten 
die unteren der doppelten Vorzeichen. 

Nach den Formeln (84), (85) verhält sich unser physischer Seismograph ganz 
so wie ein Pendelseismograph mit punktförmiger Masse, bei dem die Pendellänge 
— L, die Indikatorlänge = J” und der Pendelkörper sich in der Höhe 
Z = Z,#L, also in der Höhe des Schwingungspunktes befindet. 

Der Umstand, dass bei angemessener Konstruktion des physischen Pendels 
der Schwerpunkt leicht sehr nahe der Axe gelegt und damit Z sehr gross ge- 
macht werden kann, ist von besonderem Interesse, denn wir haben in Ar- 
tikel 23 erkannt, dass bei dem wichtigen Problem der Trennung seismischer Hori- 
zontalwerrückungen und Neigumgen gerade die Höhe Z entscheidend ist. Während 
nun das einfache Pendel aus praktischen Gründen eine hinreichende Variation der 
Höhe nicht gestattet, lässt sich diese mit dem physischen Pendel, wo es sich nur um 
die Verlegung des Schwingungspunktes handelt, in bequemer Weise erreichen. 

Bei der Konstruktion seines Klinographen hat sich W. Schlüter diese 
Verhältnisse zu Nutze gemacht. Der pendelnde Körper erhielt die Gestalt eines 
Waagebalkens von 150 cm Länge mit festen Gewichten an den Enden. Die uns 
interessirenden Daten waren: 


© = Tkgym’, M — dig, $ = 0,04mm, Z, = 0, 


(0) 
I= 100m, L, Ss 12000 m, Z= Z,—L, = — 12000 m, 
T=20see, 4 = 100m, v2? — nn J® = 6m, W@ = 700 m. 


Der Klinograph entsprach hiernach bei seinen Registrirungen einem einfachen 
Pendel von 144m Länge, das von einem starren Gerüst nicht weniger als 
15000 m unterhalb des Referenzniveaus getragen wird, und dessen Ausschläge 
20-mal verkleinert aufgezeichnet werden. Die ungeheure äquivalente Gerüst- 
grösse macht es einleuchtend, dass nicht daran zu denken ist, mit einfachen 
Pendeln Klinographen entsprechender Leistungsfähigkeit zu konstruiren. 

Die Aufzeichnungen des Klinographen wurden verglichen mit denen eines 
Horizontalpendels folgender Daten: 


T—= 12sec, L= 36m, VP’—- 3, J’—= 90m, WW—=0,2=0. 


Man erkennt die weite Ueberlegenheit des Horizontalpendels in dem Gliede 
1. Klasse und die des Klinographen in dem Gliede II. Klasse. Da der Klino- 
graph auch von den stärksten beobachteten Erdbeben, bei denen die scheinbaren. 
Neigungen in den langen Wellen 1'/s Sekunden erreichten, unbeeinflusst blieb, 
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konnte, geschlossen werden, dass nicht wirkliche Neigungen, sondern Horizontal- 
verschiebungen im Wesentlichen die Aufzeichnung des Horizontalpendels und 
also auch die der übrigen ähnlichen Apparate veranlassen, während die wirk- 
lichen Neigungen sehr klein bleiben (in den beobachteten Fällen unter 1/40 Se- 
kunde). 

31. Seismograph beliebiger Konstruktion für eine Komponente. Wir wollen 
nun sogleich zu dem allgemeinsten Fall einer beliebigen Konstruktion übergehen, 
wobei für das @ehänge in irgend einer Weise Axen, Hebel, Federn und der- 
gleichen verwendet sein können. Jedoch nehmen wir zur Vereinfachung der 
Darstellung vorläufig nur einen Grad der Freiheit an; relativ zum Gestell sollen 
sich also die Punkte des Gehänges nur in Kurven bewegen können, und es soll 
die Lage aller Punkte bestimmt sein, wenn die Lage eines einzigen vorge- 
schrieben ist. Die Angabe des Ausschlags a eines Indikators und seiner Aenderungen 
genügt hiernach vollständig, um die jeweilige relative Lage und die relativen Be- 
wegungen festzustellen. 

Die angenommene Verknüpfung der Bewegungen hat zur Folge, dass eine 
bewegende Kraft, die an irgend einer Stelle des Gehänges wirkt,. durch eine 
Kraft an irgend einer anderen Stelle ersetzt werden kann. Nach dem mecha- 
nischen Prinzip der virtuellen Verrückungen müssen sich dabei die Intensitäten 
der beiden Kräfte umgekehrt verhalten wie die entsprechenden Verrückungen. 
Ist also zum Beispiel X die zunächst gegebene Kraft, Q ihr Aequivalent am 


Indikator, so muss 
(86) Q = K- 


sein, wenn « den zum Indikatorausschlag a gehörigen Ausschlag des Angriffs- 
punktes von K parallel ihrer Wirkungslinie bedeutet. Von diesem Satze werden 
wir im Folgenden ausgiebigen Gebrauch machen, um das gesammte Kraftsystem in 
einer für die Anwendung bequemen Weise auf den Indikator zu beziehen. Zunächst 
ist dabei freilich vorauszusetzen, dass der Indikator von einem starren Arm 
geführt werde, dass es sich also um mechanische Registrirung handele. Da jedoch 
die ideelle Kraft Q einfach als eine rechnerische Hülfsgrösse für die Entwicklung 
der Theorie aufgefasst werden kann, steht garnichts im Wege, sie selbst dann 
beizubehalten, wenn der Indikator durch einen photographirenden Lichtpunkt 
gebildet wird. Will man das aus besonderen Gründen nicht thun, so ist an 
Stelle des Indikators irgend ein passend scheinender Punkt des Gehänges auszuwählen 
und unter a im Folgenden der Ausschlag dieses Punktes zu verstehen. — 

Bei der Berechnung der Trägheitskräfte (Artikel 29) sind die absoluten Be- 
wegungen des Gehänges zu verfolgen. Doch darf dabei wie bisher von den 
Bewegungen der Erde als Weltkörper abgesehen werden, das heisst, es genügt, 
als „absolute“ Bewegungen diejenigen relativ zur Erde im Ganzen zu bezeichnen. 
&*, n*, &* seien die absoluten Verschiebungen eines Punktes des Gehänges, 
&, m’, &' die entsprechenden Verschiebungen relativ zum Gestell. Wir nehmen stets 


Abhandlg. d, K. Ges, d, Wiss. zu Göttingen, Math.-phys. Kl, N, Fl, Band 2,1. 6 
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nur so kleine seismische Störungen an, dass gemäss Artikel 16: 
en) et, ntntei, +, Fe HE m, —yi, 


gesetzt werden kann, wobei x, y, 2 die Koordinaten der Ruhelage relativ zum 
Referenzpunkt der Erdoberfläche bedeuten. 

32. Seismische Ruhe. Zunächst soll wie bei der Behandlung des physika- 
lischen Pendels der Fall seismischer Ruhe untersucht werden. Bei einem Aus- 
schlag a verursachen die bewegenden Kräfte — herrührend zum Beispiel von 
der Schwere oder von Federn irgend welcher Art — eine zurücktreibende Kom- 
ponente. Es entspricht unserer Annahme über die Kleinheit der Verschiebungen, 
diese proportinal mit a zu setzen. 


(88) = fü 


stelle demgemäss die Resultante ‚ler auf das Gehänge wirkenden bewegenden Kräfte 
in Bezug auf den Indikator dar, wobei f eine gewisse Konstante ist. 

Um die Resultante der Trägheitskräfte zu finden, bedenken wir, dass bei 
kleinen Bewegungen die Verrückung eines jeden Theilchens proportional mit a 
gesetzt werden darf; 


&' n' € 
S a a J 
bedeuten hiernach für jedes Theilchen gewisse Konstanten, welche uns mittels 
elda In|da. TE] da 
(90) | dt: 4 dei. 5 
die Komponenten der Geschwindigkeit, mittels 
&' da [7 da & d’a 
(91) 5 Al =) a? 4 dt? 
die Komponenten der Beschleunigung und mittels 
EI] d’a | d’a 7 dia 
9) Be | Are mie me 
02) aM Ä N du || db. a e es dt” 
die Komponenten der Trägheitskraft ergeben, wenn du die Masse des Theilchens 


bezeichnet. So folgt denn nach dem Prinzip der virtuellen Verrückungen für Jan 
Indikator die äquivalente Kraft 


“u & 2 da 2 2 da & ? da 
& du | dt” au di? du Ip 


und wir erhalten als Resultante der Trägheitskräfte bei seismischer Ruhe: 


2 


(94) gAl—= —m = 5 
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wenn 


ut &' 2 n' 2 & 2 Er ren 

= fuliß[alsEI]- jagen: 
gesetzt wird. Q[°] würde dieselbe Grösse erhalten, wenn sich eine Masse m am 
Indikator selbst bewegte; wir wollen demgemäss ın die resultirende Masse des 
Gehänges nennen. Die Formel (95) lehrt unmittelbar folgenden für die Berechnung 
von m wichtigen Satz: Der Antheil eines Elementes des Gehänges zur resultirenden 
Masse verhält sich zur eigenen Masse wie das Qua-lrat der relativen Verrückung zum 
Quadrat des zugehörigen Indikatorausschlags: 


(96) dm: du = E"’+n”’+$?:aR. 


Das D’Alembert’sche mechanische Prinzip, nach welchem die Trägheitskräfte 
jederzeit die bewegenden Kräfte aufheben müssen, verlangt bei Abwesenheit von 
Störungen Q°+0Q[] = O0 und ergiebt so in 


U EN 


ag er = 


(97) 


die Indikatorgleichung bei Eigenschwingungen. Schwingungsperiode T und äquwivalente 
Pendellänge L werden nach (97) durch 


Zn ng 
(08) M-1-n 
bestimmt. 
33. Ableitung der Indikatorgleichung. Bei Neigungen des Gestelles und 
Aenderungen der Schwerkraft tritt zu der Resultante der bewegenden Kräfte: 


"= -fa, 


welche im Falle der seismischen Ruhe allein zu berücksichtigen war, noch eine 
Kraft, welche der veränderten Einwirkung der Schwere entspricht. Die Neigung 
i, ist gleichwerthig mit dem Auftreten einer horizontalen Komponente der 
Schwerkraft | x im Betrage von gi,. Das Theilchen du des beweglichen Theiles 
erfährt also | x im ganzen eine Kraft du (gi,+fg,) und ergiebt für den Indi- 
kator die äquivalente Kraft du (gi,+1g,) [&/ja]. In gleicher Weise gehört zu y 
die Kraft du (gi,+19,) [n’[a], zu z die Kraft dw 79, [Je], und wir erhalten als 
Resultante der bewegenden Kräfte, welche durch die Neigungen des Apparates und 
durch Schwerkraftänderungen erregt werden: 


09 +00 = (faul ))wi.+0)+(fau[2])6.+4w+( au). 
Zur Berechnung der Trägheitskräfte soll die Bewegung des Gehänges auf- 
gefasst werden als Superposition der Bewegung relativ zum Gestell und der vom 


Gestell selbst ausgeführten Bewegung. Diese letztere wiederum zerlegen wir in 
6* 
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die Farallelverschiebungen, &, n, &, die Neigungen i, ti, und die Drehung 9, um 
die Vertikale. In allen Fällen wird es wiederum darauf ankommen, die Resul- 
tante der Trägheitskräfte in Bezug auf den Indikator festzustellen. 
Die Resultante der Trägheitskräfte der relativen Bewegungen des Gehänges 
haben wir durch den vorigen Artikel schon in 
d’a 


el] = — m ——. 
(100) Q Mn 


kennen gelernt. — 
Bei den Parallelbewegungen entsprechend & ergiebt das Theilchen du die 
Trägheitskraft — du d’&/dt? parallel x. Das Aequivalent am Indikator ist 


= [al ar- 


So folgt denn als Resultante der Trägheitskräfte wegen der Parallelverschiebungen: 


00 -(alEDEE-(aDE LED 


Als Wirkung der Neigung i, treten die Verschiebungen 


& — Zn, = 0, = —ai, 
auf. Während der Bewegung ergiebt sich also für das Theilchen dw eine Träg- 


heitskraft mit den Komponenten 


a d’i, ER SE U d’i, 
ern — du as Ar = 0, du dr? — dus a Fr) 


woraus zu schliessen ist, dass 


wo 09 = -(fas[£]- Jas[EDEE- Werd] FE] 


die Resultante der durch Neigungen erregten Trägheitskräfte darstellt. 
Die Drehung ®, verursacht die Verschiebungen 
&* In: —Y®,, m“ erg +9, & Sn 0, 
also die Trägheitskräfte 


d? * dp, d’n* dp. d.6E 
— du — 7 — + duy— Fr — du er du x IB’ — du Fr —.') 


und für den Indikator die Resultante 


(103) oe | f due | |- [ au) 


Indem wir die Resultanten aller aufgeführten Kraftsysteme addiren und 


THEORIE DER AUTOMATISCHEN SEISMOGRAHPEN. 45 


die Summe = 0 setzen: 
(104) 9 + 9O +90 + QIA+ 03 + QU+QUA — 0, 


‚erhalten wir nach dem D’Alembert’schen Prinzip die Bewegungsgleichung des Indi- 
kators. Ausführlich geschrieben lautet sie bei geringer Umstellung: 


yet) yelEllB-n-) 
fat) ot 0n)-JarlE)(GE-) 
-(foAl] fehl FA fer] 

| -(fazf£]-fansf£) 8 


34. Uingestaltung und Diskussion der Indikatorgleichung. Schreibt man nun: 


! m = fa], =) - BL. 


1) 4b L m’ 
; Ja) 1 &' 2 02) | g’ 
ns Fe (Die — — (ee ee a 
“ L m er E | Id: „fe |2 ] a L m, du| “| 
(106) 
| w-,.j#bh]- 2) = nfeeEL) 
| 1! m Ei 
\ (9;) nn me = 
\ W „fe («1 v(e)) 
so erhält die Indikatongleichung die Gestalt: 
: d’a 2r\° Sk: d’n : dt 
AN = ey) el u: yo) > — R 
dp n a— V' 7 gi, 44.) vv ( gi, 44.) v ( 49.) 
_ Wi) Do _W%) a 
(107) : e 
Bus I J®» er. \- G m : J® a Er 
ee Na 96, 49) (7F 44.) 
\ — Wi) wi Gr won = 9 


welche uns in den früheren Untersuchungen specieller Fälle wohl bekannt ge- 
worden ist. Wiederum geben also —VY®, —V”, —V” die Vergrösserungen sehr 
schneller Parallelverschiebungen an, ebenso J”/g, J”|g, J”/g die Empfindlichkeiten 
gegen dauernde Neigungen, J”/g; J®”/g, J”]g die Empfindlichkeiten gegen Schwere- 
änderungen, — Wi, —- Wi), — WW) die Empfindlichkeiten gegen sehr schnelle 
Neigungen und Drehungn um Axen durch den Referenzpunkt. Wiederum 
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werden wir (nach Artikel 19) 7”, 7”, Y® die Indikatorvergrösserungen, J”, J®, J” 
die „äquivalenten Indikatorlängen“ nennen, und (nach Artikel 23) die zugehörigen 
Störungsglieder zur I. Klasse, diejenigen mit den Faktoren WW, Wi, W®») zur 
II. Klasse rechnen. 

Vergleichen wir die Indikatorgleichung (107) rein äusserlich mit der für 
einen Seismographen punktförmiger Masse in Artikel 26, gewonnenen, so 
könnte es scheinen, dass auch ein Seismograph beliebiger Massenvertheilung 
sich geradeso verhielte wie ein solcher, also einem gewissen Seismographen punkt- 
förmiger Masse genau äquivalent sei. Das trifft aber nicht zu, denn von den 
Vektoren V, J, W, welche mittels der @leichungen 


‚V®? = Veos (%, n); VETZEVCos (Y, V) V® = Veos (2, v) 
I @ _ Jeos (x, aA), J® en J cos (Y, I), J® —= Jcos (2, J), 
( Wi) u WW) = W eos (Y, W), WW) ——) — W%:) un W cos (X, W), 


We) = Weos(z, W), 


die V®, 7”, v9, J®, J®, J®, Wi) Wi), We zusammenfassen, steht der Vektor 
II. Klasse W im allgemeinen nicht mehr auf den beiden gleichgerichteten Vektoren 
I. Klasse V und J senkrecht, wie es bei punktförmiger Masse der Fall sein müsste. 
Die sich so ergebenden Unterschiede des Verhaltens werden im folgenden Ar- 
tikel zur Sprache kommen, hier wollen wir zunächst dem für die Praxis weit 
wichtigeren gemeinsam Gültigen nachgehen. 

v®, vv, J®, J®, W”, W“® beziehen sich speciell auf Neigungen, horizontale 
Verrückungen und Schwereänderungen parallel den Vertikalebenen (2, &), (2, Y). 
Wir werden vermuthen können, dass in derselben Weise wie bei punktförmiger 
Masse in den Formeln (108) für x oder y jede beliebige horizontale Richtung s 
genommen werden darf, dass also allgemein die Formeln 


1109) PO — V.eosls, Vi; IN = J.003 (8,4), Wer — W®) — Wieos(s,W2 


gelten, wobei s’ die Richtung der zu den Neigungen i, gehörigen Drehaxe, also 
eine auf s serkrecht stehende, ebenfalls horizontale Richtung bedeutet. Be- 
trachten wir zur Prüfung die Wirkung von Parallelverschiebungen 6 parallel s, 
von Neigungen i, parallel der Vertikalebene (z, s) und von Schwereänderungen 
Ag, parallel s, indem wir beachten, dass o äquivalent ist mit den Verschiebungen 


&E=0cos(s,2), n=6cos(s,y), i, mit den Neigungen ;, = i,c0s(s,X%) = 1,cos (s',Y), 
i, = 1,008 (s, y) = — 1,008 (s', ©), Ag, mit den Schwereänderungen 49, = 19,cos(s, 2), 
Ag, = 49,608 (s,y), so erhalten wir mittels (107): 

d’ 2r\° ä I 

TE — — (7) a—(V” cos(s, 2)+ V” cos(s, x)) F — gi, — 44) 


(110) Y 
(WR 00s(s', ) WW eos", 0) Tr. 
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Nun ist in der That, da s auf z senkrecht steht: 


Wr eos(52)+V%eos(s,Yy) = Vecos(s,V/) = cos (s, J) 

Wi cos (sy) —- WW cos (s',x) = Weos(s', W) 
und damit die Berechtigung der Formeln (109) erwiesen. Die eigentliche Be- 
deutung hiervon liegt in der Erkenntniss dass die Vektoren V, J, W nicht durch 
die specielle Wahl der Koordinatenrichtungen &, y beeinflusst werden, sondern un- 
abhängig von diesen relativ zum Apparat fesibestimmte Richtungen haben. Die ge- 
meinsame Richtung von V und J entspricht der Schwingungsrichtung bei punkt- 
förmiger Masse und kann darum zweckmässig die „äguivalente Schwingungsrichtung“ 
genannt werden. — 

Im Ganzen zeigen diese Ueberlegungen, dass die Wirkungsweise eines Seis- 

mographen mit einem Freiheitsgrade durch folgende Grössen charakterisirt werden 


a1) 


kann: 
1) Die Schwingungsdauer T, bezüglich die äquwivalente Pendellänge L, en, 


durch die Gleichung 
2 
(112) (7) = - 2, 


2) zwei parallele Vektoren I. Klasse, nämlich den Vektor der Indikatorver- 
grösserung V bezüglich den Indikatorvektor J, verbunden durch die Gleichung 


N 
(113) VZ7, 


ihre gemeinsame Richtung nennen wir ägquivalente Schwingungsrichtung; 

3) den Indikatorvektor II. Klasse W. 

Die Vektoren V,: J,. W bestimmen 79:9, V9;:7®, J®, J®, Jr, J®, 
wi, W@, Wi, WW» mittels der Gleichung (109), (108). — 

Wie bei punktförmiger Masse kommen wir zu einer erheblichen Vereinfachung 
der Indikatorgleichung, wenn wir uns speciell auf diejenigen horizontalen Richtungen 
k und k' beziehen, welche der Projektion von V, J und W entsprechen. Unter Be- 


nutzung der Relation 


d’ 5 d’ um k d? r 
(x) ) ( Ka (R) 
% Fu +V rare == MN IE IE cos (k, x) +ncos (k,y)) = V 7E 
und einiger ähnlicher ergiebt sich nämlich auch hier: 
Ga _ _(2r ® _ yo ( AB ) —_ Wi) aa 177462) am 
de a | T ) 4 — V (2- II 49,) v di? 49, w de 


ee By 1)- un Pi an 
a ir - u) ange = Wege: 
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Wiederum können für die gewöhnliche Praxis die Störungsglieder 11. Klasse, 
das heisst diejenigen, welche den Vektor W, bezüglich seine Komponnnten Wi), . . . 
enthalten, als unmerklich bei Seite gelassen werden. Der Fall V” = 0, J®? —= 0, 
X (2) = X (J,2) = WM" liefert Horizontalseismographen, der Fall V® — 0, 
J®=0,xX(V,2) = X (J,2) = 0 Vertikalseismographen. Um Seismographen 
zweiter Klasse zu erhalten, ist W im Verhältniss zu J so gross zu machen, 
dass die Glieder mit W vorherrschen, oder doch deutlich wirksam werden. 

35. Unterschied des Verhaltens gegenüber einem Seismographen mit punktförmiger e 
Masse. Wie schon erwähnt kann ein solcher Unterschied sich darin äussern, # 
dass der Indikatorvektor W nicht auf der äquivalenten Schwingungsrichtung, 
also auf der Richtung von V und J senkrecht steht. Wir wollen in einem 
solchen Falle W in seine Komponenten senkrecht und parallel der Schwingungs- 
richtung zerlegt denken. W, sei die senkrechte, W, die parallele Komponente. 
Dann ist für eine beliebige Richtung u 


Weos (u, W) = W,cos(u, W,)+W, cos (u, W,,) 
und (107) ergiebt daher: 


u el 


= ER = Ai ds { vw an 5 (@) & 
(11) an m 2 a | > | Ir 91, 49,)- 7 (5-4) 
nn da di i, Be} 
aE wi en (iz) [u (8) x 
” Ma nr a 


Abgesehen von den 3 letzten Gliedern entspricht nun die rechte Seite genau einem 
Seismographen mit punktförmiger Masse. Die Koordinaten X, Y, Z des äquiva- 
lenten Massenpunktes werden nach (80) bestimmt durch die Gleichungen: 


(116) „we — V®zZZVPX, W@ = KPZ-VOY, We) — Vox yon 


seine Schwingungsrichtung ist durch V und J gegeben. 

Die 3 letzten Glieder zeigen das Neue im Verhalten des Seismographen 
allgemeiner Art; man kann sie in das eine Glied W, d’O/di” zusammenfassen, 
wenn unter © der Drehwinkel um die W,-Linie, also um die äquivalente Schwingungs- 
richtung verstanden wird, denn es ist unter dieser Voraussetzung: 

di, au. 00 


(9:) — RSRE SEN 
ae gan Weges: 


(117) ww. "+WW 


Die eventuell vorhandene Abweichung des Verhaliens eines Beismographen mit räumlich 
vertheilter Masse von dem eines Seismographen mit punktförmiger Masse kann also 
dahin gedeutet werden, dass eine Empfindlichkeit gegen Drehungen um die äquivalente 
Schwingungsrichtung hinzugetreten ist. Dabei handelt es sich aber nur um eine 
Empfindlichkeit zweiter Klasse, sodass die Abweichung für die gewöhnliche 
Praxis nicht in Betracht kommt. 

36. Einfluss der Aufstellung. Eine Veränderung der Aufstellung des Appa- 
rates mittels Drehung um die Vertikale durch den Referenzpunkt ist formal gleich- j 
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werthig mit einer anderen Verfügung über die Referenzrichtungen x, y. Die 
Ueberlegungen des Artikels 34 lehren daher, dass die Vektoren V, J, W ihre 
Lage relativ zum Apparat ungeändert beibehalten. Die Beziehungen (109) können 
demgemäss zur Neuberechnung der V”, ... benutzt werden, und die Formeln 
(114) bleiben ganz unverändert. 
Bei einer Aenderung der Aufstellung durch Parallelverschiebungen, also bei 
einer Aenderung der Lage relativ zum Referenzpunkt müssen die Vektoren V, J 
nebst ihren Komponenten Y“”, .... nach ihrer physikalischen Bedeutung — z.B. 
Vals Vergrösserung sehr schneller Parallelverschiebungen — unbeeinflusst bleiben. 
Anders steht es um W, denn bei der Einwirkung schneller Drehungen kommt 
es nicht nur auf die Orientirung, sondern auch auf die Lage der Drehungsaxen 
relativ zum Gestell an, und diese ändert sich für ö, i, 9, mit der Aufstellung. 
Von Interesse ist für uns allein der Fall, dass die Verschiebung auf einem 
Untergestell — z. B. auf einem Pfeiler — stattfindet, welches als starr gelten 
kann. Die Verschiebung ist dann formal gleichwerthig mit einer anderen An- 
nahme über die Lage des Referenzpunktes relativ zum Apparat. X, Y, Z seien 
die Verschiebungen parallel &, y, 2; dann dürfen wir offenbar (107), (115) auch 
nach der Verschiebung noch anwenden, wenn statt der &, m, &, i,, i, ®%,, © die- 
jenigen Werthe der Verschiebungen und Drehungen eingesetzt werden, welche 
sich auf den Punkt = X, y=Y,z=Z beziehen, denn dieser hat ja nun 
die gleiche Lage relativ zum Gestell, wie vorhin der Referenzpunkt. Die Er- 
satzwerthe sind: 
&+Zi,— Y9,, n+Z,+X8,, 6- Xi,—TVi, i,i,®, ©. 


y’ 


Werden sie in (115) eingeführt, so entsteht die Gleichung von Neuem, mit dem 
einzigen Unterschied, dass für Wi, Win, W» die Werthe: 


mm Ve@ızPrX4R, ww= V%(2+2)-V9(r4T), 
w@) = V®(X+X)-V®(Y+Y) 


anstelle der früheren (116) treten. Wır erkennen, dass der Einfluss von Parallel- 
verschiebungen sich nur auf die Glieder zweiter Klasse erstreckt und gerade derselbe 
ist, wie bei dem ägquwivalenten Seismographen punktförmiger Masse. Die etwa 
vorhandene durch W, gemessene Empfindlichkeit gegen Drehungen um die äqui- 
valente Schwingungsrichtung ist ebenso wie Vund J von Parallelverschiebungen 
des Apparates unabhängig. 

87. Seismographen mehrerer Freiheitsgrade. Den praktischen Bedürfnissen 
wird im Allgemeinen hinreichend Rechnung getragen, wenn wir bei der Ent- 
wicklung der Theorie, über den Seismographen eines Freiheitsgrades hinaus- 
gehend, nur noch den Fall einer bestimmten endlichen Anzahl von Freiheits- 
graden betrachten. Genau genommen wird hierdurch verlangt, dass alle Theile 
des Seismographen ausser den Gelenken völlig starr seien, denn in elastischen 
Körpern sind stets unendlich viele verschiedene Arten von Schwingungen möglich. 

Abhandlgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen, Math.-phys. Kl. N. Fl. Bd. 2,1. 
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Für die Praxis aber ist es hinreichend, wenn die überzähligen Schwingungen 
durch zweckmässige Konstruktion genügend klein gehalten werden. In der 
Regel wird es dabei darauf ankommen, die Periode der störenden Eigen- 
schwingungen klein gegenüber den zu registrirenden Perioden zu machen. — 

Die Anzahl der Freiheitsgrade des Seismographen sei n; das Gehänge kann 
dann n verschiedenartige Schwingungen gegenüber dem Gestell ausführen, und 
zur Feststellung seiner jeweiligen relativen Lage gegenüber dem Gestell ist die 
Angabe von n Grössen erforderlich und hinreichend. Will man die Bewegungen 
des Gehänges seismographisch vollständig ausnutzen, so sind » Indikatoren an- 
zubringen. Wir wollen annehmen, dieses sei geschehen, und die bezüglichen 
Ausschläge mit a, d, c, ..... bezeichnen. Jede Bewegung des Gehänges relativ 
zum Gestell äussert sich dann in einer Aenderung des Systemes der Werthe 
GIEDIECHURR 

II sei irgend ein Punkt des Gehänges, &, n', &' mögen die von der Ruhelage 
ab gerechneten relativen Verschiebungen bezeichnen, sodass &, n’, € von den 
Ausschlägen a, b, c, . .. . abhängen. Wiederum, wie in früheren ähnlichen Fällen 
setzen wir eine lineare Beziehung voraus, schreiben also: 


a ie BleBlern Hertäpelelers 


= Befibellen 


wobei die Symbole [&'/a], [8'/b],.... gewisse Konstanten bezeichnen. 

Griffe in /I eine Kraft & parallel x an, so würde ihr nach dem Prinzip der 
virtuellen Verrückungen das Gleichgewicht gehalten, wenn an den Indikatoren 
die Kräfte —Q, —Q, — Q.,... wirkten, bestimmt durch die Formeln: 


.- El a= [= a= [8 ..--, 


und es könnte demgemäss das Kraftsystem Q,, Q,, Q,,.-- die Kraft & genau er- 
setzen. anaaan ist eine beliebige in /Z wirkende af mit den Kompo- 
nenten #, H, Z äquivalent mit dem Indikatorkraftsystem : 


je - BlerlHarlsla e = [Els-tgler[öls 
| .- elta]... 


sodass die so bestimmten Kräfte Q,, Q,, @. als die Indikatorkomponenten der ge- 
gebenen Kraft #, H, Z bezeichnet werden können. 

Die Bewegungsgleichungen sagen nach dem D’Alembert’schen Prinzip aus, 
dass die bewegenden Kräfte und die Trägheitskräfte einander zu Null ergänzen. 


(120) 
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Wir erhalten sie daher, indem wir jede bewegende Kraft und jede Trägheitskraft 
durch ihre Indikatorkomponenten ersetzen und der Summe für jeden einzelnen 
Indikator den Werth Null geben. 

Es sollen zunächst diejenigen Kräfte betrachtet werden, welche das Gehänge 
in die Ruhelage zurückzuführen streben. Bei nur einem Freiheitsgrad setzten 
wir die Indikatorresultante 9” proportional mit dem Indikatorausschlag a; jetzt, 
bei mehreren Freiheitsgraden und dementsprechend mehrfach vorhandenen Indi- 
katoren a, b, c,...., werden wir für die resultirenden Indikatorkomponenten 
eine lineare Abhängigkeit von den Ausschlägen a, b, c,...... annehmen müssen, 
sodass geschrieben werden kann: 


= I ee 1% S3zR = -f„a DE 
Or = fa fd ge, 


wobei die f,, fi»‘:: Konstanten bedeuten. Indem wir dabei wieder, wie in 
Artikel 28 voraussetzen, dass der Apparat nicht dauernd wie ein Motor Energie 
abgeben könne, ergiebt sich für beliebige v, u die Beziehung: 


(122) Fe re I OEL, 


In den weiteren Untersuchungen gestaltet sich alles ganz ähnlich wie bei 
einem Freiheitsgrad, sodass ich mich unter Hinweis hierauf sehr kurz fassen darf. 

38. Eigenschwingungen des Apparates. Bei den Eigenschwingungen des sich 
selbst überlassenen Apparates sind ausser den bewegenden Kräften Q%, 0%, - . 


nur noch die Trägheitskräfte infolge der Bewegungen des Gehänges relativ zum 


(121) 


Gestelle zu beachten. Werden ihre Resultanten mit Ol, QI,.. . bezeichnet, 
so lauten die Bewegungsgleichungen O+QAI —= 0, QA+AN — 0, . 
Durch Einsetzen der Werthe für O9, 09, ... und den leicht zu berechnenden 
Werthen für Q[J, Ql9, ... ergeben sich die Formeln: 
d’a d’b d’c 1 
Mo EN 2 ge Ms Zar: ER De 
> d’a d’b d’c 

ra Maga Maga rt ,T Manbnhaennn 

in welchen die Konstanten m,,, Ms - - - folgende Bedeutung haben: 


| le a +). 
San aD Fe EINEN 
Setzen wir einer einheitlichen Schwingung mit der Periode T entsprechend: 


(125) 0 PD — Ep, Ch my. 


(126) nr - 


TR 
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wobei die «, ß,9, ... T, ö und der aus später zu Tage tretenden Gründen hin- 
zugefügte Faktor P Konstanten sind, so liefern (123) die Bedingungen: 


IE SATA ARE BARON. 27 Eee 
(m. (Gr) 1) a+ ml) 1) 6 + mul) -fa)7 + = 0 


(127) 


Aus ihnen folgt in bekannter Weise zur Bestimmung von 7 die Determinanten- 
gleichung: 


DE or, 


(128) Im; (F)- le, (7) - fo, 9 (7) fs 0. 


Als Unbekannte können wir in (128) die Grösse 


a) 

ri 
ansehen. Der Grad ist = n, ebenso gross wie die Anzahl der Freiheitsgrade; 
im Allgemeinen giebt es also auch ebenso viele verschiedene Schwingungs- 
perioden 7, bezüglich äquivalente Pendellängen L. Wir wollen die ersteren 
mit 7, T, T,, ... bezeichnen. Wird irgend einer dieser Werthe in (127) ein- 
geführt, so entstehen lineare Gleichungen zur Berechnung der «,ß,y,... 
Es scheint unnöthig, auf die sich eventuell einstellenden Unbestimmtheiten näher 


einzugehen; jedenfalls kann man schliesslich im Ganzen n verschiedene Systeme 
von Werthen «a, ß, Y, . . . , die mit 


De Van ee 0 a Day Dar ei Wa Da Ver 


bezeichnet werden sollen, angeben, von denen jedes einem der n Werthe 7 zu- 
geordnet ist, und mit diesem zusammen in (125) (126) eingesetzt bei beliebigen 
P und ö die Bewegungsgleichungen (123) erfüllt. So werden n mögliche ver- 
schiedene einheitliche Eigenschwingungen des Seismographen dargestellt. Die allge- 


meinste Art der Eigenschwingungen erhalten wir durch Superposition der einfachen 
Schwingungen, wenn 


(129), a =9, +0,92, #89, +...,b6= Br +: Dt: :02-..; 


ane 


(130) Prim a ‚2, = P,sin®r - 


1 2 


geschrieben wird. Die «, ß, 9%, ... . können hierin als ein für alle Mal fest- 
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stehende, bestimmte Zahlen, die P und ö dagegen als beliebige Zahlen, Inte- 
grationskonstanten, angesehen werden. Es bestimmen dann die «, ß,y,... 
jedesmal die Art der einfachen Schwingung, während P die beliebig bleibende 
Intensität misst, und Ö die ebenfalls beliebig bleibende Phase festlegt. — Man 
wird nun erkennen, warum vorhin der Faktor P von den Koefficienten «, ß, 
Y, - . . abgespaltet wurde: es geschah, um die Bestimmung der Art und der 
Intensität der einzelnen Schwingungen in bequemer Weise von einander trennen 
zu können. 

39. Verhalten bei Störungen. Bei seismischen Störungen und Schwere- 
änderungen ergeben Erwägungen ähnlicher Art wie in Artikel 33 unter Be- 
nutzung von (127) zu (129) eine Reihe von Gleichungen anstelle von (123), deren 
erste, die zum Indikator (a) gehört, so geschrieben werden kann: 


dp,  (2m\. d’ 2 
(m;, u, +Mm3P, 120 | de? ae (7) v.) +(m,, %+M,, B+ : Dr di? +7 )» .)+ nen 


1 (= (feel) (fe löllat-n- ar) elle) 


aa Pe fo Peth m 


Zur bequemeren Gestaltung der Gleichungen bestimmen wir n Koeffieienten 


By Vo... v2 mittels der Formeln: 

(m. 4+m,P,t- 3 .) Pet (m, %tM, B,+ ... .) vr+ ..‚= feld) 
(132) (m.a+m„ßB+--) VP+m.,+ms.ß+:-..) VR+... — fell 
und weitere Systeme von ‘je ». Koefficienten  I7”,.... 9, I9,.... %, 
WW... We, Wiw,.... Wi, WiWn,.... W(%» mittels entsprechender Formeln, 
bei denen die Faktoren linke stets lara IE und rechts nacheinander die 
Grössen Sau m’ la 0. Sau ig jalben.. ‚ (fau 2z[8 Ja] — fau Za s 
(Sau z [n'/a] /a] — fau yle Sale (Sau x [n' ]- fau vf E'/a]),... . auftreten; dann 


erhalten wir mittels (131) und den en Formeln für die anderen Indi- 
katoren das folgende System der Bewegungsgleichungen : 


d’p, 2n\ _V@ a’ Ba )- (a a 49,)- @) (VE - 
de Zn -(7) pP, „; ( a Jg. u de g,— ”; dt? gg, 
d’i, dd’ 
— W«) — ed — WW.) z 
ws IE m TE w: de ’ 
vr— I 2. on. 
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Dabei ist nach der Ableitung 
(134) a= ap +9, tt... ta = Bm + tBPpst...+BßD:. 


und sind die a, ß, y, 7 Systeme von Konstanten, welche den Bedingungen 
(127), (128) genügen. 

Wir erkennen durch Vergleich dieser Formeln mit (107), dass ein Seismograph 
von n Freiheitsgraden sich genau so verhält, als umfasste er n von einander unab- 
hängige Seismographen je eines Freiheitsgrades. Die Bewegungen der letzteren 


werden bei unserer Bezeichnungsweise durch die Variablen p,, Par + + - Pu Be 
kennzeichnet. 
Die Aufzeichnungen jedes einzelnen der Indikatoren (a), (b), (ec), . . . erscheinen 


im allgemeinen Falle von den sämmtlichen Einzelseismographen beeinflusst. Hieran 
knüpfen sich nun ähnliche Bemerkungen, wie in Artikel 28 bei Besprechung der 
Seismographen mit punktförmiger Masse: In der Praxis kann und wird man in 
der Regel eine solche besondere Konstruktion verlangen, dass jeder Indikator nur 
von einem der unabhängig scheinenden Einzelseismographen abhänge Wird dann 
p, zu a, p, zu b, u. s. w. zugeordnet, so darf in (133) p, durch a, p, durch db, 
u. s. w. ersetzt werden, und es entsteht ein System von Gleichungen, welches 
zeigt, dass in diesem Falle der Seismograph n mit Freiheitsgraden völlig äqwivalent 
mit n einzelnen Seismographen je eines Freiheitsgrades ist. 

40. Schlussübersicht. Das Endergebniss der bisherigen Untersuchungen 
können wir in der Erkenntniss sehen, dass bei jeder beliebigen Konstruktion 
der für uns in Betracht kommenden Seismographen die Indikatorgleichung folgende 
Form hat: 


da Ir\ d’£ d’n de 
2 = —I— — Ka) eo a (€2] IscHilel JRERS Be PALEN CHT HN 
dt 7) a—V gt, 49.)- —V er gt, -49,) % Fr 44.) 
= PH 
= (ix) — W we — W (9;) E 
er I® (det In rd I® (abe 
RA ae DE I ee 
BF L d— 7 (3 729% 2; L Fr g%, 44,) L rm 44.) 
d’i, e PS, 
— Wi — Wi 
dt z des 


&£, n, & sind die Verrückungen des Apparates parallel den Referenzrichtungen 
z, y, 2, i, und i, seine Neigungen parallel den Vertikalebenen (2,%), (2,9); 9, giebt 
die Drehung um die Vertikale an. a ist der Indikatorausschlag, 7 die Schwingungs- 
periode (= der doppelten Schwingungsdauer) des Gehänges bei Eigenschwingungen, 
L die „äquivalente Pendellänge“, d.h. die Länge eines einfachen Pendels gleicher 
Periode; 9”, 9”, 99, WW, WW, W®» oder J®, J®, J®, WW, WW, WW“ 
sind sechs Konstanten, welche mit der siebenten Z’ oder Z zusammen die Eigenart 
des Seismographen und seiner Aufstellung charakterisiren. V®, V®, V®, J®, J”, J” 
WW, WW, W“®» können gemäss (108)zu je einem Vektor P, J, W vereinigt werden. 
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Für Eigenart und Aufstellung sind also ein Skalar, nämlich 7 oder Z, und zwei 
Vektoren, nämlich Y oder J und W charakteristisch ZT und ZL sind durch 


- die skalare Gleichung 


Du 00 

(186) 2 BEL. 
V und J durch die vektorelle Gleichung 

(137) INSNLV 


mit einander verbunden. Die Vektoren Vund L sind relativ zum Seismographen 
fest bestimmt, d. h. sie hängen nach ihrer Grösse und nach ihrer Richtung 
relativ zum Apparat nicht von der Aufstellung ab. Ihre gemeinsame Richtung 
wird von uns „äquivalente Schwingungsrichtung“ genannt, weil sie die Schwingungs- 
richtung bei einem Seismographen mit punktförmiger Masse angiebt, der sich in 
Bezug auf T, L, V, J genau ebenso verhält wie der gegebene Seismograph. V 
bedeutet die Vergrösserung, mit welcher im äquivalenten Seismographen punkt- 
förmiger Masse die Bewegungen dieser vom Indikator wiedergegeben werden 
und heisst darum der „Vektor der Indikatorvergrösserung“ oder auch kürzer die 
„Indikatorvergrösserung“. J giebt im speciellen Falle des einfachen Pendels 
($ 2) die Länge des indieirenden Zeigers an, und heisst darum „Vektor der In- 
dikatorlänge“ oder kürzer „Indikatorvektor“. V”, 9”, V®, V” heissen „Indikator- 
vergrösserungen“, I”, J”, J”, J®, „äquivalente Indikatorlängen“ für die Richtungen 
&, Y, 2, s. Unter s ist hier eine beliebige Richtung im Raume zu verstehen, so 
dass V” = Veos(s, 9), J® = Jcos(s, J) wird. Sehr schnelle Parallelver- 
schiebungen werden vom Indikator —V'” mal vergrössert aufgezeichnet. Eine 
Aenderung der Schwerkraft um 79, parallel s verändert die Ruhelage des 
Indikators um (J®/g) 4g,. Bezeichnet s speciell eine horizontale Richtung, so 
zeigt J®i, den Indikatorausschlag für eine Neigung :, parallel der Vertikalebene 
(2,5) bei Bogenmaass an; wird ;, in Winkelsekunden gemessen, so erhält der 
Ausschlag den Werth (J‘”/206000) >. 

Der Vektor W hängt ausser von der Eigenart des Seismographen auch davon 
ab, auf welchen Punkt man die Drehungsaxen für i,, i,, ®, bezieht; sich anders 
ausdrückend, kann man sagen, dass für W auch die Stellung des Apparates 
relativ zum Referenzpunkt in Betracht kommt, auf den man die seismische 
Störungen i,, i,, 9, bezieht (Artikel 36). — Die Unterscheidung zwischen schein- 
baren und wahren Neigungen der Erdoberfläche verlangt die Beachtung von W, 
wir nennen demgemäss W den „Vektor II. Klasse“, seine angehörigen Glieder in 
der Indikatorgleichung „Glieder II. Klasse“ (Artikel 17). 

Da es bisher noch nicht gelungen ist, Seismographen zu konstruiren, bei welchen 
der Vektor II. Klasse W die Indikatoraufzeichnungen merklich beeinflusste, 
so darf man für die gewöhnliche Praxis, die Glieder II. Klasse ganz beiseite 
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lassend, anstelle von (135) als Indikatorgleichung einfacher schreiben: 


(da 2x SidıE 0° ale h alııda 
(138) ae=-(7)° Veen) VE 9 40,)- 7° as) 
Die a J® (d’g 
| Teen (1-0) 


sodass zur Charakterisirung der Wirksamkeit nur ein Skalar, nämlich 7 oder 
L, und ein Vektor, nämlich Y oder J, übrig bleibt. 

Bezeichnet % die Richtung der horizontalen Projektion von V und J, x die 
zugehörige Komponente der Parallelverschiebung (8, n, 8), so erhält die allgemeine 
Indikatorgleichung (138) folgende einfachere Form: 


' da (?m far „(dt 
| de --(7)« u FT 9, 49,) - =R (F- 49.) 


le 7, [$- a I (a 
pen lan 40-5 (-8.) 


Für einen Horizontalseismographen ist speciell 
Id) = xX(J,2.) = %, vet —=0, Je" =*0, vr =- 1 J®P—J, 


sodass sich als Indikatorgleichung 


(139) 


d’a 2n\® ENG g Ilda 0: 
(140) IF --(7) a— v9 29)=- Jap -9u-49,) 
ergiebt. % bezeichnet hier zugleich die Richtungen der Vektoren V und J, also 
die „äquivalente Schwingungsrichtung“. 

Für einen Vertikalseismographn it KV) =xX (die) =I0, IV? =0, 
JM — 0, VN = V, 39 .—.d.; die: Indikatorgleichung Di über in 


da 2n\°’ de NG) ae 


die äquivalente Schwingungsrichtung liegt || 2. 

In der gewöhnlichen Praxis hat man es nur entweder mit Horizontalseismo- 
graphen oder mit Vertikalseismographen zu thun, wird also entweder die Gleichung 
(140) oder die Gleichung (141) annehmen dürfen, welcher Art auch die Konstruktion 
des Seismographen sei. Der Horizontalseismograph verhält sich hiernach gerade 
so, wie ein einfacher Pendelseismograph mit der Pendellänge ZL und der Indi- 
katorlänge J, der Vertikalseismograph so, als ob er eine punktförmige Masse mit 
vertikaler Schwingungsrichtung und der Eigenperiode 7 enthielte, deren Be- 
wegungen vom Indikator V-mal vergrössert aufgezeichnet werden. 

Angesichts dieser gewiss überraschenden und sehr erfreulichen Einfachheit 
der Resultate unserer theoretischen Untersuchungen, mag darauf hingewiesen 
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werden, dass wir von Aeibungswiderständen bisher absahen. Es wird bald zu 
Tage treten, dass diese bei gut konstruirten Instrumenten eine nur geringe 
Komplikation der Indikatorgleichungen verursachen, und dass es sogar möglich 
ist, aus ihnen für die Verwerthbarkeit der Seismographen Nutzen zu ziehen ($ 6), 


$ 5. Indikatorbewegungen reibungsloser Seismographen. 


41. Einleitung ; Satz der Superposition. Die allgemeine Indikatorgleichung 
lautet nach Artikel 40: 


N da -(7)« («) a ee z 7} ; x ag 
de 773 T a m g,— 49, A & -9i,—.49,)- I (4) 
ww WW 1) Ku 
di? ’ 
(142) 
N EDER: I’ (An; I® (det 
my aa: Be Re a Tae-%) 
d’Y 
or — (@y) 2) =, 
u de: 


Solange der Seismograph sich selbst überlassen ist, tritt anstelle dieser 
Gleichungen die einfachere: 


d’a 27 


deren Lösung in der Form 


(144) nos 
ED, 
oder 
(145) a= Ssin 2m + C oo 2m 7 


geschrieben werden kann und die Eigenschwingungen umfasst. A, ö bezüglich 
S, C sind Konstanten von beliebigen Werthen, zwischen denen die Beziehungen 


h) ö a —n ö 16 
(146) S= Acosdr 7, C=-Ahnam, A=-WHO, an =7 
bestehen. Die Indikatorgeschwindigkeit wird durch 
da 2n i+6 __ 2m an at. t 
(147) en pr A cos 2m — 7 Scoa2r 7 Cein2x7, 


angegeben. 
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Die Gleichung (142) lehrt jederzeit die Beschleunigung der Indikator- 
bewegung kennen, wenn der Anschlag und die von den Störungen abhängigen 
Grössen d’E/dt, i,,... gegeben sind. Die Indikatorbewegung ist also von einem 
beliebigen Augenblick ab völlig bestimmt, wenn in diesem der Indikatorausschlag a 
sowie die Indikatorgeschwindigkeit da/dt und weiterhin die Störungen, also &, n, &, 
ii, 9, 19, 419, 49. bekannt sind. 

Hieran knüpft sich sogleich die Frage, wie der durch a und da|dt bestimmte 
Anfangszustand den weiteren Verlauf der Indikatorbewegungen beeinflusst. Um die 
Antwort zu finden, vergleichen wir zwei Fälle, in denen von gewissen Zeit- 
punkten ab — die Anfangspunkte genannt werden sollen — genau gleiche 
Störungen erfolgen, während die Anfangszustände verschieden sind. «a, und a, 
seien die Ausschläge in den beiden Fällen. Wir stellen (142) für a, und a, auf 
und bilden die zu entsprechenden Zeitmomenten gehörige Differenz; dann folgt 


x) 


e--Tu 
also 
a-a = Sein! + Ü cos Ir 
und 
2 


wobei S und C durch die anfänglichen Werthe von a und da/dt bestimmt werden. 
Verschiedene Anfangszustände verursachen hiernach für die Indikatorbewegung nur 
insofern einen Unterschied, als in einer anderen Weise Eigenschwingungen beigemischt 
erscheinen. — 

Die hier sich zeigende Superposition beliebiger Eigenschwingungen bildet 
einen speciellen Fall eines viel allgemeineren Satzes. Um zu ihm zu gelangen, 
vergleichen wir eine Reihe von Fällen (1), (2), (8).... irgend welcher Störungen: 


Er N ee) re) ZI), AZ), 
&, Nar 6, (Ca a (9): (49.),, (419,). (I9,) 


mit einen Störungsfall (0) 
50 Ag Ag, II, 
solcher Art, dass dauernd 
A) EEE entntn 49, (Ag) + (Ag,),+ (Ag) + 


ist, wenn man den Zeiten jedesmal von einem passend gewählten Anfangs- 
punkte aus rechnet, oder — wie wir uns für die Darstellung bequemer aus- 


THEORIE DER AUTOMATISCHEN SEISMOGRAPHEN. 59 


drücken wollen —, wenn man die &, n,... &, 91... für „entsprechende“ Zeiten 
auswählt. Die Störungen im Falle (0) erscheinen dann als Summe der Störungen 
in? (den) -Bällen .(1),-2), @) . + ... — Bildet man hier die Indikatorgleichung 


(142) der Reihe nach für entsprechende Zeitmomente in (1), (2), (8), summirt und 
subtrahirt das Resultat von der zu (0) gehörigen Indikatorgleichung, so ergiebt 
sich 


2 ° 2 > 
& u EN a) (a—-a, —4,—4,—...), 
also: 
Na t 
a—a,—4,—4,—... = Ssin 2a mt+ Cosa, 
[29 Ordarrda da Ir 22, t 
| ET Tele Pau = 7 Beos2r m — m (sin2n. 


Ist insbesondere anfänglich 


NR— 0 at Oo en, 
(150) | da da, ‚da, , da 


eu real, ne: 
dt a ae er 


so gilt hiernach dauernd 
(151) a=a,+9,+4,+..... 


Die vorstehenden Formeln enthalten den in Aussicht gestellten Satz der Super- 
position, der so ausgesprochen werden kann: Fasst man die während irgend eines 
Zeitraumes stattfindenden — durch &, n, &, 1, %, 9, 19, J9,, Ag, dargestellten — 
Störungen in beliebiger Weise als die Summe von Einzelstörungen auf, die während 
jenes Zeitraumes gleichzeitig oder einander ablösend stattfinden, so stellt der jeweilige 
wirklich auftretende Indikatorausschlag abgesehen von etwa überlagerten Eigen- 
schwingungen die Summe der Ausschläge dar, welche den Einzelstörungen entsprechen 
würden. Die etwa überlagerten Eigenschwingungen sind durch die Anfangszustände 
bedingt, welche man bei der Zertheilung annimmt, und verschwinden, wenn dabei 
die Beziehungen (150) vorgeschrieben werden, wenn man also sozusagen auch den 
Anfangszustand restlos auftheilt. 

Der vorstehende Satz ist für uns vor Allem desshalb von Bedeutung, weil 
er es erlaubt, die Wirkung von einzelnen Störungsursachen, zum Beispiel: 

von Parallelverschiebungen, Neigungen, Drehungen um die Vertikale, Schwere- 

änderungen, — 

von Komponenten verschiedener Richtung der Parallelverschiebungen, oder 

der Neigungen, oder der Schwereänderungen, — 

von Erdbewegungen verschiedenen Ursprungs (Sturmbewegungen Erdbeben- 

bewegungen) oder verschiedener Art (Schwingungen verschiedener Periode) 
in bequemster Weise von einander zu trennen. Insbesondere haben wir es ihm 


zu verdanken, dass die Resultate, welche im Folgenden für die Wirkung einzelner 
8 * 
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Störungsursachen gewonnen werden, ihre Bedeutung stets auch dann behalten, 
wenn zugleich beliebig viele andere Störungsursachen wirksam sind. — 

Unser Satz der Superposition verlangt zunächst eine bestimmt gegebene In- 
dikatorgleichung, also einen bestimmt gegebenen Seismographen. Es ist aber 
unmittelbar einleuchtend, dass wir gleiche Ueberlegungen auch zur Sonderung 
des Einflusses der verschiedenen Glieder in der Indikatorgleichung (142) an- 
wenden können, indem wir dann gewissermassen die Aufzeichnungen von Seis- 
mographen verschiedener Konstruktion vergleichen, bei denen jedesmal nur eines 
der 6 Störungsglieder V (d’&/dt’— gi,— 19,),... zur Geltung kommt. Auch hier 
ergiebt sich der Satz, dass die Wirkung der einzelnen Störungsglieder sich in dem 
Indikatorausschlag einfach summürt. 

Schauen wir zurück auf die Ergebnisse dieses Artikels, so erscheint es er- 
laubt und zweckmässig, bei der Untersuchung der Einwirkung von Störungen 
nicht immer die ganze Indikatorgleichung (142) mit allen ihren Gliedern mitzu- 
führen, sondern sich in der Regel auf die Beachtung einzelner Glieder zu be- 
schränken. Wir werden demgemäss im Folgenden (142) meist ersetzen durch 


da [dr I | J® d’o 
u) Fr (7° Een, 
oder durch 
d’a 27 (3) alen I I” 
(153) gene -(F)e+r gi, Sn I: 


(152) lehrt zunächst die Einwirkung von Parallelverschiebungen, (153) zunächst die 
von Neigungen in erster Klasse kennen. Denkt man sich dann in (152) Y® durch 
Wi) oder W®%), 6 durch ;, oder 9, und in (153) gi, durch 4g, ersetzt, so er- 
geben sich unmittelbar auch die Einwirkungen zweiter Klasse und der Einfluss 
von Schwereänderungen. 

42. Allgemeine Lösungen der Indikatonglöichung: Für Parallelverschiebungen 6 
ist 


2 2 
(154) = --(7)a ae 


di” T de 


Um diese Gleichung allgemein zu lösen, multipliciren wir sie mit dt sin 22. (4, —t)/T 
und integriren zwischen den Grenzen £, und Z. Dann folgt zunächst: 


tı 
S da. o:’h—t = 27 a “fat —t 
(155) at sin 2x en (7 7) dt a sin 2m a v® | d — Ir = : 


Nun ergiebt sich für eine beliebige Zeitfunktion f mittels partieller Integration: 


— a [ os2m an, 


(156) (a& au 2 Neal In ae -(%) non 
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(156) fa 5 Aa m — 1, 7,008 9m me 22 (aupein re 


Verwendet man diese Gleichungen bei immer weiter gehender Umformung von 
(155), so entstehen folgende Lösungen von (154): 


5 a Be AT: 
(157) a, = a,c032r7 7 +5 | 


da 
dt 


tı 
ENT uf do . 4 —t 
)sin 2m“ T oT anna 


171 
Ex bh, Z/[(da alao\.\ . ht, AR N de tL—t 
(158) a, = a, cos Pe 7 Om len ) +V Im )sin 2r TE v N dt 7, 208 2n mn 


tL—t T (/da d : 4ı—t 
(2) BERN () a 1 0 (8) 1 o 
(159) a+V”o, = (a,+V” o,) c0s2r 7 + Im ( Fr )+ v (=) sin 22 


tı 
2x 
+7 vv 1 6 sin?r a 


Für Neigungsänderungen gilt: 


(160) 


a 
de 4% 


)a+ ng 


Der einzige Unterschied gegenüber (154) besteht darin, dass —gi, anstelle von 
d’o/dt” getreten ist; so kann denn unter Hinblick auf (157) eine Lösung von 
(160) sogleich hingeschrieben werden: 


# 

a el N Re a N | Mey 

(161) a, = a, cos 2n meor (G), 2n 7 +2 1 Rd sin an I 
tı 

Pr Tnkaa\n. Dann, tu —t 

_— non m ar (3 ;) sin? T ana A m. 


Für Zeitintervalle, welche gegenüber der Schwingungsdauer 7 hinreichend 
kurz sind, liefert (159) bei beliebig grossen Parallelverschiebungen: 


3 3 - Man, ae) 


und bestätigt damit den uns schon bekannten Satz, dass — V die Vergrösserung 
sehr schneller Parallelverschiebungen angiebt. Für sehr schnelle Neigungs- 
änderungen ist nach (161): 


’ en (de -(7 = 
(162) a (=): 7) 0. 
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Schnellen Neigungsänderungen folgt der Indikator also nicht unmittelbar. Dies 
gilt aber nur, wenn wir uns auf die Glieder erster Klasse beschränken. Das 
Glied zweiter Klasse — W a’ /dt? ergäbe: 


(162”) 4,—a, = - WG). 


43. Periodische Parallelverschiebungen. In der Einleitung wurde erwähnt, 
dass bei den Erdbebenbewegungen und den seismischen Störungen infolge des 
Brandens von Meereswogen vielfach Wellenzüge mit regelmässigen Sinus- 
schwingungen bemerkbar sind. So müssen wir denn auch hier, wie schon öfters 
bei früheren Gelegenheiten, die Sinusschwingungen besonders berücksichtigen. 
Für Parallelverschiebungen ist 


dd 
ET SER AFTER: 


(163) gun 7 


_ vv» 
ENTE 7)° A 
Der Satz der Superposition erlaubt, Schwingungen einer bestimmten Periode 
herauszulösen und für sich zu betrachten. So setzen wir denn 


(164) o— S, sind + (, 00820 175 
oder 
' BETEN 200 Ö, TEN Q, 
(164) o= VS:+ (0 sin?2r mi ig 2m mm og 


VS?+0? bezeichnet dann die Maximalamplitude, 2 YS?+C? den Schwingungs- 
bereich, T die Periode der Störungen. 

Es ist klar, dass das Gehänge des Seismographen und damit der Indikator 
ausser etwaigen Eigenschwingungen ebenfalls Schwingungen der Periode T aus- 
führen wird. Von den beigemischten Eigenschwingungen soll vorläufig abgesehen 
werden; für «a müssen dann analoge Formeln wie (164), (164’) gelten, die Kon- 
stanten seien 8,, C,, Ö,. Durch passende Verfügung über den Anfangspunkt der 
Zeitskala haben wir es ganz in unserer Hand einer der Grössen Ö,, 6, einen 
beliebigen Wert zu ertheilen; hieraus Nutzen ziehend setzen wir d, = 0 und 
erhalten dann 

b [7 
(165) B— 5, sin Am m: 
Unsere Bevorzugung von a entspricht genau dem Bedürfniss der Praxis, denn 
in dieser wird das Indikatordiagramm in der Regel das zunächst Gegebene sein. 

Die Annahme (164) und (165) über o und a führen die Indikatorgleichung 
(163) über in 


IE -M)- sr) Pro ronneg = 0 
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und ergeben daher, da 2 beliebig ist: 


(166) See 


o == y° pa Ö, 


aa). 

Die Vergrösserung von Parallelverschiebungsschwingungen der Periode T im Indikator- 
diagramm ist hiernach 

Dt VE+HQG BEL OR (8) 7 Nun (3) L J” 

(167) Br = S:20: — —V pp = v nee 


Wie L die zu 7, so ist hier A die zu T gehörige äquivalente Pendellänge. 
Für sehr kurze Perioden T nimmt die Vergrösserung BY den Werth 


(168) ge — _Vt — 


an, was nach der uns bekannten Bedeutung von V” für schnelle Parallelver- 
schiebungen von vorne herein zu erwarten war. Für sehr lange Perioden anderer- 
seits darf 


7% L 3” 

LO) ER (VE Re Wise rn 

(169) Gr = TV m = v A \ 
gesetzt werden. Bis zum Werthe T = 7 nimmt die Vergrösserung numerisch 
zu, dann numerisch ab; für T = T, wenn also die Schwingungsperiode mit der 


Eigenperiode des Seismographen zusammenfällt, ergiebt sich eine unendliche 
Vergrösserung. Das ist praktisch eine Unmöglichkeit; was in Wirklichkeit tritt, 
werden wir sogleich erkennen, wenn wir nun daran gehen, auch die bei dem 
Einsatz der Sinusschwingungen erregten Eigenschwingungen zu berücksichtigen. 

44. Begleitende Eigenschwingungen. Die etwa vorher schon vorhandenen 
Eigenschwingungen können bei Seite gelassen werden, da sie sich nach dem Satz 
der Superposition späterhin ohne Veränderung überlagern würden. So soll denn 
angenommen werden, dass die Seismograph bis zum Eintreffen der Sinusschwin- 
gungen in Ruhe gewesen sei. Eine besondere Schwierigkeit bietet die Fest- 
stellung der Art des Einsatzes, der ja auf die mannigfachste Weise vorsichgehen 
kann. Da es hier unnöthig scheint, die Untersuchung weit auszuspinnen, wollen 
wir uns mit der einfachsten Annahme eines plötzlichen Einsatzes bei beliebiger 
Phase begnügen. 

Der Einsatz finde zur Zeit t = t, statt. Weiterhin sei 


(170) 6 — S,sin?r na 
Dann muss zur Zeit # = t, die Ausweichung 6 plötzlich den Werth 6, und die 
Verschiebungsgeschwindigkeit plötzlich den Werth (do/dt), annehmen. Nach den 
Schlussbemerkungen des Artikels 42 erhalten dabei a und da/dt für die folgenden 
Bewegungen die Anfangswerthe u = — V”o,, (da/dt), = — V ” (de/dt),. Benutzen 
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wir die allgemeine Lösung (159), so gilt darum fernerhin: 


tı 
(171) a ya a ve (dlosinan 0 


to 


Eine im Anschluss hieran geführte Rechnung giebt unter Rücksicht auf (166) 
ohne Schwierigkeiten: 


(172) a == S,sin2# + = 75. cos 2r msin?r — _ (7) S, sin Im „cos 2 = : 
es wurde hierbei, da Verwechselungen ausgeschlossen sind, i, durch £ ersetzt und 
demgemäss der Index 1 bis a fortgelassen. — Die beiden letzten Glieder zeigen 
die erregten Eigenschwingungen; die Amplitude ergiebt sich durch Wurzelziehen 
aus der Summe der Quadrate der Faktoren von sin 2x (—t,)/T und cos 2x (t—t,)/T 
zu: 


173) g = ZEN r 7) in’ 2ut + cos? u = 78V(G )- 1) sin’2 27% +1. 


Die letzte Darstellung lehrt, dass die grösste und die kleinste Amplitude, welche 
die erregten Eigenschwingungen zeigen können, durch 


T IN 
m» und (7) S, 


angegeben werden, Für seismische Schwingungen von kleinerer Periode als die der 
Eigenschwingungen (T< T), haben also die erregten Eigenschwingungen kleinere 
Amplituden wie die erzwungenen Schwingungen der Periode T, für Schwingungen 
von grösserer Periode (T > T) dagegen grössere Amplituden. Geht die Periode der 
seismischen Schwingungen in die der Eigenschwingungen über, so wird die Am- 
plitude der erregten Eigenschwingungen gleich der der erzwungenen Schwin- 
gungen. — 

Besonderes Interesse erweckt die Wirkung seismischer Schwingungen, deren 
Periode nahe oder genau gleich der der Eigenschwingungen ist. Nach der eben 
hingeschriebenen Folgerung muss der Indikator dann gleichzeitig Schwingungen 
der beiden Perioden T und 7 von nahe gleicher Amplitude ausführen. Hieraus 
folgt, dass das Diagramm Schwebungen zeigen wird, indem die Amplitude von 
Zeit zu Zeit nahezu auf Null herabsinken, und dazwischen Maxima von nahezu 
der Grösse 28, erreichen muss. Die Zeit © von einem Minimum zum nächsten 
wird bestimmt durch die Zeit, in welcher die eine Periode gegenüber der anderen 
gerade eine volle Schwingung mehr oder weniger ergiebt. Es ist also: 


(174) DT ara 
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Da beim Einsatz der seismischen Störung der Indikator zunächst kleine Schwin- 
gungen vollführt, so folgt, dass er mit einem Minimum der Amplitude beginnt, 
um dann in der Zeit 


TT 
10 = +4 T-T 
das erste Maximrm (von nahe der Grösse 28,) erreichen. Ist T = T, so geht 


das Anwachsen der Rechnung nach ins Unendliche, in Wirklichkeit so weit, als 
es dem Bau des Instrumentes und die Genauigkeit der bei der Berechnung zu 
Grunde gelegten Indikatorgleichung entspricht. — Wie schnell das Anwachsen 
erfolgt, erfahren wir für T = T mittels (171) oder (172), denn diese Gleichungen 
ergeben für T= T: 


a — —1V” 8,c0s 2m, sin 2 ea V® S,sin2r = Dr ne 
(175) 
(6) at eh), < Aa 
— VS, T cos2r 7: 


Das Anwachsen der Amplitude wird durch das letzte Glied rechts dargestellt; 
die Zunahme innerhalb einer Periode T beträgt danach : 
Vers, 

also nahe dreimal so viel, als der einfachen Indikatorvergrösserung V” als Endwerth 
entsprechen würde. Das gleiche Resultat gilt auch für Perioden T, welche der 
Eigenperiode nur nahezu gleich sind, und bei beliebiger Art des Einsatzes der 
Störungen. Wir erkennen hiernach, dass wenige seismische Schwingungen in einer 
der Eigenperiode benachbarten Periode hinreichen, um dem Indikator eine gegenüber 
V” vielfach vergrösserte Amplitude zu ertheilen. 

45. Periodische Neigungen. Bei Untersuchung des Einflusses periodischer 
Neigungen werden wir ganz ähnlich vorgehen, wie in den beiden letzten Artikeln. 
Hier ist 


(d) 


(176) nn — -(7)a+ vogi, = -La+ Z-gi, 
und 
(177) nor or 


T: Al 


zu setzen. Wird zu (177) unter passender Verfügung über den Anfangspunkt 
der Zeit 


(178) ron 
T 
hinzugenommen, so liefert (176): 
Ss, ?-T Ss, L-A 
(179) ea ee OE —a 0) 
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(180) Ser de Be ee 
: 2 T-T L-A' 
Für sehr langsame Neigungsschwingungen erscheint hiernach die Empfindlichkeit 
SR, wie zu erwarten, = J®, für sehr schnelle Schwingungen ist sie = — J"A/L 
— —-V®A. — Bis herauf zum Werthe T = T nimmt die Empfindlichkeit nume- 
risch zu, dann ab; für T = T7 wird sie unendlich gross. 
Bei einem plötzlichen Einsatz der Neigungsschwingungen zur Zeit £ = {, sind 
hier als Anfangswerthe für a, da/dt einfacher wie vorhin a, = 0, (da/dt), = 0 


zu setzen, so ergiebt (161): 


—_ : t t—t 
ee S, sin 27 7 6032” 2 


DT a . 
(181) a = $,sin2r 7 — m S, 0082r 7 sin2r m j 


ae T J 


Die Amplitude der erregten Eigenschwingungen ist hiernach 


T DR, en, 1 pi: Zt: 
4 1 ala 0 25 RR ea > 2 0 x 
(182). 8, — nF s.V(7) sin 2m 7 +cos 2a ra v(G-)) sin In +1 


Die grösste und die kleinste mögliche Amplitude werden durch 


T 
S, und m S, 

angegeben. Die erregten Eigenschwingungen haben also umgekehrt wie bei den 
Parallelverschiebungen eine grössere oder kleinere Amplitude als die erzwungenen 
Schwingungen der Periode T, jenachdem T kleiner oder grösser ist als 7. Für 
T = !' werden die Amplituden wiederum einander gleich. — 

Die vorhin gefundenen Schwebungen bei Perioden T, die nahe an der Eigen- 
periode des Seismographen liegen, treten auch hier in der gleichen Weise auf. 


Im Falle T nahe = T ist ergiebt sich zunächst nach dem Einsatze für die 
Amplitude innerhalb jeder Periode T eine Zunahme um 
J" Sn. 


$S 6. Einwirkung der Dämpfung. 


46. Indikatorgleichung. Bis hierher wurde zur Vereinfachung der Unter- 
suchungen stets angenommen, dass die innere Bewegung des Seismographen ohne 
jede Hemmung erfolge. Einmal bestehende Schwingungen müssten dann unendlich 
lange andauern und sich so allen weiterhin durch seismische Störungen und 
Schwereänderungen erregten Bewegungen unverändert überlagern. In Wirklichkeit 
trifft das nicht zu; stets treten Bewegungshindernisse mannigfacher Art auf, 
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welche die Wirkung vergangener Zeiten mehr und mehr vermindern und schliesslich 
unmerklich machen. Es ist ohne Weiteres klar, dass hierin für die Seismographen 
nicht nur kein Nachtheil, sondern sogar ein Vortheil liegt, und es entsteht so 
für uns die Aufgabe, die Bewegungshemmnisse zu studiren, um festzustellen, wie 
sie bei der Verwerthung der Diagramme zu berücksichtigen sind, und in welcher 
Art und Stärke sie wünschenswerth erscheinen. Von einfachen Anschlägen, die 
den Bewegungsbereich des Gehänges begrenzen, werden wir, als etwas Aeusser- 
liches, absehen können. 

Für die Praxis sind zwei Klassen von Bewegungswiderständen sehr scharf 
zu unterscheiden. Bei der einen vermehrt und vermindert sich der Bewegungs- 
widerstand in bedeutendem Masse mit der Geschwindigkeit der Bewegung, und 
sinkt mit dieser zu Null herab. Bei der anderen ist der Widerstand in der 
Hauptsache von der Geschwindigkeit unabhängig und bleibt selbst im Ruhezu- 
stande bestehen. Die erste Klasse der Widerstände wird vor allem durch die 
Zähigkeit der Flüssigkeiten und Gase geboten, die zweite Klasse durch die 
Reibung fester Körper aufeinander. Wir wollen die Hemmung der Bewegung 
im ersten Falle als „Dämpfung“ bezeichnen, und wollen im zweiten Falle sagen, 
sie sei durch „Reibung“ verursacht. Es wird sich zeigen, dass die Dämpfung 
sehr nützlich ist, weil sie die Nachwirkung seismischer Störungen beschränkt, 
dass die Reibung dagegen ungünstig ist, weil sie starken Störungen gegenüber 
ungenügend wirkt, und die Aufzeichnungen schwacher Störungen in unliebsamer 
Weise beeinträchtigt. 

In diesem Paragraphen soll zunächst der Einfluss der Dämpfung untersucht 
werden. Wir werden dabei den Widerstand gegen die bewegung von dem Ausschlag 
unabhängig und mit der Geschwindigkeit proportional setzen. Wenn die Zähigkeit 
der tropfbaren oder gasförmigen Flüssigkeiten, oder die elektromagnetische 
Dämpfung benutzt wird, lässt sich dieses Gesetz bei zweckmässiger Konstruktion 
sehr leicht mit jeder wünschenswerthen Schärfe realisieren. Für die Praxis 
kommen wohl nur diese Fälle in Betracht, sodass unsere Annahme ihren Be- 
dürfnissen gerecht wird. — 

Bei der Aufstellung der Indikatorgleichung ist es genügend, wenn wir uns 
auf die Voraussetzung eines Freiheitsgrades beschränken, denn wiederum und 
in gleicher Weise wie früher lässt sich der Fall mehrerer Freiheitsgrade auf 
den eines einzigen zurückführen. 

Wir knüpfen an die Ueberlegungen des Artikels 33. 9” sei die Resultante 
der dämpfenden Kräfte in Bezug auf den Indikator, dann ist nach der gemachten 
Annahme zu schreiben 


da 
183 ”— 9 


wobei @ eine gewisse Konstante bedeutet. Anstelle der bisher benutzten Indi- 
katorgleichung tritt hiernach 


9* 
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f d’a N Te 109) da (x) a’ N (y) d’n 2 
Fra er (ae) (ar 0-46) 
184) 
Ü vol 4 9.) - nö = _ Wi = E-WnZ Zn ’ 
ÜL 


Das zweite Glied rechts bildet den einzigen Unterschied gegen früher. Im 
Falle eines einfachen Pendels ist wiederum 


a ) 
nen VL. 

So wollen wir denn auch wieder ZL die „äquivalente Pendellänge“ nennen 
und die übrigen sich anschliessenden Beziehungen für V, J, V®, J‘“” beibehalten 
(vergl. z. B. Art. 40). Dass J”, J” wie bisher die statischen Empfindlichkeiten 
gegen Neigungsänderungen angeben, und 9J“ die Empfindlichkeit gegen Schwere- 
änderungen in der Richtung s bedeutet, ist aus (184) sogleich ersichtlich. Nicht 
so unmittelbar erkennbar ist, ob V”, V®, v®, Wie, WW, WW» negativ ge- 
nommen ihre Bedeutungen als Vergrösserungen sehr schneller Parallelverschie- 
bungen, Neigungen und Drehungen um die Vertikale beibehalten, doch werden 
wir bald erfahren, dass auch dieses zutrifft. Die Entwickelungen des Artikels 
36 über den Einfluss der Aufstellung auf die Koefficienten bleiben gültig, 
sodass auch der Vergleich mit einem Seismographen punktförmiger Masse wie 
früher vorgenommen werden kann, und der gemeinsamen Richtung von V und 
J wieder der Name „äquivalente Schwingungsrichtung“ zukommt. — 

Nur in einem wesentlichen Punkte finden wir gegen früher ein anderes Ver- 
halten: Die Schwingungsperiode 7’ wird nicht mehr durch die früheren Be- 
ziehungen mit f und Z verbunden. 

47. Eigenbewegungen. Es hängt dies mit dem Einfluss der Dämpfung auf 
die Eigenbewegungen zusammen, den wir nun näher untersuchen wollen. Bei 
Abwesenheit äusserer Störungen gilt die Gleichung: 

d’a in p da 


Ihre Lösung ergiebt sich in 
Eu i 

Ds t+Ö zn t 
18 = — — — 
(186) a 4e sin2rz 7 e ($sin2a 7+ Coos2z 7), 
wobei e die Basis des natürlichen Logarithmensystemes, also die Zahl 2,71828.. 
ist, und A, d, S, C, T, z Konstanten darstellen. A, d bezüglich S, C bleiben 
willkürlich und entsprechen der Unbestimmtheit des Anfangszustandes. 7 und 
z sind durch f, @, m festbestimmt: 


187) (7) = £-(&) u rem 
m  \2m)’ p 
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und zwar ist 7 die Schwingungsperiode — also T/2 die Schwingungsdauer — und 
ı die „Relaxationszeit“, d.h. diejenige Zeit, in welcher die Amplitude der Schwin- 
gungen auf 1/e des Werthes herabsinkt. — Ich habe bei diesen Angaben voraus- 
gesetzt, dass mf grösser als (p/2)’, und demgemäss T reel sei. Wie die Ver- 
hältnisse sich ändern, wenn dieses nicht der Fall ist, wird sogleich besprochen 
werden. 


Bei ausgeschalteter Dämpfung, also für = (0, r = oo ergäbe sich eine 
Schwingungsdauer .7, bestimmt durch: 
2m f g 
(188) =) -1-8. 


Wir wollen 7, die „reducirte Schwingungsperiode“, T,/2 die „reducirte Schwin- 
gungsdauer“ nennen. Werden 7, und r verwerthet, so wandelt sich (185) um in’ 


(189) da _ -(7) Be da 


een 

wobei dann die reducirte Schwingungsdauer T, die Intensität der inneren Kräfte 
des Seismographen und die Relaxationszeit r die Intensität der Dämpfung cha- 
rakterisirt. Zur Bestimmung der Schwingungsperiode ergiebt (187) mittels (188) 
die Beziehung: 


(2#\” (2a\® 1 
> | s e ) y - ar, 
sodass 
(191) u I, 009, „OREREE SE 
a Veen) 
Ort Ort 
ist. 


Das Verhältniss zweier grösster Ausweichungen, die unmittelbar aufeinander 
folgen — also auf verschiedenen Seiten der Ruhelage liegen —, heisst „Dämpfungs- 
verhältniss“ ; einfache Rechnungen im Anschluss an (186) ergeben die Beziehung: 


DEN N 
2 2 
(192) Dämpfungsverhältniss = 1:e nee 
Das Verhältniss zweier aufeinander folgender im gleichen Sinne durchlaufener 
Schwingungsbögen — jeder gemessen von einer grössten Ausweichung bis zur 
nächsten auf der anderen Seite der Ruhelage — ist hiernach 
— Tj2r\? —T T 
ae ne 1188 e m 


Die Formel (186) ist zur Darstellung der Eigenschwingungen nur dann 
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bequem, wenn 


m 
(193) von 


ist, d. h. wenn die Schwingungsperiode 7 einen reellen Werth hat. Andernfalls, 
wenn 


T, 
(194) en 


ist, empfiehlt es sich, (186) durch 


% 


(195) am Ale ie 


zu ersetzen, wo dann A, A, die willkürlichen Konstanten sind, welche den 
Anfangszustand, nämlich die Anfangswerthe von a und da/dt bestimmen. r/ und 
t, sollen weiterhin „Dämpfungszeiten“ genannt werden. Sie ergeben sich durch 
Einsetzen von (195) in (189) als Wurzeln der Gleichung: 


(196) +) = 9 


T TT 


sodass 
een.) 


gesetzt werden darf. Dabei ist 


RS 1, i 
(198) m (58) 


2 
(199) n<r<ge<(g)e<n, 


und es folgt nach (195), dass die Eigenbewegungen aperiodisch werden. Auch im 
Grenzfall: 


(200) x 


_n 

finden wir schon aperiodische Bewegung, denn die Schwingungsperiode 7 wird 
dann nach (191) unendlich gross. Für die Darstellung der Eigenbewegungen 
bietet sich die aus (186) durch Grenzübergang folgende Gleichung : 


t 


(201) a Ne (840) 


mit den willkürlichen Konstanten 8’ und CO. 
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48. Gesetze der Superposition; allgemeine Lösungen der Indikatorgleichung. 
Unter Benutzung der charakteristischen Zeiten 7 und 7 nimmt die Indikator- 
gleichung nun die Form an: 


2 d? 
la ee - 44,) 
ve(@E 10) wu ww 
m 
(202) 
ee San Jen 
a a 
Jo (de ar eo 
_ (iz) ER (iy) Zen (d:) 3 
(ar 2) we N 


Das Neue gegen früher ist das Dämpfungsglied — (2/r) (da/dt); daneben muss 
beachtet werden, dass 7, nun nicht mehr die Schwingungsperiode bezeichnet. 


Alle im Artikel 41 festgestellten Gesetze der Superposition bleiben auch für (202), 
also bei Mitwirkung der Dämpfung gültig, sodass wir den ganzen Inhalt jenes 
Artikel hier übernehmen können. Wir werden später erkennen, dass dieses bei 
der gewöhnlichen Reibung nicht ebenso ist, und sich so für die Dämpfung ein 
sehr grosser Vortheil ergiebt. 


Mit Rücksicht auf die Superposition der Störungswirkungen ist es auch jetzt 
nicht nöthig, beim Aufsuchen der allgemeinen Lösungen der Indikatorgleichung 
alle Störungsglieder gleichzeitig zu berücksichtigen, sondern hinreichend, ihre 
Wirkung einzeln festzustellen. Wiederum genügen die beiden Beispiele: 


da [2% 2da „ud 
(203) »- Re rE 
d’a Ze ge) 2r w; 
os een. 


von denen sich das erste auf Parallelverschiebungen, das zweite auf Neigungs- 
änderungen bezieht. 


I. Parallelverschiebungen. Multiplieirt man (203) mit 
hot 

eh 

T 


T 
ame 


und integrirt von f, bis £,, so ergiebt sich mittels ähnlicher, wenn auch kompli- 
eirterer Rechnungen wie in Artikel 42 unter Rücksicht auf (190) als allgemeine 
Lösung : 
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/ EARL: bh u —b 
t T -t, 
le — 056 cos 2 T +97, % sin 27 — 
(205) | u—h VOL TE 
Tide, el. abs aloe ea 
| +3, HE sin u u a2 V fuse Ip sin 27 Son 
to 
oder auch: 
u —b t, —b 
'a+V®o, = (,+V®o ) = 1 Gele. Neo a sin 9% 
q, ar ( 0 ) T .. (@ ae 
h Den 
7 ne LEN SRııda dev) TE sit 
‘206 Oele SAG, 1 0 A I Mb (0) Petdzt Ir 
(208) In n® a (mr (2),)° en 
2m T ae en 
ERS T, yo» 2 sche larc T iS 
Erg nueal, er ‚)r fe: T > füse cos2n ms 
to 
Diese Formeln empfehlen sich bei periodischen Einzelbewegungen, also für den | 
Fall: 
T B 
(207) sr ‚T reel und endlich. 
Im Grenzfall der Aperiodicität: 
(208) a a 5 
sind sie zu ersetzen durch 
bh u ut 
nr tt, 2 da x 0) 
(209) a, =a|t+ - )« +2), (.-t)e ey jr ar 
Ko Me: to ch —b 
(210) a,+V9 6, = (+9) (1+—)e ray 
T 
ub ) 


ee "rl 
to 


In den übrigen Fällen aperiodischer Bewegung: 


(211) Ü< = T rein imaginär, 
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erhalten wir zweckmässigere Formen, wenn berücksichtigt wird, dass: 


at N ER PR ne Imri 
tel 489-5) | 69 - (14 
en) rel —n = 
ee 
1) 
(212) bot 1 ni 1 rei 
Be 1 19. (1- T Fee) 
sin? PT 55° 5; 


mn De 
Ir T (%) 1 SENg! Bo z, 
en) ae d)2\‘ 


T, 
tı u—t ut 
T (9) ol 7 ne 7; 
Vera heil ) 
| -(2) 


De EN 
13+V®o, Zu (a,+97® 5 (. 2 A 7 )i e = —55(% 25 V®o A (. T ER 
1— 


Abhandlg, d, K. Ges, d, Wiss. zu Göttingen, Math,-phys, Kl, N, Fl, Band 2,1. 


10 


\ en = r a 
2 I, a. 2. da don il a ran 
— a Ar _e ı rn). a 
2 2 di dt)J2 
Vz) a 
0) 
si bot ke . bt 
Bean) [ae EB ernjaeile, 4 
"im er T h 2 + 
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II Neigungsänderungen. Die allgemeinen Lösungen der Gleichung (204), 
welche für Neigungsänderungen gilt, noch besonders hinzuschreiben, scheint un- 
nöthig, denn sie ergeben sich in einfachster Weise aus (205), (209) und (213), 
wenn man dem Vergleiche von (205) und (204) entsprechend V”® durch 
—(2r/T,) J®” und d’o/dt” durch i, ersetzt. 

Finden in einem gegenüber 7 und r sehr kurzen Zeitmoment erhebliche 
Parallelverschiebungen statt, so ist nach (206), (210), (214), oder nach (203) 
im Bereiche des Zeitmomentes: 


4— 4, = a (e0,), 
(215) da (da „(de [de Des, 
= re 


— 7” bedeutet hiernach auch bei Dämpfung die Vergrösserung sehr schneller Parallel- 
verschiebungen. 

Entsprechende Anwendung der Gleichungen (205), (209), (213) bei Ersatz von 
d’s/di? durch — gi, oder der Gleichung (204) ergiebt 


’ da da 
(215) en ne), 0 
und lehrt, dass sehr schnelle Neigungsänderungen bei ihrer Einwirkung in erster 
Klasse auch im Falle der Dämpfung ohme direkten Einfluss bleiben. 

49. Nachwirkungen von Anfangszuständen und Störungen. Vergleicht man 
die hier für Dämpfung gefundenen Darstellungen der Indikatorbewegungen mit 
denjenigen, welche sich im Artikel (42) für den Fall der Abwesenheit aller Be- 
wegungswiderstände ergaben, so zeigt sich als bedeutungsvoller Unterschied das 

ut 
Hinzutreten von Faktoren der Form e . Da diese mit wachsender Zwischen- 
zeit 2,—t kleiner und kleiner werden, so folgt, dass wegen der Dämpfung die 
Nachwirkung des Anfangszustandes oder späterer Störungen sich nicht mehr unwver- 
mindert in alle Zukunft erstreckt, sondern allmählich mehr und mehr, schliesslich 
unter jede Grenze herabsinkt. 

Wir wollen untersuchen, wie die Geschwindigkeit, mit der die Nachwirkung 
verschwindet, sich ändert, wenn die Dämpfung grösser und grösser, die Re- 
laxationszeit r also kleiner und kleiner wird. 

Anfänglich, solange 


ER 
K Dr 


ist, die Eigenbewegungen also periodisch sind, äussert sich die Dämpfung in dem 


Faktor e GT ” bezüglich er Te De Nachwirkung verschwindet dann 
also um so schmeller, je grösser die Dämpfung ist; die gleichen Veränderungen 
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finden bei n-mal kleinerer Relaxationszeit in n-mal kleineren Zeiten statt. Dieses 
gilt bis zur Grenze der Aperiodicität: 


da 
T re Or 
Von da ab, wenn 
ei 
72 


ist, und die Eigenbewegungen aperiodisch sind, wirkt die Dämpfung durch die 


beiden Faktoren ee en ma bezüglich e Vs e &=/®, Nun 
ist r, zwar kleiner als 7/2# und nimmt mit z weiter und weiter ab; anders 
aber steht es um r!, denn diese Zeit wächst nach (197), wenn r abnimmt, und 
ist nach (199) stets grösser als 

ul 

2): 


Wenn also die Dämpfung die Grenze der Aperiodieität überschreitet, so beginnt die 
Nachwirkung der Anfangszustände und der Störungen sich wieder über längere Zeit- 
räume zu erstrecken und dehnt sich ohme Aufhören und ohme Grenze weiter und 
weiter aus. 

Für ums Imüpft sich hieran der äusserst wichtige Schluss, dass man zur Erzielung 
einer möglichst schnell verschwindenden Nachwirkung die Dämpfung nicht über die 
Grenze der Aperiodieität : 


T 
Ei Im 


hinaustreiben darf. 

50. Periodische Störungen. Von besonderer Wichtigkeit für die Praxis ist 
auch jetzt wieder die mit den Artikeln 43—45 gleichlaufende Untersuchung des 
Einflusses periodischer Störungen. Wieder beginnen wir mit den Parallelver- 
schiebungen und sehen zunächst von den etwaigen sich superponirenden Eigen- 
bewegungen ab. In 


da m am 2da do, 
setzen wir also 
t 
(217) o=—= 8,5in m n+C, cos Inn: 
oder 
(217) o— VEFO sin! tt; ar) = = 


10* 


76 E. WIECHERT, 


und — über den Anfangspunkt der Zeitskala wiederum zu unserer Bequemlich- 
keit verfügend —: 
218) a = S,sinirn, 


dann bestimmt (216) den Zusammenhang zwischen $,, CO, und $, in den 
Gleichungen: 


ee AV, wien 

as % yalı 7) ee 
(219) nn 
Ines DT 7 “T 


Vergleicht man hiermit die Formeln (166) des Artikels 43, so zeigt sich, 
dass der Zusammenhang zwischen der Amplitude 8, von a und der Amplitude 
S, des gleichphasigen Antheiles in 6 genau derselbe ist wie bei Abwesenheit der 
Dämpfung. Diese äussert sich allein in dem Auftreten des in der Phase um 
T/4 verschobenen Antheiles CO, cos2rzt/T. Das Verhältniss der Gesammtampli- 
tuden von a und 6 ist: 


(220) 8:V8+0 = vo /lı-())4 4 a ee 


7, 2nt N 


die Vergrösserung von Parallelverschiebungen der Periode T im Indikator- 
diagramm wird hiernach angegeben durch: 


Der Wurzel wollen wir ein solches Vorzeichen geben, dass B” positiv wird. 
Sollte also V” negativ sein, so wäre für die Wurzel ebenfalls ein negatives 
Vorzeichen zu wählen. 

Bei periodischen Neigungsänderungen gilt: 


d’a 2r\:  2.da 2 \? 
9 a I ar OR 
G) Fl (7° ao +(7)7 uz 


(221) DI — 


setzen wir hierin: 


(223) a Sein rin + 0, Bus 2m in, 
oder: 

‚ N oa ars {+6 dm, 
(223°) = Nr sin dm nn ig 2 og 
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und wiederum: 


(224) a $,sindu, 
m 
so folgt: $ 
S, T\\, BUS In 
Nr all m); eu 
(225) 
u 4-5 (7 JR 
SIR m Di; a 
und 
EEE 
5 2 a (2) AR —y 
826) vr = lie m). 


Die scheinbare Indikatorlänge für Neigungsänderungen der Periode T ist hiernach 
angegeben durch: 


(9) 
(227) Surlleesp. 2 ” 


Vs®+@ % De TENTDNe 
sel, 

Gemäss der Ableitung gelten diese Formeln ganz unabhängig von der Intensität 
der Dämpfung, also für den Fall periodischer ebenso wohl wie für den Fall aperio- 
discher Eigenbewegungen. 

Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen in den Darstellungen 8®|V” und 
3”/J” ist seiner Form nach stets grösser als 0, die Vergrösserung periodischer 
Verschiebungen und die scheinbare Indikatorlänge. für periodische Neigungen können 


also bei Dämpfung niemals unendlich gross werden. 
3° und 3° hängen innig zusammen, denn es ist 


Re DISS T 2 DEN A 
(228) 79 > 77) = v®L‘' 


A bedeutet wieder die zur Schwingungsperiode T gehörige äquivalente Pendel- 
länge. Da 
(229) AND 


ist, ergiebt sich die bemerkenswerthe Folgerung: 
(230) So — 9 A; 


zwischen der scheinbaren Indikatorvergrösserung BB”, der scheinbaren äquivalenten 
Indikatorlänge 3” und der zugehörigen Periode der Störungen T, bezüglich der zu- 
gehörigen äquwivalenten Pendellänge A besteht also dieselbe einfache Beziehung, wie 
zwischen der wirklichen Indikatorvergrösserung V®, der wirklichen äquivalenten Indi- 
katorlänge I” und der reducirten Schwingungsperiode T,, bezüglich der äquwalenten 
Pendellänge L des Seismographen. 
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51. JIndikatorvergrösserungen periodischer Störungen. Mit Rücksicht auf die 
Beziehungen zwischen ®” und 3” können wir uns auf die Untersuchung einer 
der beiden Grössen beschränken und werden dabei die praktisch wichtigere In- 
dikatorvergrösserung 3 bevorzugen. Diese ist gegeben durch: 


a 
Ve 


Wir setzen V'” als positiv voraus und geben der Wurzel rechts positives Vor- 
zeichen, damit auch ® positiv wird. 
AB” 


Aus (231) folgt 
Tel NT 
N y® 0 
(232) daT a T 


ee s) 20) 


dB”/dT kann hiernach nur O sein, wenn 


us Ms) 


ist. Bei nicht zu starker Dämpfung, so lange 


(231) go — 


53) 


ur T, 
. (234) >, 


ist dieses möglich. Dann hat d®"/dT nach (232) für kleine Werthe von T 
positives Vorzeichen, und geht für den durch (233) bestimmten Werth durch O 
hindurch, um weiterhin negativ zu bleiben. Die Vergrösserung ®® wächst also 
mit wachsender Störungsperiode T bis diese den durch (233) gegebenen Werth 
erreicht, um dann dauernd abzunehmen. Für den Maximalwerth von 9” liefern 
(231), (233) die Formel 


(235) (BP) = - 
ee nt 1 re: za) 
ITT 


Ist die rechte Seite von (233) negativ, so giebt es keinen reellen, also keinen 
in Betracht kommenden Werth von T, für welche die Gleichung erfüllt ist, 
AB"/dT ist stets negativ, WB” nimmt von Anfang an mit wachsender Periode T 
ab. Der Uebergang von dem einen zum anderen Falle findet für 


= vf 


(236) 


ni 
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statt. Es ist dann 7/7, — Y2 und das Dämpfungsverhältniss ergiebt sich 
(237) — 1 = 31:1. 

Dies entspricht einer sehr starken, für die Praxis kaum noch in Betracht 
kommenden Dämpfung, sodass wir es in der Regel mit dem Falle einer erst 


steigenden, dann fallenden Vergrösserung zu thun haben. 
Der Grenzwerth von ®B” für verschwindende Perioden T ist nach (231) stets 


(238) ge — pm. 


Für Störungsperioden T, welche die reducirte Figenperiode 7, vielfach 
übertreffen, kann nach (231) 


I. « L 
9 EN V @ On BEr (>) 


gesetzt werden. Der Einfluss der Dämpfung verschwindet hiernach sehr bemerkens- 
werther Weise sowohl für sehr kleine als auch für sehr grosse Störungsperioden. 

Eine genauere Einsicht in den Einfluss der Dämpfung auf die ‚Indikator- 
vergrösserung periodischer Störungen bieten die Tabelle auf der nächsten Seite und 
Figur 5. Sie zeigen, dass bei geringer Dämpfung diejenigen Perioden, welche der 
Eigenperiode nahe kommen, sehr stark bevorzugt werden, und dass andererseits 
bei sehr starker Dämpfung die Empfindlichkeit gegenüber allen Perioden ausser 
den sehr kleinen und sehr grossen eine erhebliche Einbusse erleidet. Dazwischen 
giebt es einen Bereich für das Dämpfungsverhältniss, etwa durch 3:1 und 8:1 be- 
grenzt, wo die Vergrösserung B” bis hierauf zu Perioden T, welche die reducirte 
Schwingungsperiode T’, etwas überschreiten, sich von der Indikatorvergrösserung V'” 
weder nach der einen noch nach der anderen Seite erheblich entfernt. Wählt man 
die Dämpfung also in diesem Bereich, so werden die periodischen Parallelver- 
schiebungen in den Diagrammen des Seismographen bis etwas über T= , 
hinaus nahezu in den richtigen Verhältnissen wiedergegeben. Am glücklichsten 
zeigt sich dieser ausgleichende Einfluss der Dämpfung wohl etwa bei dem 
Dämpfungsverhältniss 5:1, sodass dieses sich am meisten empfiehlt. — Ueber 
etwa T= 2 T, = 1,4 T, hinaus verliert die Dämpfung dann allmählich ihren 
Einfluss, indem immer mehr der Abfall der Vergrösserung zur Geltung kommt, 
der auch bei Abwesenheit der Dämpfung eintreten würde. 

In der Tabelle und in der Figur ist auch gemäss (219) die Phasenverzögerung 
der Indikatorbewegung gegenüber der Erdbewegung dargestellt. In Zeittheilen 
gemessen beträgt sie d, in Bruchtheilen der Periode gemessen Ö/T; von der im 
Diagramm abgelesenen Zeit muss man um Ö zurückgehen, um zu der ent- 
sprechenden Phase der Erdbewegung zu gelangen. 

52. Begleitende Eigenschwingungen. Bei wiederstandsloser Bewegung des 
Seismographengehärges haben wir in Artikel 44 die durch den Einsatz periodi- 
scher Störungen erregten Eigenbewegungen direkt mittels der allgemeinen 
Lösungen der Indikatorgleichung berechnet. Es wurde dieser Weg in Rücksicht 
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auf den Fall T= 7, gewählt, wo eine Beziehung auf $, wegen seines unendlich 

grossen Werthes zu vermeiden war. Jetzt, wo dieser Umstand nicht mehr 

störend ist, soll unter Benutzung von S, ein kürzerer Weg eingeschlagen werden. 
Wiederum nehmen wir an, dass die Störungen den bis dahin ruhenden 

Seismographen plötzlich mit voller Stärke treffen. i, sei der Zeitpunkt des Ein- 

satzes, weiterhin gelte: 

t 


A t 
(240) o = S8,sin2r mr C, cos 2 mi 


es handele sich also um Parallelverschiebungen. Die nach der Zeit i, erfolgen- 
den Indikatorbewegungen sind aufzufassen als Superposition einer erzwungenen 
Schwingung, deren Ausweichung mit a”, und einer Eigenschwingung, deren 
Ausweichung mit « bezeichnet werden soll: 


(241) a ara. 
Den Anfangspunkt der Zeit passend wählend, können wir 
(242) | a” — S,sin aan 


setzen und zwischen S,, $,, (©, den in Artikel 50 festgestellten Zusammenhang 
annehmen. Für «' gilt die Formel 


DR De 


(243) ee sin2" 7 


4 
ZI 


Ü . 


T 
+(le cos 2 £ 


Unsere Aufgabe ist es, 8) und (© zu bestimmen. 

Bei sehr schnellen, sich über einen sehr kurzen Zeitraum erstreckenden 
Störungen ist nach (215) a = — V"o+const, da/dt = — V” (do/dt) +2 V” o/r 
+const. Diese Formeln wenden wir auf den Einsatz an. Unmittelbar vorher 
ista—=0, dad =0,o —=0, do/dt = 0, unmittelbar nachher 6 = o,, doj/di 
— (de/dt), so folgt tür den Zeitpunkt unmittelbar nachher a, = —V”o,, (dajdt), 
—= —V”(do/dt),+2V”o,/r. (241) in Verbindung mit (242), (243) sowie (240) 
und (219) ergiebt daher 


; IT EN th, Tee t, 
SS — Sl (7) sin au (1-2 (5,°.)) 7500324 7 
52 T IT SET, 
Er LT. ae L, k Lo 
er s.\(r) sin 20 n +25 - ee. 


Betrachten wir zunächst die für uns besonders wichtigen Fälle mittlerer 
Dämpfung, welche in der Tabelle auf Seite 80 durch Einrahmung hervor- 
gehoben sind. Es liest dann 7//2rxr in der Nähe von 1/2, 7/T, in der 
Nähe von 1, sodass S5/, C/ und die Gesammtamplitude \seargn der beim Einsatz 
der Störungen erregten Eigenschwingungen für Perioden T unterhalb 7, sowie 
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in dessen Nachbarschaft höchstens die Grössenordnung S, und für grössere Perioden 
die Grössenordnung S, T’/7, erhalten, wobei 8, die Amplitude der den Störungen 
synchronen erzwungenen Schwingungen bedeutet. Nun bleibt S, dauernd bestehen, 
solange die Störungen anhalten, während die Amplitude der Eigenschwingungen 
wegen der hier angenommenen Stärke der Dämpfung schon in einer Periode 7 
auf 1/9 bis 1/64 des anfänglichen Werthes herabsinkt. Wir werden hieraus 
schliessen können, dass die beim Einsatz erregten Eigenschwingungen nur einen 
geringen, vorübergehenden Einfluss haben. Von besonderer Wichtigheit ist, 
dass der Seismograph sich gegenüber Störungsperioden, welche der Eigenperiode nahe 
liegen, völlig anders als bei Abwesenheit der Dämpfung verhält. Da nämlich die 
Eigenschwingungen schon nach wenigen Hin- und Hergängen unmerklich werden, 
so finden keine Schwebungen statt und bei einer mit der Eigenperiode übereinstimmenden 
Störungsperiode tritt auch kein dauerndes Anwachsen der Amplitude ein. Es stellt 
sich vielmehr mit einer der Dämpfung entsprechenden Geschwindigkeit der von 
den Eigenschwingungen freie Endzustand her. Wie gross der Vorteil ist, der 
sich hiernach infolge der Dämpfung für die Lesbarkeit der aan 
Diagramme ergiebt, brauche ich wohl nicht noch zu betonen. 

Mit geringer werdender Dämpfung vermindert sich deren chitzender Einfluss; 
wählt man sie noch stärker, als dem Dämpfungsverhältniss 8:1 entspricht, so 
werden die De eheinsungen bis zur Grenze der Aperiodieität zwar noch 
schneller beseitigt, aber der Gewinn ist nicht gross und wohl kein hinreichender 
Ersatz für die Einbusse an Empfindlichkeit 

Bei einem plötzlichen Einsatz von periodischen Neigungsstörungen zur Zeit 
ti, haben wir unmittelbar nacher a = a, — (0, da/dt = (da/dt), = 0 zu setzen; 
so folgt hier mittels entsprechender Rechnungen 


>} 1: % 2 Tr 2 es Gef 2 
5) ee m T, I sindr mt m cos 2a}, O=.—8, sin 20 mn. 


Bei mittelstarker Dämpfung ist hiernach die Anfangsamplitude der Eigen- 
schwingungen für Perioden T unterhalb 7, von der Grössenordnung $, 7,/T, für 
Perioden in der Nähe von 7, und darüber von der Grössenordnung $,. Ueber 
den Einfluss der Dämpfung ist im Wesentlichen dasselbe zu sagen wie vorhin, 
nur können hier bei kleinen Störungsperioden T die Eigenschwingungen auf 
einige Zeit gegenüber den erzwungenen Schwingungen kräftig zur Geltung 
kommen. 


$ 7. Einwirkung der Reibung im Gehänge. 


53. Reibung im Gehänge und am Schreibstift. Unter den Bewegungshemm- 
nissen wollen wir nun, nachdem die Dämpfung untersucht worden ist, nur noch 
die Reibung fester Körper aufeinander berücksichtigen. Dabei soll vorausgesetzt 


werden 
11* 
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1) dass die Widerstandskraft bei Bewegung von der Geschwindigkeit unabhängig 
ist, 2) dass die Reibung bei relativer Ruhe der Körper den Eintritt der Bewegung 
nur solange verhindert, als die Kräfte noch nicht gross genug sind, um die der Be- 
wegung entsprechende Widerstandskraft zu überwinden. 

Bekanntlich wird insbesondere das zweite Gesetz meist merklich verletzt, 
indem zur Einleitung der Bewegung ein erheblich grösserer Antrieb erforderlich 
ist, als nach dem Widerstand während der Bewegung zunächst zu erwarten 
wäre. Wir wollen aber die sich so ergebenden weiteren Komplikationen nicht 
besonders berücksichtigen, da sie nur eine unbedeutende Rolle spielen, solange 
die Reibung überhaupt soweit herabgedrückt ist, als im Interesse der Brauch- 
barkeit des Seismographen erforderlich scheint. 

Bei photographischer Registrirung macht sich die Reibung nur im Gehänge 
selbst bemerkbar, bei mechanischer Registrirung überdies bei der Bewegung des 
Schreibstiftes auf der Schreibfläche. Im letzteren Falle bringt die Eigenbewegung 
der Schreibfläche ein wesentlich neues Moment in die Erscheinung, welches für 
die Arbeit des Seismographen von Vortheil ist, die theoretische Auffassung aber 
erheblich erschwert. Mit Rücksicht hierauf werden wir in den folgenden Unter- 
suchungen zwischen „Reibung im Grehänge“ und „Reibung am Schreibstift“ unter- 
scheiden. 

54. Indikatorgleichung bei Reibung im Gehänge. Q“” sei die Indikator-Resul- 
tante (Art. 31) der sämmtlichen im Gehänge wirkenden Reibungskräfte; die fingirte 
Kraft 0° vom Indikator ersetze also das gesammte im Gehänge wirksame durch 
Reibung veranlasste Kraftsystem. Bedeutet dann % die positiv genommene 
Intensität von 9°” während der Bewegung, so ist nach den im vorigen Artikel 
formulirten Gesetzen bei positiver Bewegungsrichtung des Indikators Q" = —R, 
bei negativer Bewegungsrichtung 9” = +R; im Falle der Ruhe kann jeder 
Werth von —R bis + R auftreten. 

Der Einfluss der Reibung auf die Bewegungen des Gehänges ist leicht zu 
erkennen, wenn Q” in die Bewegungsgleichung (104) eingefügt wird. Für die 
Bewegungsgleichung des Indikators in der von uns gewählten Form, wobei die linke 
Seite durch das Glied d’a/di” gebildet wird, ergiebt sich so: 


d’a Dr\ 2dar 0 Es 3 
(246) Tee sl en +Störungs-Glieder , 
das heisst, es tritt rechts das „Reibungsglied* 
On 
(247) = 


hinzu. m bedeutet die resultirende Masse des Gehänges (Art. 32). Nach den 
gemachten Auseinandersetzungen st allgemein : 

RO R 
(248) —-+ 


Mm mM mM 


umd gilt speciell für daldt >O der untere, für da/dt <O der obere Grenzwerth. 
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Nach (246) muss bei Abwesenheit von Störungen im Falle der Ruhe die 
Beziehung 

Dr 2 = Hm 

(249) (7). Fe 


0 


erfüllt werden; da nun aber für Q°/m nur die Grenzbestimmung (248) vor- 
geschrieben ist, so folgt für « kein bestimmter Werth, sondern nur die Grenz- 
bestimmung 


(250)  rZasSHr, 
wobei r bestimmt ıst durch die Formel 

N LE LAN) 
(251) „7-2 


Bei Abwesenheit von Störungen vermag also die Reibung innerhalb der durch 
(250) gegebenen Grenzen jeden beliebigen Ausschlag des Gehänges dauernd aufrecht 
zu erhalten. r wird weiterhin „maximaler Reibungsausschlag* genannt werden. 
Unter seiner Benutzung ergiebt sich für das Reibungsglied der Indikatorgleichung 
(246) anstelle von (248) die Bedingung 


Dm\? EN N _(2m\® 
en ae) ee, ln). 


0 0) 


Die Indikatorgleichung selbst kann unter Benutzung von r für Zeiten der Indi- 

katorbewegung geschrieben werden: 
a 2” 2da _ (2 
ae (7) di 7 
wobei das obere oder untere Vorzeichen zu wählen ist, jenachdem die Bewegungs- 
richtung, also auch da/dt, positiv oder negativ ist. 

55. Allgemeine Sätze. Der Indikator sei in Ruhe und befinde sich in der 
Mittellage, es sei also da/dt = 0 und a = 0; dann kann Bewegung nur eintreten, 
wenn die Störungen für sich eine Beschleunigung d’a/dt” ergeben, welche das 
Reibungsglied vermöge seiner Beschränkung (252) nicht aufzuheben vermag. 
Betrachten wir also zum Beispiel das Störungsglied 

(«) 2 
n (E-9.- 28), 
so ist eine durch dieses bewirkte Bewegung des Indikators nur dann zu er- 
warten, wenn sein Werth über die Grenzen # R/jm = #£gr/L hinausgezt. Die 
Neigungen i, müssen hiernach die Grenzen # r/J”, die Schwereänderungen '/g, die 
Grenzen #gr/J“’ überschreiten und die Beschleunigungen d’&/dt” müssen äquivalent 
mit Schwereänderungen ausserhalb dieser Grenzen werden. Hieraus folgt das sehr 
übersichtliche Resultat, dass zur Einleitung der Indikatorbewegung die Neigungen ti, 
die Schwereänderungen Ag, und die Schwereänderungen, welche den Beschleunigungen 
d’E/dt” äquivalent sind, solche Werthe überschreiten müssen, welchen bei dauerndem 


(253) 


r + Störungs-Glieder , 


86 E. WIECHERT, 


Bestehen eine Aenderung der Indikatormittellage um den maximalen Reibungsausschlag 
r entspräche. — Durch Weiterführung der Ueberlegungen ist leicht einzusehen, 
dass im Falle eines von vorne herein vorhandenen durch die Reibung aufrecht er- 
haltenen Ausschlages a zur Einleitung einer Indikatorbewegung nach der Seite des 
Ausschlages hin ein grösserer, nach der anderen Seite ein kleinerer Antrieb durch die 
Störungen nöthig ist; als Maass für die nothwendigen Intensitäten des Antriebes er- 
geben sich dabei die Ausschläge ar und —a-+tr. 

Während eines Zeitintervalles, in welchem der Indikator sich nach einer 
und derselben Richtung bewegt, gilt nach (253) 


2 —+ 2 ] + 
(253') nn — (7) (a&r)— = Mu + Störungs-Glieder. 


Hieraus kann geschlossen werden, dass während eines jeden Intervalles unver- 
änderlicher Bewegungsrichtung die Bewegungen des Indikators infolge der Reibung 
gerade so vorsichgehen, als ob die Mittellage des Indikators um den maximalen 
Reibungsausschlag entgegengesetzt der BDewegungsrichtung verschoben wäre. Wir 
wollen diesen Satz, der für die rechnerische Verwerthung der Reibung vielfach 
sehr bequem ist, den „Satz der verschobenen Mittellage* nennen. Kehrt die Be- 
wegungsrichtung des Indikators um, so springt die scheinbare Mittellage um 2r, 
zu der symmetrisch zur wirklichen Mittellage auf der anderen Seite gelegenen 
Stelle. 

Der Satz der Superposition der Wirkungen von Störungen (Art. 41) wird durch 
die Reibung aufgehoben. Dieses ist leicht einzusehen, wenn man beachtet, dass 
bei Reibung erst eine gewisse Grösse der Störung nothwendig ist, um eine Be- 
wegung des Indikators zu veranlassen. Denkt man sich dergleichen einzeln 
unwirksame Störungen in genügender Zahl superponirt, so lassen sich immer 
wirksame Störungen konstruiren, während der Satz der Superposition dabei 
als Summe der Ausschläge 0 nur immer wieder den Ausschlag 0 ergäbe. — 
Man kann den Satz der Superposition für die Berechnung der Wirkungen von 
Störungen retten, wenn man den Kumnstgriff anwendet, die Reibung selbst als eine 
äussere Störung zu betrachten, wenn man also in der Indikatorgleichung (246) das 
Reibungsglied Q”/m zu den Störungsgliedern zählt. 

56. Eigenschwingungen bei Reibung im Gehänge. Um den Einfluss der Reibung 
im Grehänge auf die Eigenbewegungen festzustellen, wollen wir den im vorigen 
Artikel aufgestellten Satz der verschobenen Mittellage anwenden. Zunächst 

SS een | Pr möge der Fall unmerklicher Dämpfung be- 
an handelt werden. Fehlte dann auch die 
Reibung, so würde der Indikator gleich gross 
bleibende Sinusschwingungen vollführen und 
im Diagramm eine Sinuskurve, etwa die in 
Figur 6 punktirte, um die wirkliche Mittel- 
linie, MM, zeichnen. Bei Mitwirkung der 
Reibung gehen die Schwingungen von einem 
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Umkehrpunkt zum nächsten abwechselnd um die verschobenen Mittellinien, 
M,M, und M_M_ der Figur, von Statten. Da diese um r von der wirklichen 
Mittellinie abstehen, so nimmt der Ausschlag zunächst bei jeder Schwingung von 
einer Seite zur andern um 2r, um den doppelten maximalen Reibungsausschlag ab. 
Zum Schluss, bei der letzten Schwingung, kann die Abnahme geringer sein. 
Dieses trifft, wie leicht ersichtlich, dann ein, wenn die wirkliche Mittellinie nicht 
mehr überschritten wird. 


Sind a, a, 4, . . . die aufeinander folgenden Ausschläge, und werden positiv 
gerechnete Beträge durch Einklammerung in geraden Strichen bezeichnet, so ist 
9) al = 1-2], | = 1-91 = 1al-#l,..., 

(254) Ia.| = II] - Mr]; 


wobei die Formeln auch noch für die letzte Schwingung gültig sind. Man muss 
von dieser absehen, sobald die wirkliche Mittellinie nicht mehr überschritten wird, 
wenn man in Anlehnung an (254) schreibt: 


SR 1 
(254) = z-(%|-|a.)). 


Von besonderem Interesse ist der Verlauf der Scheitellinien im Diagramm, 
das heisst, der Linien, welche die Punkte grösster Ausweichung nach derselben 
Seite verbinden. Sie liegen symmetrisch zw der wahren Mittellinie (MM) und sind 
in unserem Falle gerade. Ihre Neigung wird bestimmt durch die Bedingung, dass 
sie der Mittellinie in einer Schwingungsperiode 7’ um 4r näherkommen. Die 
Stücke der Scheitellinien jenseits des Schnittpunktes haben für die Indikator- 
Schwingungen nur noch bis zu den verschobenen Mittellinien direkte Bedeutung; 
was darüber hinausliegt, ist nichts weiter als eine mathematische Fortsetzung, 
denn die Schwingungen hören auf, sowie ein Umkehrpunkt zwischen die ver- 
schobenen Scheitellinien fällt. 

Die Geradlinigkeit der Scheitellinien und der im Endlichen liegende Schnitt- 
punkt geben für die Reibung im Gehänge einen sehr charakteristischen Unter- 
schied gegenüber der Dämpfung. Bei dieser sind die Scheitellinien, welche in 
Figur 7 für das Dämpfungsverhältniss 
e:1 = 2:1 dargestellt sind, Exponential- 
kurven der Gleichung 


ih 
T 
(255) a — \Eiaye \ 
die sich der Mittellinie zwar immer mehr 
annähern, aber sie niemals völlig erreichen. Figur 7. 


Für die Praxis ist es meist bequemer, statt mit „Ausschlägen“ a, 4, Ay...» 
mit „Schwingungsweiten“ 


(256) = a-a|,, — la. -%|,, = |, =-a,|,..4.08- 
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zu rechnen. Für diese ergiebt sich bis zum Schluss der Schwingungen, also 
durchweg, gültig: 


1 
(257) „=4ı-Inr, nn en. 


Die Formeln (254) oder (257) ermöglichen es in einfacher Weise, aus den Dia- 
grammen des in Schwingungen versetzten Seismographen die Grösse des Reibungs- 
ausschlages r festzustellen. 

Während die Dämpfung nicht im Stande ist, den einmal schwingenden Seis- 
mographen jemals zur völligen Ruhe zu bringen, ist das bei der Reibung im 
Gehänge anders, hier giebt es eine bestimmte letzte Schwingung, von der ab der 
Indikator in Ruhe bleibt. In der Figur 6 findet sie in positiver Bewegungs- 
richtung um die verschobene Mittellinie M, M_ statt. Wie hier, so endet die Be- 
wegung im Allgemeinen nach Vollendung einer ganzen Schwingung um eine der ver- 
schobenen Mittellinien, sobald die erreichte Endlage innerhalb des von den verschobenen 
Mittellinien begrenzten Bereiches fällt. 

Auch bei der Behandlung des Falles merklicher Dämpfung, zu der wir uns 
nun wenden wollen, benutzen mir den Satz der verschobenen Mittellage. Danach 
erfolgt die Schwingung von einem Umkehrpunkt zum nächsten um die betreffende 
der beiden verschobenen Mittellage genau so, wie bei Abwesenheit der Reibung 
um die wahre Mittellage. Bedeutet 


el 
das Dämpfungsverhältniss, so gilt hiernach für die aufeinander folgenden grössten 


Ausweichungen @, 4%, Ay,» +4, ».. , wenn von der letzten eventuell ab- 
gesehen wird: 


1 1 
(258) la|+r Fr (al-r)n; la |+r HE (al: OO 
(258) la14r + = (alt 


Man kann diese Formeln auch mit Einschluss der letzten Ausweichung benutzen, 
wenn man für diese —|«@| anstelle von |«| setzt. 

Im Falle der Reibung sinkt nach (258') der Ausdruck |a,|+r(e-+1)/(e—1) ge- 
rade so herab, wie ohne Reibung die Grösse |a,| des Ausschlages selbst. Analoges 
gilt für die Schwingungsweiten 4 = |a|+la|, 4, = |a|+|&|,...., für 
welche (258) ergiebt 


e-+1 
e—1 


nes 


+) ıl 


e—1)e. 


(259) +2 za (+8 


Bedeutet 7 die Schwingungsperiode, z die Relaxationszeit, Z, die zum n-ten 
Ausschlag gehörige Zeit, so ist 
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bar _ ui 
2r A NE EB T 
(260) ee Vena — 2 et i 
also nach (258') 
u —b 
en en Tr 
(261) la,|+» Salem (14). 


Diese Formel, erläutert durch Figur 8, lehrt, dass die Scheitellinien ebendieselben 
Esxponentialkurven sind wie bei Abwesenheit der 
Reibung (Figur 7), dass sie aber gegen die wahre 
Mittellinie um Er(e+1)/(e— 1) verschoben er- a 


ie 
scheinen. Infolge der Verschiebung werden die NER SENM ra Mm. 
Asymptoten nicht mehr durch die wahre Mittel- ec Sn Senn, u 


linie, sondern durch zwei ihr im Abstande 
r(s+1)/(e—1) parallel laufende Linien gebildet, 
und schneiden die Scheitellinien einander in einem x Figur 8. 

im Endlichen gelegenen Punkte auf der wahren Mittellinie. Wieder kommen die 
Scheitellinien jenseits des Schnittpunktes nur noch bis zu den verschobenen 
Mittellinien in Betracht. 

In Figur 8 ist bei derselben Schwingungsperiode derselbe Reibungsausschlag 
wie in Figur 6 und dasselbe Dämpfungsverhältniss wie in Figur 7 angenommen, 
so dass sie uns die gemeinsame Wirkung der in Figur 6 und 7 getrennten Ur- 
sachen für die Verminderung der Schwingungsamplitude zeigt. 

Ein unmittelbareres Bild von der Abnahme der Ausschläge a, und der Schwin- 
gungsweiten /, als (258') und (259) ergeben die folgenden, aus ihnen leicht ableit- 
baren Gleichungen: 


EN 1 s+1 1l 
(262) 11 = als (1-5), 
1 e+1 1: 
- 12-9 = jh 
(263) = 1, li-5) 


Die Indikatorbewegung endet, wenn die rechte Seite von (262) einen Werth 
zwischen +r und —r annimmt; liegt er zwischen 0 und —r, so ist für ihn 
la,| durch —|a,| zu ersetzten. Bei (263) kennzeichnet sich die Endlage des 
Indikators durch den letzten positiven Werth von /,. 

Für die Abnahme des Ausschlages von einer grössten Ausweichung bis zur 
nächsten nach der entgegengesetzten Seite erhalten wir mittels (262) 


(264) 1-11 = la1(1-2)+r(1+2), 


ferner für die Abnahme des Ausschlages von einer grössten Ausweichung bis 
zur nächsten nach derselben Seite 


1 IN 
(265) aan = 1a1l1-4)+r(143)- 


Abhandlgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. Fl. Bd. 2,1. 12 
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Die für die Schwingungsweiten ! gültigen Gleichungen, welche (264) und 
(265) entsprechen, enthalten 2r anstelle von r. 

Beiläufig mag noch bemerkt werden, dass sich die Scheitellinien infolge der 
Dämpfung stets unter einem stumpferen Winkel in der wahren Mittellinie 
schneiden (Figur 8), als der Reibung allein entsprechen würde (Figur 6). Im 
letzten Falle wäre 8r der Betrag, um welchen die Scheitellinien für den Zeit- 
zuwachs einer Periode 7 einander näher kommen. Bei Mitwirkung von Dämpfung 
findet man für den entsprechenden Betrag bei den Tangenten der Scheitellinien 
in ihrem Schnittpunkt auf der wahren Mittellinie 


(266) 2r 


wobei in der Klammer hörere Potenzen von T/2r folgen. Das hingeschriebene 
Glied mit der zweiten Potenz hat für 27 —= T-etwa den Werth 1/12, das 
Dämpfungsverhältniss ist dabei e:1= e:l = 2,718...:1, also noch für diese 
recht erhebliche Dämpfung hat das erste Glied der Reihe hinter der 1 nur einen 
kleinen Einfluss: 

Für eine nicht sehr grosse Dämpfung schneiden sich die Scheitellinien in der 
wahren Mittellinie sehr nahe unter demselben Winkel wie bei alleiniger Wirkung der 
Reibung. 

Aus diesem Umstand wird man in manchen Fällen bei der Bestimmung des 
maximalen Reibungsausschlages r aus den Aufzeichnungen der Eigenbewegungen 
Nutzen ziehen können. 

57. Periodische Störungen bei Reibung im Gehänge. Unter Berücksichtigung 
der Störungsglieder erster Klasse für die Richtung s lautet die Indikator- 
gleichung nach (253), wenn Reibung im Gehänge, jedoch keine Dämpfung wirk- 
sam ist: 


da (20° _f2m\ dran 
(267) = -(F)er(F)r-7 (9.48). 


Wir wollen zunächst fragen, welche Amplitude periodische Verschiebungs- und 
Neigungsstörungen mindestens haben müssen, um den Indikator trotz der Reibung 
in Bewegung zu setzen. 

Für Verschiebungsstörungen ist hierzu nöthig, dass V"d’o/dt” die Grenzen 
+(2#/T)’r überschreitet. Setzen wir also 


t+6 
mo 


(268) o,-— "3,sn2% 


sodass 3) die maximale Amplitude der Verschiebung und T die Periode bedeutet, 
so folgt als Bedingung für Indikatorbewegungen : 


(269) S> Br= 


2 a a nn 
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Es mag hier bemerkt werden, dass r/V” diejenige Amplitude der Verschiebung 
angiebt, welche bei sehr kurzer Störungsperiode für die Indikatorbewegungen 
eine Amplitude gleich dem maximalen Reibungsausschlag r veranlassen würde. 
— Die Reibung zeigt nach (269) bei Verschiebungsstörungen einen um so geringeren 
Einfluss, je kürzer die Störungsperiode ist, und zwar nimmt die eben noch unterdrückte 
Amplitude proportional mit dem Quadrat der Störungsperiode ab. 

Für Neigungsstörungen muss V“”gi, die Grenzen + (2x/T,)r = + (g9/L)r über- 
schreiten, also i, die Grenzen £r/J”. Hier ist ein Einfluss der Störungsperiode 
nicht zu bemerken. 

Ist die Amplitude der Störungen gross genug, um Bewegungen des Indikators 
zu verursachen, so bewirkt die Reibung eine Verkleinerung der Amplitude. a, A 
seien die jeweilig stattfindenden und die maximalen Ausschläge des Indikators, 
a”, 5, diejenigen, welche sich bei Abwesenheit der Reibung ergeben würden. 
Für den letzteren Fall darf dann bei passender Verfügung über den Anfangs- 
punkt der Zeit 
(270) ao — Sg, sin x 7, 
gesetzt werden. 

Es kann vorkommen, dass der Indikator wegen der Reibung nicht stetig 
von einer Seite zur anderen, sondern ruckweise vorwärts schreitet, indem er von 
Zeit zu Zeit hängen bleibt; von dieser Komplikation soll abgesehen werden. 
Wir nehmen also an, dass der Indikator während je einer halben Periode 
T in der einen Richtung, während der anderen in der anderen fortschreitet. 
Die Reibung ergiebt dann abwechselnd in Zeitabschnitten von der Länge T/2 
konstante Kräfte in entgegengesetzten Richtungen. Gemäss der Bemerkung am 
Schlusse des Artikels 55 wollen wir die wirklich eintretende Indikatorbewegung 
als Superposition auffassen der durch (270) dargestellten Bewegung, welche ohne 
die Reibung stattfinden würde, und derjenigen, welche den Reibungskräften allein 
entspräche. Die letztere, nur fingirte, soll nun aufgesucht werden. 

In Figur 9 stellen wie früher MM, M_M_, M,M, die wahre und die beiden 
verschobenen Mittellinien dar. Die punktirten en Linien sollen die Um- 


a 
VER DE VE 
ee 
M i NN ana ENIdıN 
Ma 


EN 


20057, 
Soll 


Figur 9. 


kehrzeiten der wirklichen Indikatorbewegung bezeichnen, also die Zeiten, in 


welchen bei der fingirten Bewegung die Störungskräfte plötzlich umspringen. 
19* 
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Nach dem vorigen Artikel haben wir es in jedem Intervall zwischen zwei solchen 
Zeiten mit einer Eigenschwingung des Indikators um eine verschobene Mittel- 
linie zu thun. Die so nach einander in Betracht kommenden Stücke der Mittel- 
linien sind ausgezogen, die übrigen nur gestrichelt. Die Eigenschwingungen 
mit den maximalen Ausschlägeen A” in ihrer weiteren, hier nicht zur Geltung 
kommenden Ausdehnung sind zum Theil gestrichelt angedeutet. Die Kurve mit 
der Amplitude A”, welche der fingirten Indikatorbewegung entspricht, ist 
ausgezogen. Zu den Sprungzeiten muss mit den Kräften auch die Indikator- 
beschleunigung d’a/dt” den Werth wechseln, etwas ähnliches gilt aber nicht auch 
von der Geschwindigkeit da/dt und dem Ausschlag a. Hieraus und aus der 
Symmetrie der Bewegung ist leicht ersichtlich, dass der Indikator in der Reibungs- 
bewegung zu den Sprungzeiten die wahre Mittellinie mit unveränderter Richtung 
passiren muss. 

Diese Ueberlegungen lehren, dass die zu den Reibungskräften gehörige füngirte 
Bewegung zwar aus Theilen von Sinusschwingumgen besteht, aber micht eine einheit- 
liche Sinusschwingung darstellt, also auch nicht durch eine Formel der Art (270) 
beschrieben werden kann. 

Die Eigenbewegungen, von denen die fingirte Indikatorbewegung Stücke heraus- 
löst, entsprechen bei passend gewählter Anfangszeit der Formel 


(271) ar — Ar cos 2a; 
unter Rücksicht hierauf ist aus der Figur abzulesen: 
AN 
) a 

(272) A cos IR Im r, 
sodass für die Amplitude A” der fingirten Reibungsbewegung folgt: 

1— cos On;m 
(273) AR — AN I— Tr m 

cos any 


Ist die Störungsperiode T klein gegenüber der Eigenperiode 7’, so empfiehlt es 
sich, in (273) den Faktor des maximalen Reibungsanschlages r durch eine Reihen- 


entwicklung zu ersetzen: 
2 


a „ZEN dx = ) 
en Mg ie) (1+ (7) + 
bei kleinen Störungsperioden T nimmt die Amplitude der fingirten Reibungsbewegung 
hiernach proportional mit dem Quadrat der Periode ab. 
Für die Geschwindigkeit des Indikators an den Uebungsstellen von einer 
einheitlichen Schwingung zur anderen, ergiebt sich mittels der Formel (271): 


Midas m 


Bm oT 


A = 


(275) AP 


| 
| 
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Die wirkliche Indikatorbewegung entsteht durch Superposition der unter- 
suchten fingirten Bewegung und derjenigen, welche ohne die Reibung stattfinden 
würde. Wird daher in Figur 10 
durch die ausgezogene Kurve die 
wirkliche Bewegung, durch die ge- 
strichelte Kurve diejenige bei Ab- 
wesenheit der Reibung bezeichnet, so 
müssen die Differenzen der jeweiligen 
Koordinaten a” angeben und durch 
die ausgezogene Kurve in Figur 9 
dargestellt werden. Die punktirten 
vertikalen Linien in beiden Figuren sind hiernach einander zuzuordnen. Ihrer 
für Figur 9 festgestellten Bedeutung nach kennzeichnen sie die Umkehr der Be- 
wegungsrichtung des Indikators, d. h. die Indikatorgeschwindigkeit 0. In Figur 
10 müssen ihnen also maximale Ausweichungen der ausgezogenen Kurve ent- 
sprechen. 

Aus diesen Erwägungen ergiebt sich als für unsere Rechnung wesentliches 
Resultat, dass die Indikatorgeschwindigkeit bei der fingirten Reibungsbewegung 
in den punktirten Linien der Figur 9 gleich und entgegengesetzt der Indikator- 
geschwindigkeit zu entsprechenden Zeiten bei der in Figur 10 gestrichelt dar- 
gestellten Bewegung ohne Mitwirkung der Reibung sein muss. Unter Rücksicht 
hierauf folgt: 


(276) S, sin 2r 


Figur 10. 


At Na 

NP At 

wenn 5, die grösste Ausweichung bei reibungsloser Bewegung bedeutet, diese 
selbst durch 


(277) a = 8,sin2x 


dargestellt wird, und / in Anlehnung an Figur 10 die Verfrühung des grössten 
Ausschlages infolge der Reibung bezeichnet. Ferner erhalten wir für die Ver- 
kleinerung der grössten Ausschläge durch die Reibung die Formeln: 

» a TE 
(278) A 8,0020, 8-A- (> a) 
in welchen $, und A die grössten Ausschläge ohne und bei Mitwirkung der 
Reibung bezeichnen und da”/dt durch (275) angegeben wird. 

Wenn die Bewegung, welche ohne Reibung eintreten würde, unter eine gewisse 
Grenze herabsinkt, versagen unsere Ueberlegungen und Formeln. Die konstruirte aus- 
gezogene Kurve der Figur 10 erhält dann nämlich andere Umkehrpunkte, als 
unserer ursprünglichen Annahme über die Bewegung des Indikators entspricht. 
Um die Verhältnisse zu übersehen, wollen wir beachten, dass die ausgezogene 
Kurve an den punktirten Linien, d.h. in den bisher von uns angenommenen Um- 


94 E. WLECHERT, 


kehrpunkten einen Sprung in der Krümmung erleidet, wie es dem durch Reibung 
bewirkten Sprung in der Beschleunigung des Indikators entspricht. Hinter einer 
punktirten Linie ist die Krümmung jedesmal geringer als vorher. Sinkt nun 
die Amplitude der Bewegung mehr und mehr, so krümmt sich die Kurve 
schliesslich nach dem Sprunge umgekehrt und entfernt sich darum entgegen 
unserer Annahme von Neuem von der Mittellinie. Die bisherigen Umkehrpunkte 
werden dann durch andere ersetzt, indem sie selbst in Ruhepunkte übergehen. 
Die Reibungskräfte werden andere, als bei unseren Konstruktionen angenommen 
wurde, diese verlieren also ihre Bedeutung. Der Indikator wird nun abwechselnd 
auf jeder Seite der Mittellage eine Zeit lang ruhen, also im Diagramm eine 
parallele Linie zur Mittellinie ziehen, um dann mit neu beginnender Bewegung 
hinüberzugehen. — 

Die Grenze der Gültigkeit unserer früheren Darstellung kennzeichnet sich da- 
durch, dass der zweite Difterentialquotient des Ausschlags nach der Zeit für 
die ausgezogene Kurve der Figur 10 auf den punktirten Linien gerade zu 0 
herabgeht. Hieraus folgt als Grenzbedingung: 

& 2 2 
(279) 7) Ar'cos en — m) 5,c08s2# m 
Unter Benutzung der früheren Formeln (271), (275), (276), (278) ergiebt sich 
dann weiter, dass eine Kurve der in Figur 10 dargestellten einfachsten Art vom 
Indikator nur beschrieben wird, wenn die Störungen ohne die Reibung mindestens 
eine Amplitude 

2 12 

(280) ge (7) y 1+(m) 19 
ergeben würden, und dass dabei die wirkliche Indikatorbewegung mindestens 
eine Amplitude von der Grösse 


(281) I (7) 


hat. Schwingungen geringerer Ausdehnung werden vom Indikator mit Ruhe- 
pausen ausgeführt; auf die Komplikationen, welche sich so ergeben, soll nicht 
näher eingegangen werden. Ebenso mag der Hinweis genügen, dass bei grösseren 
Störungsperioden leicht ersichtlich noch weiterer Anlass zur Komplikation der 
Indikatorbewegung durch zeitweiliges Hängenbleiben geboten wird. 

58. Periodische Störungen bei Reibung im Gehänge und Dämpfung. Das Auf- 
treten der Dämpfung hat zur Folge, dass in der Indikatorgleichung rechts das 
Glied — (2/r) (da/dt) hinzukommt. Für die Frage, welche Störungen mindestens 
nothwendig sind, um den ruhenden Indikator in Bewegung zu setzen, ist das 
ohne Belang; unsere Schlüsse im vorigen Artikel in dieser Richtung gelten also 
auch im Falle der Dämpfung bei Ersatz von 7 durch Z.. 

Die Verminderung des Indikatorausschlags durch die Reibung im Gehänge 
. wird bei gleichzeitiger Wirkung von Dämpfung noch viel komplieirter gestaltet, 
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als wir sie schon ohnedies fanden. Da aber dennoch die mathematischen Ent- 
wicklungen in wesentlich gleicher Weise geführt werden können, so werden hier 
unter Hinweis auf den vorigen Artikel kurze Andeutungen genügen. 

Wieder beschränken wir uns auf den einfachsten Fall, wo der Indikator 
sich während einer halben Störungsperiode T in der einen Richtung und während 
der anderen in umgekehrter Richtung bewegt. Wiederum suchen wir zunächst 
die den Reibungskräften entsprechende Theilbewegung auf. 

In jeder der halben Perioden findet auch jetzt eine freie Schwingung des 
Indikators in Bezug auf eine der beiden verschobenen Mittellagen statt, infolge 
der Dämpfung vollzieht sich der Uebergang von einer Schwingung zur nächsten 
jedoch nicht mehr in der wahren Mittellage. 
In Figur 11, welche sich an Figur 9 an- 
lehnt, zeigt sich dieses darin, dass die 
Schnittpunkte der ausgezogenen Kurve der 
fingirten Indikatorbewegung mit den punk- 
tirt gezeichneten Uebergangslinien nicht mehr - 
in die Mittellinie MM fallen. Da an den 
Uebergangsstellen weder im Ausschlag «a noch in der Geschwindigkeit da/dt ein 
Sprung eintreten darf, erhalten wir zur Bestimmung der Kurve die beiden 
Bedingungen, dass am Ende jedes der Stücke Ausschlag und Geschwindigkeit 
entgegengesetzt gleiche Werthe wie am Anfang haben müssen, Für eines der 
zu M,M, gehörigen Kurvenstücken darf bei passender Wahl des Anfangs- 
punktes der Zeit geschrieben werden: 


Figur 11. 


i 


(282) a” = Are "cos2r z —r. 


it, und 2, seien die Zeitpunkte, in welchen das Kurvenstück begonnen und beendet 
wird. Dann gilt die erste der folgenden Gleichungen: 
et Da ee 
N 


T 4% 
2 — It; , = 2t+-; 


(283) 


die zweite fügen wir zur Definition von 2't hinzu und erhalten in der dritten 
und der vierten uns weiterhin bequeme Darstellungen von t, und £,. 

Zu t, und ti, mögen die Werthe a, a’, (da”/dt), und (da”/dt), gehören. Die 
vorhin formulirten Bedingungen zur Bestimmung der Indikatorkurve lauten 


dann: 
da” da” 
a 


en ara = 0, (de) 


und ergeben mittels (282): 
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Ai T 
De m 
_ tg 2n — 
are DE. Ar 
4rt 4r 
At +e 
(285) tg 20 Gr Sl EEE TEE ER TT 
4T 4 
7" e 4% 
May, um emeetgn 
& ie 4T 
T, T 
An q ae 
* le T cos2m- T +e " eos? T 


Die erste Gleichung erlaubt die Berechnung von 4't, die zweite giebt dann A”. 
Für die Amplitude und die Geschwindigkeit an den Uebergangsstellen folgt: 


Ab 7: 

at—T m At + m 

(287) a — Amı A & At — BR It+z 
2 rel ’ 

e cos 2u e cos 2r 7 
at 

AF-Z T ae 

WEN ar - sen, 
(288) are fan °08 Am tmsinde T a 


wobei in der zweiten Formel rechts nach Belieben die oberen oder die unteren 
Vorzeichen genommen werden können. 

Die Bewegung des Indikators unter Mitwirkung der Reibung ergiebt sich 
durch Superposition der so bestimmten fingirten Reibungsbewegung über die 
Bewegung: 


(289) a® — 8,sin?r, 


welche ohne Reibung stattfinden würde. Die Ueberlegungen gestalten sich dabei 
ähnlich, wie diejenigen, welche an Figur 10 geknüpft wurden. Wir wollen 
wieder mit It die Zeitdifferenz der Uebergangszeiten von einer Abtheilung der 
fingirten Reibungsbewegung zur anderen gegenüber den Zeiten grösster Aus- 
weichung in der reibungslosen Bewegung bezeichnen, sodass 1 die Phasen- 
verfrühung der grössten Ausweichungen infolge der Reibung darstellt, dann 
ergiebt sich zur Bestimmung von /7t wiederum die Formel 


: At Ah 
(290) S, sin 2# Tu Dr ge 
Die Berechnung der Verkleinerung der grössten Ausschläge infolge der Reibung 
gestaltet sich aber dennoch komplicirter wie früher, weil noch berücksichtigt 


hj HERDER, KARACED HER DER EA En Rama Rn La a un N 
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werden muss, dass die fingirte Reibungsbewegung nun nach (287) an den Ueber- 
gangsstellen von Null verschiedene Ausschläge besitzt. Bedeutet wiederum A 
den grössten Ausschlag bei Mitwirkung von Reibung, so folgt statt (278): 
At 
mr 
Bei Störungsperioden, welche klein sind gegenüber der Eigenperiode, und 
bei nicht zu grosser Dämpfung — nicht stärkerer, als wir sie für die Praxis 
zweckmässig fanden - , nähert sich nach diesen Formeln der Einfluss der Reibung 
bis auf Glieder höherer Ordnung in T/7 bezüglich T/2#r dem ohne Dämpfung, 
sodass unter Ersatz der Eigenperiode 7 durch die reduecirte Schwingungs- 
periode 7, die einfachen Formeln des vorigen Artikels verwendet werden kön- 
nen. Man darf dann für jede Abtheilung der fingirten Reibungsbewegung 
statt (271) und (282) schreiben: 


(292) (m)- (7): 


0 


(291) A 8, 0082% 


d,. — 


wobei der Zeit ? das Intervall von — T/4 bis + T/4 anzuweisen ist. Die grösste 
Ausweichung bei der Bewegung wird: 


2 2 
Se, 
(293) an = +z | 2) 
An den Uebergangsstellen ist 
— Da z (T\’ 
ATTEREN A re Fe ZEN 
2 ap 2n dt ; ln) 
zu setzen. — Für die Verzögerung 4t des grössten Ausschlages des Indikators 
durch die Reibung erhalten wir entsprechend (277) die Formel: 
i At z(/T\’ 
(295) sn = er 


wobei 8, den grössten Ausschlag bei Abwesenheit der Reibung bedeutet. Die Ver- 
kleinerung des grössten Ausschlages durch die Reibung wird wie nach (278) durch 
; u) x Tı?\ 
(296) Se Vale) 
bestimmt, wenn A den wirklichen grössten Ausschlag des Indikators angiebt. — 
Nach (296) ist die Verkleinerung der Indikatorausschläge durch die Reibung bei 
kleinen Störungsperioden T auch im Falle der Dämpfung von der Grössenordnung 
r(T/T,)- 
Um eine Uebersicht über die sehr komplieirten Verhältnisse bei grösseren 
Störungsperioden zu gewinnen, wo die eben zusammengestellten Formeln nicht 
mehr brauchbar sind, empfiehlt es sich, die Ueberlegungen an eine Figur, wie 


No. 12 zu knüpfen, welche die Eigenschwingungen des Instrumentes ohne Mit- 
Abhandlg, d. K. Ges, d. Wiss. zu Göttingen. Math.-Phys. Kl. N. F, Band 2,1. 13 
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wirkung der Reibung darstellt, und diejenigen Stücke der Kurve herauszusuchen, 
welche zut fingirten Reibungsbewegung gehören. Als Dämpfungsverhältniss ist 
in gezeichneten Falle 5:1 genommen 
worden. — Jedes zu einer fingirten 
Reibungsbewegung gehörige Stück, z.B. 
a® Bm, PAS Bw, a® B®, ... ist dadurch 
charakterisirt, dass an beiden Enden 
die gleiche Geschwindigkeit herrschen 
muss. Der zeitliche Abstand der En- 
den giebt jedesmal die halbe Störungs- 
periode, T/2 an. Das arithmetische 
Mittel der Ausschläge der beiden En- 
den muss gleich dem maximalen Rei- 
Figur 12. bungsausschlag r sein, das heisst, die 
beiden Enden müssen von einer der 
verschobenen Mittellinien (der nicht zugehörigen, M_M_ in den Fällen der Figur) 
gleich weit abstehen. Die verschobene Mittellinie erhält hiernach in der Figur 
für jedes andere Kurvenstück eine andere Lage. Soll die Figur also wirklich 
ein Indikatordiagramm bei Abwesenheit der Reibung wiedergeben, so müsste für 
jede andere Störungsperiode eine andere Intensität der Reibung vorausgesetzt 
werden. Will man die letztere, also den maximalen Reibungsausschlag, fest- 
halten, so kann angenommen werden, dass die Figur das Indikatordiagramm 
nicht direkt, sondern in variirten Querdimensionen darstellt. 

In‘ der Figur. gehören:e),ß zu T — 17,0”, B" zuT — 22 00 0eru 
T—: 7,\e®, B%.zu TV — 27° Für T— 7]2. also 'Dj42 437360 80, da 
wire:1=5:1, Tj2xt = 0,512 annehmen, T/4r —= 0,40, 2'/T = —6,2/360, 
At — 0,055, a = 0,988 Ar, a — 0,552 AT 7, AN — 1,307,702 3 10,287. 

Man wird der Figur leicht entnehmen, dass bei mittlerer Dämpfung für nicht 
zu kleine Störungsperioden T die Amplituden der fingirten Reibungsbewegung von der 
Grössenordnung des maximalen Reibungsausschlages r sind, dass also auch die Ver- 
änderung der Indikatorbewegung durch die Reibung von dieser Grössenordnung ist. 
Für sehr kleine Störungsperioden ist nach (295) der Einfluss geringer. — 


Ss 8. Einwirkung der Reibung am Schreibstift. 


59. Reibung am Schreibstift. Bei der Reibung am Schreibstift, der bei 
mechanischer Registrirung den Indikator darstellt, kommt als charakteristisches 
Element die Bewegung der Schreibfläche mit in Wirksamkeit. Wir wollen ihre 
Geschwindigkeit mit v, die in der Schwingungsperiode 7 oder 7, zurückgelegte 
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Strecke mit w oder w, bezeichnen. Es sei ferner x die Strecke, um welche die 
Schreibtafel von einem beliebig gewählten Zeitpunkt ab vorgerückt ist. Nach 
diesen Festsetzungen gilt: 


(297) u — ol ww ol, ae akt: 
Figur 13 stelle ein Indikatordiagramm vor, MM sei die Mittellinie, die Schreib- 


fläche bewege sich nach links. 
a) Wir beginnen mit dem einfachsten en 


Fall, in welchem der Indikator geradlinig _—K 
und senkrecht zur Mittellinie MM hin- a N 


und hergeht. 

In Wirklichkeit bewegen sich Schreib- M 
fläche und Schreibstift, da es aber nur 
auf die Relativbewegung ankommt, ist \$ 
es erlaubt und bequemer, in der Vorstel- Figur 13. 
lung die ganze Bewegung dem Schreib- 
stift zu übertragen, also zum Beispiel für unsere Figur anzunehmen, dass er 
sich — ausser den Ausschlägen entsprechend auf und ab — der Registrirung 
entsprechend nach rechts bewege. % sei der Winkel seiner (Relativ-)Bewegung 
gegen die Mittellinie MM. Es ist dann: 


1 da 
(298) tu = 
Die Reibung giebt eine der Relativbewegung entgegengesetzte Kraft. Da die 
Geschwindigkeit niemals 0 werden kann, haben wir den früheren Festsetzungen 
(in Artikel 53) entsprechend anzunehmen, dass die Intensität der Kraft stets 
unverändert den Maximaliwerth, den wir R’ nennen wollen, besitze. Als treibende 
Kraft für den Indikator ergiebt sich hiernach bei Anblick der Figur: 


(299) a = —Rsinyg = -—— — ——_. 


Bei sehr kleinen Indikatorgeschwindigkeiten da/dt darf die Wurzel in dem 
letzten Gliede der Gleichung (299) durch 1 ersetzt werden, Q® erscheint dann 
proportional mit da/dt. Wird da/dt grösser und grösser, so nimmt im Ver- 
gleich damit die Indikatorkraft 0 immer langsamer zu und nähert sich 
schliesslich, wenn die Indikatorgeschwindigkeit da/dt weit über die Registrir- 
geschwindigkeit v hinauswächst, dem Maximalwerth R’ an. Hieraus folgt, dass 
die Reibung am Schreibstift in ihrer Einwirkung auf die Indikatorbewegungen zwischen 
der Dämpfung und der Reibung im Gehänge steht. Sie zeigt um so genauer das 
Verhalten der Dämpfung, je kleiner die Indikatorgeschwindigkeit im Verhältniss zur 
Registrirgeschwindigkeit ist, und um so genauer das Verhalten der Reibung im Ge- 
hänge, je mehr die Indikatorgeschwindigkeit die Registrirgeschwindigkeit übertrifft. — 

13* 
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Die bisherigen Schlussfolgerungen beziehen sich auf den Fall der geradlinigen 
und zur Mittellinie senkrechten Bewegung des Indikators. Wir wollen nun 
der Reihe nach untersuchen, wie sie bei immer komplieirteren Bewegungsformen 
des Indikators zu ändern sind. 

b) Der zunächst in Betracht kommende Fall ist derjenige, i» welchem die 
Indikatorbahn noch geradlinig, aber gegen die Mittellinie geneigt ist. 

x sei der Winkel, den die Richtung der positiven Indikatorbewegung bei 
ruhend gedachter Schreibfläche gegen die Mittellinie bildet, %» wiederum der ent- 


sprechende Winkel für die jeweilige Re- 


Bewegum lativbewegung des Indikators (Figur 14). 
derSchreiöfläiche. in S Es ist dann 
a an Di 
7 (300) cetgy = Sin datrstsr 
u Vxt a di 
DR (301) 0o®) — — R'cos (1-V). al 
Bieus 12 Ist da/dt sehr klein gegenüber v, 
so darf 
1 da 
2 1 == 1 er — 
(302) sin Äinygp °085% ıb, 
also 
; R' da 
(Bi) nen ar RS (a ES Bar 
(303) m _ _Rcosy e sin .) = 


gesetzt werden. Die Reibung im Gehänge entspricht also nun bei sehr kleinen 
Indikatorgeschwindigkeiten einer konstanten ablenkenden Kraft und einer Dämpfung. 
Ist andererseits da/dt sehr gross gegenüber v, so erhalten wir 


(304) v=y oder =y-n, (= zrR; 


bei sehr grossen Indikatorgeschwindigkeiten ergiebt sich also wieder die gleiche Wir- 
kung wie bei Reibung im Gehänge. 

c) Drittens untersuchen wir den Fall einer kreisförmigen Indikatorbahn 
(Figur 15). 


Am einfachsten wäre es, wenn 
—K 


Bewegung der Mittelpunkt der Indikatorbahn 
der Schreiötiäche auf der Mittellinie des Diagramms 
läge, die Bahn die Mittellinie also 
senkrecht schnitte. Es scheint aber 
M M 


nicht nöthig diesen Fall noch be- 
sonders auszuzeichnen; wir wollen 
vielmehr sogleich den Fall einer 
„abgelenkten“ Mittellage betrachten 
Figur 15. und die „Ablenkung“, das heisst 
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den (Bogen-)Abstand der Mittellage von der Lage, in welcher die Bewegungs- 
richtung senkrecht zur Registrirrichtung ist, mit « bezeichnen. Der Ausschlag 
a werde wie gewöhnlich von der Mittellage ab gerechnet; % möge dieselbe, y die 
analoge, aus der Figur ersichtliche, Bedeutung wie vorhin haben; x, gehöre zu 


a—=0. Es varürt dann y mit a und zwar ist 
ec a 
(305) I San er 


Das obere oder untere Vorzeichen gilt, jenachdem die Registrirbewegung der 
Schreibfläche in der Richtung vom Mittelpunkt der Indikatorbahn zum Schreib- 
stift, wie in der Figur, oder umgekehrt erfolgt. Zur Bestimmung der Kraft 
0®, welche der Indikator erfährt, erhalten wir wieder, wie im Falle db, die 
Formeln 
v 
(306) eben) — Sy 
dt 


+etgy, Q° = Res). 


Bei sehr kleinen Indikatorgeschwindigkeiten ergiebt sich wiederum die Gleichung 
(303), wobei aber zu beachten ist, dass y mit a varürt. Um zu einfachen 
Schlussfolgerungen zu gelangen, setzen wir auch die Indikatorausschläge selbst 
als klein voraus, ersetzen in (308) demgemäss cosy durch cosxy,+ (a/e)sinx,, sin’y 
durch sin’y, und erhalten 


ı 


1 due da 
(R) ! — sinn lese, 
(307) Otte: | ° sin x) a— R'cosy, 5 sin x) Fr 


Bei (gegenüber der Registrirgeschwindigkeit v) sehr kleinen Indikatorgeschwindigkeiten 
da/dt und (gegenüber dem Radius der Indikatorbahn) sehr kleinen Indikatorausschlägen 
a entspricht die Reibung am Schreibstift einer dem Indikatorausschlag proportionalen 
stabilisirenden oder astasirenden Kraft, einer konstanten ablenkenden Kraft und 
einer mit der Indikatorgeschwindigkeit proportionalen dämpfenden Kraft. 

Stabilisirung oder Astasirung tritt ein, jenachdem die Registrirbewegung 
der Schreibfläche in der Richtung vom Mittelpunkt der Indikatorbahn zum 
Schreibstift (wie in der Figur) oder umgekehrt erfolgt. 

Bei (gegenüber der Registrirgeschwindigkeit v) sehr grossen Indikatorgeschwindig- 
keiten da/dt ergiebt sich wieder 
(308) 0%) Lin El 
also die gleiche Wirkung wie bei Reibung im Gehänge. 

d) Im allgemeinsten Fall muss nicht nur angenommen werden, dass die 
Bahn beliebig gekrümmt ist, sondern auch, dass als Ausschlag a eine beliebige 
Funktion der Bogenlänge zu rechnen ist. Es scheint unnöthig, auf die dann 
eintretenden Komplikationen weiter einzugehen, und genügend, darauf hinzuweisen, 
dass doch auch dann für kleine Stückchen der Bahn Kreisform und lineare Ver- 
knüpfung zwischen Bogenlänge und Ausschlag angenommen werden kann, sodass 
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bei hinreichend kleinen Ausschlägen sowohl für sehr kleine als für sehr grosse 
Indikatorgeschwindigkeiten die Sätze unter ce) gültig bleiben. — 

Ueberblicken wir im Ganzen die Ueberlegungen dieses Artikels, so kann 
geschlossen werden, dass der Dämpfung gegenüber die Reibung am Schreibstift 
mit der Reibung im Gehänge den Uebelstand theilt, die Nachwirkung grosser 
Störungen nicht genügend stark zu beseitigen. Den schlimmsten Fehler der Rei- 
bung im Gehänge, den, die Aufzeichnungen sehr kleiner Störungen ganz zu unter- 
drücken, theilt sie nicht, indem sie sich solchen gegenüber wie eine Dämpfung 
verhält. Freilich zeigt die Erfahrung, dass manchmal sehr hohe, in der Praxis 
nicht erfüllbare Anforderungen in Betreff der Verminderung der Reibung am 
Schreibstift gestellt werden müssen, wenn die Beeinträchtigung der Aufzeich- 
nungen kleiner Störungen nicht doch empfindlich hoch sein soll. 

60. Indikatorgleichung bei Reibung am Schreibstift. In die Indikatorgleichung 
geht rechts Q/m ein, wobei m die resultirende Masse ist, die Gleichung erhält 
also im Falle (a) einer geradlinigen, zur Registrirrichtung senkrechten Indikator- 
bahn (Figur 13) die Form: 

d’a -(7) sn 2 da nn RR 


NEN 


See oe Pr %+ Störungsglieder 
dt N 


rdtm 


(309) 
———— — + Störungsglieder. 


Oratm mod Van RL =) 


R ist auf die Reibung im Gehänge zu beziehen. Wie hier im einfachsten Falle, 
so geht allgemein die Indikatorgeschwindigkeit bei Reibung im Gehänge in trans- 
cendenter Weise in die Indikatorgleichung ein. Das Prinzip der Superposition 
wird hiernach wie bei der Reibung im Gehänge verletzt. Es kann wiederum gerettet 
werden, wenn man die Reibung als äussere Störung ansieht. 

Unnöthig scheint, noch für die Fälle (b), (ce), (d) die Indikatorgleichung be- 
sonders hinzuschreiben, wichtig aber ist für uns, zu untersuchen, welche Formen 
die Indikatorgleichung in den schon vorhin ausgezeichneten Fällen sehr gering- 
fügiger und sehr heftiger Störungen annimmt. Dies soll im Folgenden unter A 
und B geschehen. 

A. Die Indikatorausschläge sind im Verhältniss zur Registrirgeschwindigkeit so 
geringfügig, dass der Indikator in der Relativbewegung zur Schreibfläche stets nur 
mit geringer Neigung gegen die Registrirrichtung fortschreitet. 

Wir wollen hier sogleich den allgemeinsten Fall beliebig geformter Indikator- 
bahn annehmen, und dürfen dann gemäss dem unter (d) und (c) im vorigen 
Artikel Gesagten und mit Benutzung von (307) schreiben: 


Ss ee en 
7 


(0) 


d’a R' 20°, R 2 BR. da 
——_ m —_ — sr —— zer 
di? mM ( 7)* om au 1). = Tom® in’) di 


(310) n 
+, Störungsglieder. 


| 
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o ist der Krümmungsradius der Indikatorbahn in der Mittellage des Indikators, 
x, für diese der Winkel der positiven Richtung in der Indikatorbahn gegen 
die Richtung, in welcher im Diagramm die Zeit fortschreitet, xy = y,zajo 
der entsprechende Winkel beim Ausschlag a. Hier und in den Faktoren, 
welche AR’ enthalten, ist das obere Zeichen zu nehmen, wenn der Krümmungs- 
mittelpunkt gegenüber der Bahn auf der Seite liegt, von welcher die Schreib- 
fläche sich her bewegt — wie in Figur 15 —, andernfalls das untere Zeichen. 
Vor R/m gilt das obere oder untere Zeichen, jenachdem dajdt positiv oder 
negativ ist. 

Bedeutet 7’ den durch die Reibung am Schreibstift veränderten Werth der 
reducirten Schwingungsdauer, so ist nach (310): 


2n\” A RN. 2m\” r' 
ER = re = — _— — 7 = 
(311) (7) = ei = „ne = (1 +—sin x) 


r' bedeutet hier den maximalen Reibungsauschlag, der zu AR’ gehören würde, 
wenn die Reibung am Schreibstift ebenso wirkte, wie die Reibung im Gehänge: 


(312) a (=) & 


an) m 


Ist die Veränderung von 7, infolge der Reibung am Schreibstift nur gering, so 
kann man nach (311) auch schreiben: 
y! 
(313) n=L, (1735: x.) 
Für die konstante Ablenkung infolge der Reibung am Schreibstift ergiebt 
sich nach (310) die Grösse 


I 


m “> % r' cos 
(314) a on a 0 m 
(7) + — sing, 1+—siny, 
1, om 0 


wobei es meist erlaubt sein wird, einfacher 
(315) a = —r'cosy, 


zu schreiben. 

Aenderung der reducirten Schwingungsdauer und konstante Ablenkung 
werden in der Regel wenig bedeutungsvoll sein. Von grosser Wichtigkeit aber 
ist die Verstärkung der Dämpfung, die wir nun untersuchen wollen, denn in 
ihr beruht ja die Verminderung der Empfindlichkeit des Seismographen gegen 
sehr kleine Störungen. 

Als Relaxationszeit tritt nach (310) anstelle von eine durch die Gleichung 
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1 Vo en ln Zr, 
(316) ea a T, m Yo 


bestimmte Zeit r'. 

Je grösser die Relaxationszeit ist, um so kleiner ist die Dämpfung; wir er- 
kennen hiernach aus (316), dass die Dämpfung infolge der Reibung am Schreibstift 
mit wachsender Registrirgeschwindigkeit abnimmt. 

In die Rechnungen über den Einfluss der Dämpfung geht vornehmlich der 
Ausdruck 7,/2r#t ein. Der Ersatzwerth bei Reibung am Schreibstift ist: 


T, YES N AN 
(317) Del Oele am, Hr 


Die Eigenschwingungen des Seismographen werden aperiodisch, wenn 7\/2xt' 
den Werth 1 erreicht. Wird die Mittellinie von der Bahnkurve senkrecht ge- 
schnitten, und ist keine besondere Dämpfung vorhanden, so tritt dieses ein für. 


Aamv Rn Ww, 7 


Ip een . 
(318) R ae 7 I MN N Bi 


Findet auch abgesehen von der Reibung am Schreibstift Dämpfung statt, so 
tritt die Aperiodieität schon bei kleineren Werthen der Reibungskraft R’, be- 
züglich des zugehörigen maximalen Reibungsausschlages r’ ein. Ist zum Beispiel 
ohne Mitwirkung der Reibung am Schreibstift das Dämpfungsverhältniss 5:1, 
also nach der Tabelle auf Seite 80 7/2 = 0,456, so ergiebt sich Aperiodicität 
schon bei einer Intensität der Reibung entsprechend: 


damv ; 0,544 
en 


0 


R' = 0,54. — 0,1730: 
Von einer etwaigen Aenderung der reducirten Schwingungsperiode durch die 
Reibung ist hier abgesehen. 

B. Die Indikatorbewegungen finden im Verhältniss zur Registrirgeschwindigkeit 
so heftig statt, dass der Indikator in seiner Relativbewegung zur Schreibfläche während 
des Haupttheiles der Zeit nahezu in derjenigen Richtung sich bewegt, welche sich bei 
ruhender Schreibfläche ergeben würde. Wir ersetzen dann entsprechend den Ueber- 
legungen des vorigen Artikels Q“ durch £R' und erhalten als Indikator- 
gleichung 


d’a 27 2da_R = 10 
En er 7) es ee Störungsglieder 
- -(7) (a&r&r)— 3 . + Störungsglieder ; 


wobei von den doppelten Vorzeichen das obere oder untere gilt, jenachdem da/dt 
positiv oder negativ ist. Die Reibung am Schreibstift nimmt ganz das Ver- 
halten der Reibung am Gehänge an. 
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$ 9. Bestimmung der Konstanten. 


61. Direkte Bestimmung der Konstanten eines Horizontalseismographen ohme 
Reibung. Wir wollen zunächst voraussetzen, dass die Reibung nicht merklich 
ist. Dann erfüllt der Indikatorausschlag a die Gleichung: 

(320) 


t dt 


Van lan 20a... [do : 
”--@) v fr -9i,— 49,), 


0 


wenn mit s die (horizontale) Arbeitsrichtung des Seismographen bezeichnet wird. 
6 ist seine Verschiebung ||s, :, die Neigung parallel der zugehörigen Vertikal- 
ebene, Zg, die ablenkende, parallel s gerichtete Komponente der Schwerkraft. 

Direkt beobachtbar ist zunächst das Verhältniss e:1, in welchem wegen der 
Dämpfung die aufeinanderfolgenden grössten Ausschläge bei Eigenschwingungen 
abnehmen. Dieses Dämpfungsverhältniss liefert mittels der nach Artikel 47 gül- 
tigen Formeln: 

En 

(321) EI ea 5 = — Iognate —= 0,733 loge, 
wobei logs den gewöhnlichen Logarithmus bezeichnet, den Werth von Tj2rr. 
Wird überdies die thatsächliche Schwingungsperiode T beobachtet, so ist es 
möglich, die Relaxationszeit v zu bestimmen, ferner mittels der Gleichung 

An EN? 
) 7) 
die reducirte Schwingungsperiode T,. 

Bei starker Dämpfung ist es schwierig, 7 mit Schärfe zu messen, und daher 
‚vortheilhaft, wenn Vorsorge getroffen ist, die Dämpfung ohne Aenderung von 7, 
bis auf einen kleinen Rest ausschalten zu können. Man geht dann den angegebe- 
nen Weg bei verminderter Dämpfung und bestimmt so 7,, schaltet darauf die 
volle Dämpfung ein und misst das Dämpfungsverhältniss 2:1, welches mittels 
(321) und (322) die Relaxationszeit 7 ergiebt. (Tabelle auf Seite 80.) 

Es mag noch darauf hingewiesen werden, dass man gut thun wird, mit der 
Berechnung von r zugleich die von 7,/2x7 zu verbinden, da gerade dieser Werth 
vornehmlich in die Rechnungen eingeht. 

Mit 7, hängt die „äqwivalente Pendellänge“ L durch die Beziehung 


(323) - g — 7) 


0 


zusammen. Bei der Berechnung, wird es in den meisten Fällen durchaus ge- 
-nügen, für die Fallbeschleunigung g den unter 45° Breite im Meeresspiegel 
Abhandlg, d, K. Ges, d. Wiss. zu Göttingen, Math,-phys. Kl, N, Fl. Band 2,1. 14 
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gültigen Werth 
(324) 9 = 981 (Meter, Sekunde) 


anzunehmen, der nirgends grössere Fehler als '/3 °/o ergiebt. 

T,, L,t, T könnte man als „innere Konstanten“ des Seismographen bezeichnen, 
wenn man ihnen als „äussere Konstanten“ die Indikatorvergrösserung V'”, bezüglich 
die damit durch 


(325) J® — LV® 


zusammenhängende äqwivalente Indikatorlänge J” gegenüber stellt. 

Die äusseren Konstanten ergeben sich am einfachsten durch Beobachtung 
der Neigungsempfindlichkeit. Bedeutet a den zur dauernden Neigung i, gehörigen 
dauernden Ausschlag, so ist 


(326) SL J0 — LP". 

®, 
i, ist hier in Bogenmaass zu messen. — Benutzt man zur Herstellung von i, 
zum Beispiel eine Stellschraube des Apparates von der Ganghöhe H, deren Kopf 
in N Theile getheilt ist, und die man um n Theile dreht, so ist 


(327) sin, 


u: 
an D 
wenn D den Abstand die Schraubenspitze von der Drehaxe und p den Winkel 
zwischen der Drehaxe und der Arbeitsrichtung s bedeutet. Steht die Drehaxe 
auf der Arbeitsrichtung senkrecht, so geht (327) über in 


$ nn 
(327') n„enp 
Es ist von einigem praktischen Interesse, zu beachten, dass diese einfache For- 
mel sich auch dann ergiebt, wenn das Instrument auf drei Schrauben in den 
Ecken eines gleichschenkligen Dreiecks steht, dessen Grundlinie parallel der Ar- 
beitsrichtung s ist, sofern man eine der Schrauben an der Grundlinie zur Er- 
zeugung der Neigung i, benutzt und unter D die Länge der Grundlinie we. 

Der Ausschlag für eine Bogensekunde ist J”/206000. 

62. Indirekie Bestimmung der äusseren Konstanten eines Horizontalseismo- 
graphen; Einleitung. Ist es nicht möglich, die Neigungsempfindlichkeiö zu messen, 
so ist, da wohl nur ausnahmsweise die Vergrösserung V“” sehr kleiner Erschütte- 
rungen direkt bestimmt werden kann, die Feststellung der äusseren Konstanten 
erheblich umständlicher. Es wird nöthig, auf die besondere Art der Konstruktion 
des Seismographen Rücksicht zu nehmen, und gemäss dieser V'” oder J” zu berechnen. 

Manchmal lässt sich die Empfindlichkeit gegen sehr schnelle Erschütterungen 
leicht angeben, wie zum Beispiel bei den Horizontalpendeln einfachster Art. 
Man beginnt hier mit der Messung der Schwingungsperiode des eigentlichen 
Pendels unter der Einwirkung der Schwerkraft, wenn die Schwingungsaxe hori- 


ee] 
A 
2 
B 
B 
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zontal gestellt ist. Bedeutet 7’ die gefundene Periode, so liegt der Schwingungs- 
mittelpunkt um die Strecke 


(328) Dig () 


von der Drehaxe entfernt. Bedenkt man, dass in dem für die Registrirung vor- 
bereiteten Instrument bei sehr schnellen Verschiebungen dieser Punkt in Ruhe 
bleibt, so wird es sogleich möglich, aus den Abmessungen des Instrumentes und 
seiner Stellung gegenüber dem Registrirapparat F” zu berechnen. — Ist eine 
Dämpfung vorhanden, und wird sie bei der Bestimmung von L’ nicht in ord- 
nungsmässiger Weise verwandt, so giebt" die Methode allerdings nur dann brauch- 
bare Resultate, wenn die Dämpfung nicht merklich 7, ändert. Darüber wird 
eine besondere Untersuchung entscheiden müssen. 

Sobald die Konstruktion Komplikationen zeigt, empfiehlt es sich, die durch die 
allgemeine Theorie (Artikel 34) gebotene Formel 


ı 6 
a 
(329) Ve er far = 


zu benutzen. Es bedeutet hierin m die resultirende Masse des Gehänges und ist 
die Summe über alle Massenelemente du des Gehänges auszudehnen, jedes mul- 
tiplieirt mit der zum Ausschlag a gehörigen Verschiebung 6’ relativ zum Gestell 
in der Richtung s und dividirt durch a. 

63. Bestimmung der resultirenden Masse. Die resultirende Masse kann ent- 
weder durch Rechnung oder experimentell bestimmt werden. Im ersteren Falle 
kann man die allgemeine Formel 


(330) m fa, 


worin &?+n"”+8” das Quadrat der zu a gehörigen Verschiebung von du gegen 
das Gestell bedeutet, meist in mannigfacher Weise bequemer gestalten. 

In der Regel wird das Gehänge aus einer Anzahl von festen Einzeltheilen 
bestehen, deren jeder sich relativ zum Gestell um eine bestimmt gegebene Axe dreht. 
Es möge in einem solchen Falle 2 der Abstand irgend eines zweckmässig ge- 
wählten Punktes eines solchen Theiles von seiner Drehaxe, & die zu « gehörige 
Verschiebung des Punktes sein, M die ganze Masse des Theiles, » der Abstand 
seines Schwerpunktes von der Axe, © das Trägheitsmoment um eine zur Drehaxe 
parallelen Axe durch den Schwerpunkt. Dann ist 


2 
(331) (Au+zo 2 W406) 
zunächst seine resultirende Masse im ausgewählten Punkt und also 
2 
(332) # = @I+0) 


sein Antheil an der resultirenden Masse m im Indikator. 
14 * 
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M wird im Allgemeinen durch direkte Wägung festgestellt werden können. 
p ergiebt sich leicht, wenn man den Theil auf Schneiden auflegt oder an Fäden 
aufhängt. 

Lässt sich die Drehaxe des Theiles horizontal lagern, und kann man ihn 
dann unter der alleinigen Einwirkung der Schwerkraft schwingen lassen, so ist 


ar. 2. 20H NM 
(838) (7)  pM-+®’ 


wenn 7 die Schwingungsperiode bedeutet, man erhält also bei schon bekanntem 
Werth von pM sogleich »„" M+®. 

Kann man die Drehaxe des Theiles vertikal stellen, so empfiehlt sich folgende 
Methode zur Bestimmung von p’M-+®. Man setzt eine Federkraft, welche den 
Theil in eine bestimmte Lage zu führen strebt, wenn eine solche noch nicht 
vorhanden sein sollte, in passender Weise hinzu, ohne die Massen merklich zu 
vergrössern. Die Schwingungsperiode sei 7. Es ist dann 


T®  pM+® 
(334) (6) nl 


wobei F' von der Intensität der Federkraft abhängt. Im Abstande p’ von der 
Drehaxe werde nun eine Masse M’ mit dem Trägheitsmoment ®' in Bezug auf 
die eigene Schwerpunktsaxe hinzugefügt und die sich ergebende Schwingungs- 
periode 7’ ebenfalls beobachtet. Es ist 


I\ 2 2 12 I f 
(335) () N! nn MON 
also folgt: 
2 2 
(336) ES BR A 


PP = NEO 


und es kann p'M+® nun berechnet werden, wenn p»”M'’+0®' bekannt ist. Das 
letztere ist in üblicher Weise zu erreichen, indem man das Zusatzgewicht (M’) 
zweckmässig wählt. 

Eine der zuletzt beschriebenen ähnliche Methode lässt sich manchmal mit 
sehr grossem Vortheil anwenden, um die ganze resultirende Masse m mit einem 
Mal zu bestimmen. Man fügt zu diesem Zweck an irgend einem der beweglichen 
Theile ohme Veränderung der zwrücktreibenden Kräfte eine Masse so hinzu, dass 
die Vermehrung m’ der resultirenden Masse m des Gehänges (mittels der For- 
mel 332) leicht berechnet werden kann, und beobachtet die Vergrösserung der 
Schwingungsperiode. Ist 7/ die vergrösserte redueirte Schwingungsperiode, so 
gilt die Beziehung 


(337) mm Em. — As Th, 


welche m zu berechnen erlaubt. — 
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64. Indirekte Bestimmung der äusseren Konstanten eines Horizontalseismographen ; 
Einzelnes. Auch für f duw[o'/a] wird man leicht Vereinfachungen der Rechnung 
“finden. Ein jeder der vorhin betrachteten drehbaren Theile liefert zu f du[c'/«] 
den Antheil 


wobei 6’ die zum Ausschlag a gehörige Verschiebung des Schwerpunktes pa- 
rallel der Arbeitsrichtung s bedeutet. — 

Zuweilen ist es möglich und bequem die äusseren Konstanten V®, J® durch 
experimentelle Bestimmung der Empfindlichkeit gegen Schwereänderungen festzustellen. 
. Zwar hat man über die Schwerekomponente /g,, auf die es hier ankommt, keine 
Gewalt, man kann sie aber im Experiment ersetzen durch Kräfte anderer Art, 
die man auf die Massen des @ehänges in passender Weise einwirken lässt. Es 
geschieht das zum Beispiel, wenn man an jedem Massentheil M des Gehänges im 
Schwerpunkt eine Kraft von der Intensität 


(338) M 4g, 


parallel s wirken lässt. Ist der Ausschlag, den man dann erhält «, so folgt 
nach der Indikatorgleichung, (320) 


2m. a g 
ee OR E ad Bere 
(339) v’— m) a J® — Ly® — 7% 


Die erforderliche Kraft M 79, entspricht einem Zug, welcher der Schwerkraft 
entgegen eine Masse 


(340) aAM—M — 
zu tragen vermag. — Bezeichnen wir das für das Experiment gewählte Ver- 
hältniss 1g,/g9 mit i,: 
& Ad AM 
(341) | = Er - 5 
so wird 
(342) ae 


ı 


3 


wodurch in leicht übersehbarer Weise die Bedeutung des Experimentes auch als 
eine indirekte Bestimmung der Neigungsempfindlichkeit dargethan wird. — 

Bei der Ausführung der Messungen wird man sich für einen gewissen 
Werth i, des Verhältnisses 279,/9 entscheiden, unter Verwerthung von (340) die 
Züge parallel s entsprechend reguliren, den Indikatorausschlag a beobachten und 
mittels (342) J‘” berechnen. — 

Der Theorie wird in erster Linie entsprochen, wenn die Züge M4/g,= AM.g 
in den Schwerpunkten der Massen M wirken. Statt dessen kann man sie in 
beliebig anderer Weise angreifen lassen, sofern man dafür sorgt, dass die näm- 
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liche Indikatorresultante hervorgeht. Ist zum Beispiel für einen drehbaren Theil 
des Gehänges mit der Masse M der Abstand des Schwerpunktes von der Axe 
—p, so kann M4/g, = 4M.g durch die Kraft 4M'.g= AM.(p/l)g im Abstande 
! in gleicher Richtung von der Axe ersetzt werden. — Lässt sich der Theil vom 
übrigen Mechanismus absondern und mit horizontaler Axe lagern, und ist im Ab- 
stande / von der Axe ein Zug = M'.g, das heisst ein Zug, welcher der Schwere der 
Masse M’ entspricht, nöthig, um den Schwerpunkt von M in gleicher Höhe mit der 
Drehaxe zu halten, so ist M’ = Mpjl, also 4M'/M' = i. Die Rücksicht hierauf 
wird bei der experimentellen Feststellung von M’ oftmals in willkommener Weise 
die Bestimmung des Schwerpunktes von M ersetzen. 

Bei den mechanisch schreibenden Seismographen mit erheblicher Vergrösserung hat 
der Schreibarm zunächst auf die resultirende Masse und damit auch auf die äusseren 
Konstanten einen sehr grossen, leicht zu unterschätzenden Einfluss. Für mein asta- 
tisches Pendel ist bei 200-facher Vergrösserung der Bewegungen des Schwer- 
punktes des 1200 Kilogramm-Gewichtes die resultirende Masse des letzteren, im 
Schwerpunkt vereinigt gedacht, doch nur 


1200 


500.300 Kilogramm —= 30 Gramm. 


Wäre also der den Schreibstift führende Arm auch nur so schwer, dass er am 
Schreibstift einer Masse von 30 Gramm entspäche, so würde er nach (829) die 
Indikatorvergrösserung doch schon auf etwa die Hälfte reduciren. Wie man 
sieht, kommt es selbst bei so grossem Pendelgewicht sehr darauf an, die Massen- 
wirkung des Schreibarmes mit Sorgfalt zu vermindern. — 

65. Bestimmung der Konstanten eines Vertikalseismographen. Die Indikator- 
gleichung lautet, wenn von der Reibung abgesehen wird 


Ba Am Ada j(dE 
(345) FR =: -7)e-% V (m 28.): 


Ueber die Bestimmung der inneren Konstanten 7, L = g(T,]2m), r gilt 
genau das in Artikel 61 Gesagte. 

Eine direkte Methode zur Bestimmung der äusseren Konstante Y®, der 
Indikatorvergrösserung, welche der Benutzung der Neigungsempfindlichkeit bei 
Horizoutalseismographen entspräche, giebt es nicht. Eine direkte Methode, 
welche auf die Bedeutung von V“ als Vergrösserung sehr schneller Vertikal- 
bewegungen Rücksicht nimmt, wird nur selten anwendbar sein, so muss man im 
allgemeinen seine Zuflucht zu indirekten Methoden nehmen, welche auf die 
Eigenart der Konstruktion gegründet sind. Was in den Artikeln 62—64 für 
die Horizontalseismographen gesagt wurde, ist dabei im Wesentlichen auch hier 
verwerthbar. 

Besonders empfehlenswerth ist meistens die in Artikel 64 besprochene Me- 
thode, welche der Benutzung einer Schwerkraftänderung entspricht. Da es sich 
hier um eine Schwerkraftvermehrung handelt, können die nothwendigen Züge 
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einfach durch Auflegen oder Anhängen von Zusatzgewichten /M, bezüglich 4M’ 
gewonnen werden. Ist Ag, = yg die gewählte Schwerkraftvermehrung, so ist 
AM = yM, 2M' = yM' zu nehmen, und man erhält V7® mittels der Formel 
7) a 7) la a 


: [€ 3 PERF Ken) ee 
(344) vo | = 


N y 
wenn a die gefundene Aenderung der Indikatorruhelage bedeutet. — 

Ganz besonders wichtig ist es, jeden Vertikalseismographen sorgfältig auf eine 
etwaige Wirksamkeit auch als Horizontalseismographen zu untersuchen, denn es kann 
dazu sehr leicht versteckte Gelegenheit gegeben sein. Sollte sich eine Horizontal- 
empfindlichkeit herausstellen, so lassen sich nur bei Vergleich der Aufzeichnungen 
des Apparates mit denen eines Horizontalseismographen sichere Schlüsse auf die 
Vertikalverrückungen & machen. Die Indikatorgleichung lautet dann (von der 
Reibung abgesehen): 


JH 


0) 


da 2n\’ 2 da aldre £ ld 
a me at) ren) 
wenn die Richtung der Horizontalempfindlichkeit mit x bezeichnet wird, oder auch: 
da _ 2m \? Aldaar5(d:o BE 
(346) ET 7 re % — gi,sin (s, 2)-49,), 


wenn mit s die Wirkungsrichtung des Seismographen, seine „ägquivalente Schwin- 
gungsrichtung“ bezeichnet wird, die in der Ebene (z,z) liegt und mit der Verti- 
kalen einen Winkel (s,z) bildet, dessen Tangente = V”/V” ist. i, bedeutet 
die Neigung parallel der Vertikalebene durch s und ist = i. 

66. Bestimmung der Konstanten bei Seismographen II. Klasse. Bedeutung 
hat bisher von Seismographen II. Klasse nur der Klinograph von W. Schlüter 
gewonnen, es scheint daher hinreichend, allein diese Gruppe von Apparaten als 
ein Beispiel zu diskutiren. Da die Wirksamkeit als Seismograph I. Klasse sich 
kaum ganz beseitigen lässt, wollen wir als Indikatorgleichung annehmen: 

d’a 27\° 2 da d’x 
me le nun) 
(347) ; 


_ VW ey ee Te): (G ER ) za (ie) a’ 2 
14 Fr g 2 49,) 14 de Ag, W oh I 


wobei die x-Richtung der Verticalebene parallel gelegt ist, in der die Neigungen 
erfolgen, gegen welche der Seismograph in II. Klasse empfindlich ist. Ueber 
die Bestimmung der Konstanten 7,, z, V”, V®, V®” gilt hier dasselbe, wie bei 
Seismographen I. Klasse. Es kommt für uns allein noch die Bestimmung der 
Konstanten II. Klasse W“” in Betracht. Eine direkte Messung von W als 
Empfindlichkeit gegen sehr schnelle Neigungsänderungen scheint möglich, aber 
nicht sehr vortheilhaft und ging bei dem bisher allein aktuellen Apparat von 
Schlüter nicht an. Die indirekte Bestimmung mittels der Rechnung wird an die 
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in Artikel 34 aufgestellte Formel 


8 lee. 


knüpfen müssen, wobei m die resultirende Masse des Gehänges, x, 2 die Koordinaten 
seines Massenelementes du in Bezug auf ein System bedeuten, dessen y-Axe als 
Drehaxe für die Neigungen i, gilt. 

Zur Erhöhung der Uebersicht bei der Berechnung von W” wird man sich 
daran erinnern können, dass a — —W“"i, der plötzliche Indikatorausschlag bei 
einer plötzlich erfolgenden Neigung ?, ist, ferner, dass — (d?i,/dt?) [au (2 |E'/a] 
— [8 /a]) die Resultante der Trägheitskräfte ist, welche durch die Neigungs- 
beschleunigung d’i,/dt’ wach gerufen werden, wenn das Gehänge gezwungen wird, \ 
die Neigungen des Apparates mitzumachen. Erleichterungen der Rechnung 2 
werden sich ferner einstellen, wenn man beachtet, dass die Trägheitskräfte 
irgend eines Theiles des Gehänges nach dem einfachen Prinzip der Superposition 
gewonnen werden können, wenn man seine jeweilige Bewegung irgend wie in 
Parallelverschiebungen und Drehungen zertheilt. So wird man zum Beispiel 
leicht erkennen, dass ein fester Theil des Gehänges, der um eine zur x-Richtung 
senkrechte horizontale Axe drehbar ist und relativ zum Gestell die Neigung ? 
ausführt, wenn der Indikator um a ausschlägt, zum Integral fau(e [8/a] — [E'/a]) 
den Antheil : 


(349) Mop cos (D, 0) 2] a) B 


liefert, wobei e = x’ + 2? den Abstand der Drehaxe des Theiles von der für 
die Neigungen i, gültigen Drehaxe bedeutet, und M die Masse des Theiles, ® das 
Trägheitsmoment um eine zur Drehaxe parallelen Axe durch den Schwerpunkt, 
p der Abstand des Schwerpunktes von der Drehaxe des Theiles ist. Der 
Winkel (»,0) ist zu rechnen zwischen der Richtung von der für i, gültigen 
Axe nach der Drehaxe des Theiles und der Richtung von der Drehaxe des 
Theiles nach dem Schwerpunkt seiner Masse. — Das erste Glied von (849) ent- 
spricht der Parallelverschiebung des Theiles, das zweite der Drehung um seine 
eigene Axe, die beide zusammen der Neigung i, äquivalent sind. — Der Antheil 
des Theiles zur resultirenden Masse m ist 


" 
4 

a 
2 

R 

\ 


(850) wn+o)li]: — 


Der einfachste Klinograph wird geboten durch ein Pendel langsamer Schwingungs- 
dauer, dessen Drehaxe in die für i, angenommene Axe fällt. Dann giebt es nur 
einen drehbaren Theil, wie wir ihn besonders betrachteten, und es wird (bei e = 0): 


Feb] sell) i 


‚112 
’ 


Mm (WM+0)| | 


(851) 


g' 
[4 
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also 


(852) w. |}; 


wie ja von vorne herein einleuchtend ist. — 

67. Bestimmung der Reibungskonstanten. Wirkt Reibung mit, so kann die 
Indikatorgleichung geschrieben werden: 
dan & (7 
N 1% 


2 du 
ı dt 


(353) 


2 
(«a£r+r'cos(y—%)) — + Störungsglieder, 
wobei die Konstante r sich auf die Reibung im Gehänge und die Konstante r’ 
sich auf die Reibung am Schreibstift bezieht ((253), (306), (812)). Vor r ist das 
positive oder negative Zeichen zu nehmen, jenachdem a wächst oder abnimmt; 
die Bedeutung von y und % erhellt aus den Figuren i4 und 15 (Seite 100). 
Da die Reibung am Schreibstift, sofern sie überhaupt vorhanden ist, durch 
Abheben des Schreibstiftes leicht ausgeschaltet werden kann, wird es sich in 
allen Fällen zunächst darum handeln, unter Verwerthung von Artikel 56 neben 
T, und x die Reibung im Gehänge, also den „maximalen Reibungsausschlag“ r 
zu bestimmen. 7, kann durch Astasirung oder Stabilisirung meist mannigfach 
geändert werden, ohne dass die Reibungskräfte merklich variiren. Es bleibt 
dann 

2 
(354) 7) ne 


0 


konstant, wobei R die Indikatorresultante der Reibungskräfte ist; r aber ändert 
sich. Für die Beurtheilung der Intensität der Reibungskräfte ist r unter solchen 
Umständen nicht geeignet. Es empfiehlt sich als Maass für den Fehler des Seis- 
mographen wegen Reibung 

r le} 
(855) (r), = 7 nz Ar 


das heisst „den zur Schwingungsperiode von einer Sekunde gehörigen maximalen Reibungs- 
ausschlag“ zu wählen. Durch Multiplikation mit 4#° ergiebt er R/m und erlaubt 
daher leicht die Berechnung der Reibungsresultante R, sobald die resultirende 
Masse m bekannt ist. 

Bei den experimentellen Bestimmungen ist zu beachten, dass wie 7, und r, 
so auch die Schwingungsperiode 7 durch die Reibung im Gehänge nicht beein- 
flusst wird. Für r steht uns nach Artikel 56 bei nicht merklicher Dämpfung 
die Gleichung 


1 
(856) 7-1) = r 


zur Verfügung, wobei /, die anfängliche Schwingungsweite, das heisst den Weg 

des Indikators von einer grössten Ausweichung bis zur nächsten, /, die Schwin- 

gungsweite der »ten folgenden Schwingung bedeutet (Figur 6, Seite 86). 
Abhandlgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math,-phys. Kl, N. Fl. Bd, 2,1. 15 
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Ist Dämpfung vorhanden, so tritt an Stelle von (356) nach (259): 


1 1 2 2 1 

(357) en = De (1-5) u (it tt): 

& se—1 & & € & 
wobei &:1 das Dämpfungsverhältniss ist. Für die Berechnung ist es bequem, 
zu bemerken, dass bei verschieden gewählten Anfangswerthen /,, 4 — die natür- 
lich derselben Schwingungsreihe angehören können — und entsprechend ver- 
schiedenen Endwerthen /,, 

I, VER l; ER n 


ist. Diese Gleichung kann zur Bestimmung von & dienen, worauf sich dann r 
mittels (857) ergiebt. Setzt man =1L,rn=1, daaler , =14,, 4 =, be- 


n 


obachtet demgemäss drei aufeinanderfolgende Schwingungsweiten, so wird 


2 
(359) eu be 2, 


NER 


Bei sehr starker Dämpfung, wo /, nicht mehr gut beobachtbar ist, kann man 
den Seismographen zweimal in verschiedener Stärke in Schwingungen versetzen, 


der einen Schwingungsreihe /,, /,, der anderen //,2} entnehmen, und erhält dann 
„W-Ü 15-1, 

860 Be el en 

) ,—| "+, -U-h 


Kann die Dämpfung ausgeschaltet, oder doch stark vermindert werden, so 
wird man zweckmässig zunächst bei verminderter Dämpfung r feststellen, dann 
unter Benutzung des gefundenen Werthes von r bei voller Dämpfung mittels 


(357) & bestimmen. Setzt man dabei n —= 1, so ergiebt sich einfach 
,—2r 
(361) ar rn a 


Auch bei der Reibung am Schreibstift wird man als festzustellende Grösse 
zweckmässig den maximalen Reibungsausschlag r' ansehen, der hier freilich nur 
bei ruhender Schreibfläche direkte Bedeutung hat, sonst Rechnungsgrösse ist. 
Ein Maass für den Fehler des Instrumentes infolge der Reibung am Schreibstift ist 
wieder 

i y! 1 yes 
(362) () = zm Dee 
„der zur Schwingungsperiode von einer Sekunde gehörige maximale Reibungsausschlag“. 

Bei der experimentellen Bestimmung von r' thut man gut, die Registrir- 
geschwindigkeit so zu verlangsamen, dass für die Eigenbewegungen des Seis- 
mometers die Kurve gerade noch auflösbar ist. Dann verhält sich die Reibung 
am Schreibstift nicht wesentlich anders als die im Gehänge, und es ergiebt also 
die vorhin beschriebene Methode der Bestimmung des maximalen Reibungsaus- 
schlages direkt r+r'. Da r schon bekannt ist, folgt nun r. 


& 
a 
- 
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$ 10. Auswerthung der Diagramme. 


68. Einleitung. Unser Weg durch die Theorie hat uns nun bis zur Grenze 
der Praxis geführt. Wir begannen mit der Untersuchung der Bewegungen der 
Erdoberfläche, welche durch den Seismographen aufgezeichnet werden sollen, 
fragten uns, wie die Aufzeichnungen von der Konstruktion des Seismographen 
abhängen, und studirten die bei materiellen Mechanismen nothwendig sich ein- 
stellenden Bewegungshemmnisse, welche in der Dämpfung nützlich, in der Reibung 
unerfreulich sind. Stets untersuchten wir ausführlich, wie die besonders wichtigen 
periodischen seismischen Störungen im Diagramm wiedergegeben werden. — Unsere 
Ueberlegungen führten zu der Erkenntniss, dass die Wirksamkeit eines Seis- 
mographen bei beliebiger Konstruktion von verhältnissmässig nur wenigen Kon- 
stanten bestimmt wird. Die Mittel zu ihrer Feststellung haben wir eben erst 
aufgesucht. So wissen wir denn nun, wie die Bewegung des Indikators mit 
dem Verlauf der Störungen zusammenhängt, und sehen uns vor die Aufgabe ge- 
stellt, die gewonnenen Kenntnisse für die Praxis zu verwerthen. Es möge 
erlaubt sein, im Hinblick hierauf noch einige Worte hinzuzufügen. 

Für einen Horizontalseismographen kommen in erheblichem Abstande vom 
Erdbebenherde nur die Horizontalverrückungen parallel der Wirkungsrichtung 
des Seismographen in Betracht. Bezeichnen wir die Richtung mit s, die Ver- 
rückung mit 6, so ergiebt demgemäss die Indikatorgleichung (353) bei seismischen 
Störungen: 

GL ae 


Em 2 da) 


7) («&r+r'cos le ar\ 


2 2 
(363) d’a ( T 


Fa 


als eine gewiss recht komplicirte Formel zur Bestimmung der seismischen Ver- 
rückungen 6. Zur Vereinfachung wird man bei der Konstruktion des Apparates 
vor allem danach streben müssen, die schädlichen und für die Auswerthung der 
Diagramme besonders unbequemen Reibungsglieder soweit herabzudrücken, dass 
sie zu Korrektionen herabsinken, die nur hin und wieder und beiläufig zu be- 
rücksichtigen sind. Können sie ganz vernachlässigt werden, so erhalten wir an 
Stelle von (363) die Formel 

d’o Ieidar ı2n\” 2 da) 
0 en za 


Auch die Anwendung dieser macht noch erhebliche Umstände. Am einfachsten 
ist es, wenn die Periode 7, so gross und gleichzeitig die Dämpfung so klein 
gemacht werden kann, dass die beiden letzten Glieder rechts für die seismischen 
Störungen nicht merklich in Betracht kommen; dann ergiebt (864): 


Be 1 


ZI er ie 


(363) 
15* 
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der Seismograph scheint eine durchaus „stationäre“ Masse zu enthalten, relativ 
welcher die Bewegungen der Erdoberfläche parallel s in V®-facher Vergrösserung 
umgekehrt aufgezeichnet werden. 

In der Regel wird es freilich nicht möglich sein, die Eigenperiode des In- 
strumentes gegenüber den Perioden der seismischen Störungen hoch genug zu 
treiben, um diese Vereinfachung zu erreichen. Es müssen dann die beiden 
letzten Glieder in (364) noch beachtet werden. 

Verhältnissmässig einfach gestaltet sich die Beurtheilung periodischer Störungen. 
Von dem Satze der Superposition Nutzen ziehend, kann man im Diagramm 
selbst schon die verschiedenen vorkommenden Perioden aufsuchen, und gemäss 
Paragraph 6 auf die Amplitude und die Phase der Störungen schliessen. — 
Interessant ist dabei der hin und wieder sich ereignende Fall, dass zwei nahe 
gleiche Perioden gleichzeitig auftreten, sodass die Amplitude in der Indikator- 
kurve abwechselnd anschwillt und herabsinkt. In den Bäuchen erhält man dann 
die Summe der Amplituden beider Bewegungen, in den Knoten die Differenz. 
Die Zahl der Ausweichungen von einem Bauch bis zu einem Knoten entspricht 
der Zahl der Schwingungen mit der grösseren Amplitude, die Zahl der voll- 
ständigen Schwingungen mit der kleineren Amplitude ist um 4 grösser oder 
kleiner, jenachdem sich die grössten Ausweichungen mehr um die Bäuche oder 
um die Knoten zusammenschieben. — Wenn die interferirenden Perioden der 
Eigenperiode des Seismographen nahe kommen, wird man unter Umständen 
zweifelhaft sein, ob nicht etwa die Störungen einheitlicher Periode sind, und 
Eigenschwingungen das Phänomen verursachen, die durch die Störungen sekundär 
erregt worden sind. Bei wenig gedämpiten Eigenschwingungen kann dem in der 
That so sein; bei kräftiger Dämpfung wird man bedenken müssen, dass die an- 
fänglich erregten Eigenschwingungen entsprechend schnell herabsinken, also nur 
wenige Hin- und Her-Gänge des Indikators beeinflussen können. — 

So wichtig die Rolle auch ist, welche die periodischen Schwingungen in 
den seismischen Störungen übernehmen, so kommen sie doch keineswegs allein 
in Betracht. Insbesondere zeigen sich oft stossartige Bewegungen in sehr 
charakteristischer Weise als Einleitung der einzelnen Phasen des Erdbebens, 
oder auch sonst in seinem Verlaufe. Die Göttinger Erfahrungen machen es 
wahrscheinlich, dass das Studium dieser einzelnen Stösse sich für die Seismo- 
metrie einst als wichtig erweisen wird. Mehrfach ist es schon jetzt gelungen, aus 
der Art, wie sich die Stösse in den verschiedenen Komponenten der Bewegungen 
der Erdoberfläche äussern, Schlüsse auf die Richtung zu ziehen, in welcher der 
Herd liegt. In den in der Einleitung erwähnten Fällen ferner, wo zwei oder 
mehrfach nacheinander sehr nahe übereinstimmende Erdbebendiagramme erhalten 
wurden, zeigten sich insbesondere auch die stossartigen Bewegungen in gleicher 
Weise. So scheint es denn durchaus geboten, diesen besondere Aufmerksamkeit 
zu schenken. Bei ihrer Behandlung wird sich die direkte Bezugnahme auf die 
Gleichung (364), eventuell sogar unter Berücksichtigung der Reibungsglieder 
auf (863) nicht umgehen lassen. Doch kommt uns dabei oft zugute, dass es 
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sich um Episoden handelt, die verhältnissmässig einfach und schnell verlaufen, 
oder die doch wenigstens einen charakteristischen und scharf markirten Anfang 
zeigen, auf dessen Untersuchung man sich eventuell beschränken kann. 

Es bieten sich zwei Wege der direkten Rechnungen mittels (364) oder (363), 
indem man entweder darauf ausgehen kann d’o/dt” oder 6 zu bestimmen. 

69. Bestimmung der Beschleunigungen, Kräfte und scheinbaren Neigungen. 
d’o/dt” bedeutet zunächst die Beschleunigung der Erdoberfläche in der Richtung o, 
dann, für einen Körper, der gezwungen ist, die Bewegungen der Erdoberfläche 
mitzumachen, eine Zugkraft in der Richtung 6. BRechnet man gemäss dem physi- 
kalischen Maasssystem nach Centimeter und Sekunden, so heisst die Einheit der 
Beschleunigung „Gal“. Die Schwerebeschleunigung, die man gerne zum Ver- 
gleich heranziehen wird, ist im Mittel 981 Gal; bei Naheerdbeben kann es sich 
um viele Gal handeln, bei Fernerdbeben wird das „Milligal“ = 1/1000 Gal eine 
bequeme Einheit sein. — Der Zug, welchen 1 Gramm Masse erfährt, ist gleich 
so viel Dynen als d’o/dt” Gal beträgt, und der Zug, welchen 1 Kilogramm erfährt, 
gleich so viel Dynen als d’o/dt” Milligal beträgt. (— d’ojdt’)/g giebt, wie wir in der 
Einleitung erfuhren, die scheinbare Neigung [i,| der Erdoberfläche an. 1 Milligal 
in d’o/dt” bedeutet daher (1/1000). (1/981). 206000 = 0,210 Winkelsekunden: 

1d’o 


; £ ; NO. ren 
(866) ] = de in Bogenmaass (= — 0,210. 1000. in Winkelsekunden . 


Um d’o/dt” aus den Seismogrammen mittels der Gleichung 


d’o 1 ar e 2 
ae "polart a 


(367) 


zu erhalten, wird man zunächst den Ausschlag a selbst ablesen und das zweite 
Glied rechts berechnen. Dabei können mancherlei Hülfsmittel zur Erleichterung 
der Ablesung und der Berechnung (Tabellen, Rechenschieber etc.) verwendet 


werden. Bewegt sich der Indikator auf einem Kreisbogen, so wird -— wenig- 
stens für grössere Ausschläge — auch die Ablesung auf einem solchen erfolgen 
müssen. 


Auch da/dt liesse sich durch Messung der Kurvenneigung direkt dem Dia- 
gramm entnehmen. Aus verschiedenen praktischen Gründen, vor allem, weil bei 
schnellen Indikatorbewegungen die Messung so zu ungenan würde, empfiehlt es 
sich meist mehr, zunächst mittels der abgelesenen a-Werthe eine neue Indikator- 
kurve in zweckmässigen Grössenverhältnissen zu zeichnen, wobei t als Abseisse, 
a als rechtwinklige Ordinate genommen werden. Es wird damit im Grunde 
nichts anderes als ein neues Indikatordiagramm mit zur Mittellinie senkrechten 
Indikatorbahn gewonnen, wie ein solches in Figur 13 Seite 99 dargestellt worden 
ist, und mit passenden Aenderungen hier in Figur 16 nochmals beigefügt wird. 
Man konstruirt nun in dem betreffenden Punkt, etwa P, die Parallele zur Mittellinie 
und die Tangente der Kurve, sucht dann auf einer in einem bestimmten Abstande 
von P zur Mittellinie senkrechten Geraden die Schnittpunkte IT und P' auf, und 
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erhält in IIP' ein Maass für da/dt. Entspricht PIT auf der Abseissenskala der 
Zeit einem Zeitintervall von U Sekunden und IZP' auf der Ordinatenskala der 
Indikatorausschläge einem Ausschlag A, 
so ist: 


da A 
Will man in IZP' direkt da/dt ablesen, 
so ist nach (368) eine Theilung mit U- 
mal grösseren Intervallen zu benutzen 
als bei dem Auftragen der Ordinaten a. 

Die Bestimmung von d’a/dt” und da- 
mit des Hauptgliedes rechts in (367), des 
ersten Gliedes, bietet die meisten Schwierigkeiten. Eine direkte Auswerthung 
— durch Beobachtung des Krümmungsradius der Indikatorkurve — ist noch 
weniger zu empfehlen als bei da/di. Weit zweckmässiger scheint es, die für 
da/dt gefundenen Wertbe nun zur Konstruktion einer Kurve zu benutzen, welche 
da/dt in ganz gleicher Weise in rechtwinkligen Koordinaten darstellt, wie die 
Kurve in Figur 16 den Ausschlag a. Man erhält dann d’a/dt? durch die gleiche 
Operation wie vorhin dajdt. Ist U wiederum das mit PII äquivalente Zeit- 
intervall und bedeutet A’ den Werth von da/dt, welcher gemäss der Ordinaten- 
theilung zur Strecke IIP' gehört, so ist 
a A 
an. ,u‘ 

Wieder kann d’a/dt? in IIP' direkt abgelesen werden, wenn die benutzte Theilung 
U-mal weitläufiger als die Ordinatentheilung ist. 

Ist es nöthig, die Reibung zu berücksichtigen, so wird man bei der Be- 
stimmung des zweiten Gliedes rechts in (367) nach Vorschrift von (363) Kor- 
rekturen anbringen müssen. — 

70. Bestimmung von Verrückungen. Für die Bestimmung der Verrückung 6 
liefert die Indikatorgleichung (364) ohne Berücksichtigung der Reibung: 


este 


Figur 16. 


(369) 


T 0 


2 pt 0 t 
- ala) [u far? [ara 
a % to 


Die in der ersten Zeile rechts geschriebenen konstanten und mit ? proportionalen 
Glieder haben für die Praxis nur geringe Bedeutung. Man wird in der Regel 
gut thun, sie zunächst beiseite zu lassen und aus den sich dann für 6 ergebenden 
Resultaten nachträglich, wenn nöthig, auf ihren Beitrag zu schliessen. Setzt 
eine seismische Störung plötzlich ein, während der Apparat bis dahin in Ruhe 
war, so fallen sie ganz fort. 


(370) 
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Von den drei wesentlichen, letzten Gliedern rechts in (370) bereitet hier 
gerade umgekehrt wie bei der Bestimmung der Beschleunigung das erste, 
welches wieder das Hauptglied ist, die geringsten, das zweite die meisten 
Schwierigkeiten. 

Wir haben es jetzt mit Längen zu thun und werden passend nach Milli- 
metern oder Bruchtheilen davon rechnen. 

Der Werth des ersten Gliedes ergiebt sich durch direkte Ablesung. 

Die Auswerthung des dritten Gliedes verlangt einfache, die des zweiten 
Gliedes doppelte Integration. Es ist wohl denkbar, dass die Anwendung be- 
sonderer Integrationsmaschinen Vortheile bieten kann, im Allgemeinen und vor- 
läufig wird man aber wohl auf die Rechnung angewiesen sein. Ich möchte 
folgendes Verfahren empfehlen, welches die einfache Trapezformel benutzt und 
sogleich erlaubt, den Verlauf von 6 in einem gegebenen Zeitintervall fest- 
zustellen. 

Die Trapezformel lautet für das Integral einer beliebigen Funktion p von 
x in den Grenzen x, und &: 


; 2 AI 
(871) dep I = (2, +»,) Ir @.:2,) Zi (9,+-2,) Stere zit ve +9,)). 


%o 
Dabei ist eine Theilung der Strecke von x, bis x in n gleiche Theile der Länge 
Ac= (2 —x,)/n) vorausgesetzt. »,, Pı, 231 +++ Pa, 2, Sind die Werthe von p am 


Anfang, in den Theilpunkten und am Ende der Strecke. Zur Anwendung von 
(371) in unserem Falle werden wir im Diagramm nach einem gewissen möglichst 
engen Zeitintervall (1 Sekunde, 4 Sekunde, ...) fortschreiten. Sind dann t£,, 2, t,, - 

die zugehörigen Zeiten, qa,, @,, d,,.... die zugehörigen Ausschläge, so erhalten wir 


ıı t 
f dia — (+0), 
to 


(372) "ata = la +a)+(a+a), 


to 
t3 At 
| N da = Du ((a, = a,) air (a, ae @,) = (a,+ 4,)) ’ 


Die praktische Ausführung der Rechnung kann man etwa gemäss folgendem 
Schema gestalten: 


| I II ET IV V 
a, A, 0 0 0 
0 0 
d, 4, 2a, 2a, 22a, 
La, 22a, 
EB) 4, q, 2a, 2a, 22a, 
2a, 22a, 
4; , 20, 2a, 22a, 
2a, P2P2UR 
| 0, a, 2a, Sa, PDA 


120 E. WIECHERT, 


Man schreibt die abgelesenen Werthe a,,qa,,@,,... der Reihe nach, jedoch mit 
Lücken von je einer Zeile untereinander, wie unter I angedeutet, und füllt dann 
die Lücken aus, nacheinander a,+a,, ,+@,+@,-++q,,... berechnend. Setzt man 


zur Abkürzung 
(374) 23a, = a+4a, 20, = +2a,+a,, 2a, = ,+20,+24,+4@,, ...; 


zu lesen: „Summe bis a4,“ = a,+@,, „Summe bis a,“ = a,+2a,+a,, und so fort, 
so ist 


(375) 23a, = +9, 20, = 4,+2a+9%, 2, = +2,40, .:. 


man hat also bei Ausführung der Rechnung stets drei übereinanderstehende 
Zahlen zu addiren, um den nächsten Summenwerth zu finden. Das Resultat ist 
die Aufstellung II. Eine Kontrolle der Rechnung lässt sich jederzeit erreichen, 
indem man den schrittweise berechneten Werth Z«a, mit dem direkt mittels der 
Formel 


(874) 2a, = 0+2(0-+0,++@,,)+@, 


sich ergebenden Werth vergleicht. — Zweckmässiger, als Hineinschreiben der 
Zahlen Za, auf der Schreibfläche der a, selbst, ist die Verwendung eines 
darübergelegten durchsichtigen oder kammartig ausgeschnittenen Papieres. Man 
kann die Reihe II dann jederzeit in die Reihen I und III zertheilen. 

Für die Formel (370) zur Berechnung der Verrückung 6 ist schliesslich 


ty 
(376) ! da = En, 
to 


zu setzen. — 
f N dt a folgt aus u dta gerade so wie fat a aus a, wir werden also in (370) 


(877) Rn di f dia -(5 22 


setzen, und die Doppelsummen gemäss dem Schema IV in (275) in derselben 
Weise aus den einfachen Summen berechnen, wie vorhin diese aus den Aus- 
schlägen a,. — 

Die Reibung entspricht nach der vollständigen Indikatorgleichung (353) in 
ihrer Wirkung einem Ausschlag 


(378) a® — Er+rcos(y—t%), 


hat also bei der Bestimmung der Verrückung o mittels der Integralformel (370) 
das Auftreten eines Gliedes 


(879) le 7) f at L dia” 
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zur Folge. Die Berechnung kann gemäss dem Schema (373) gerade so geschehen 
wie die des entsprechenden Gliedes in (370). 

Die Multiplikationen der zunächst berechneten Funktionen rechts in (370) 
mit den Faktoren 1/V”, (2#/T,)|V”, 2/eV‘” lassen sich bei Anwendung von 
Rechenmaschinen oder Rechenschieber ziemlich leicht ausführen. Sie können 
ganz vermieden werden, wenn man darauf ausgeht, für 6 eine Kurve zu zeichnen, 
und wenn man dabei die Ordinaten o, aus den einzelnen Theilen rechts in (370) 
unter Anwendung verschiedener Maassstäbe zusammensetzt. Die Schwierigkeit, 
welche hierbei durch die im Allgemeinen etwas veränderliche Grösse von 7, 
und 7 bereitet wird, kann durch Anwendung von Maassstäben mit konver- 
girenden Theilstrichen, von Proportionalzirkeln und ähnlichen Hülfsmitteln um- 
gangen werden. — 

71. Besondere Fälle. Auch ohne die soeben beschriebenen umständlichen 
Rechnungen ist es oftmals möglich, in Bezug auf die unperiodischen Störungen 
bedeutungsvolle Schlüsse zu ziehen. Besonders wichtig scheinen folgende Sätze: 
Wenn der vorher ruhige oder nur unbedeutend bewegte Indikator in Bewegung geräth 
und bis zur ersten Umkehr den grössten Ausschlag a erreicht, so ist die entsprechende 
Verrückung der Erdoberfläche mindestens gleich —-a|V®. Zur Zeit des grössten 
Ausschlages hat die Erdoberfläche die ursprüngliche Lage noch nicht wieder erreicht. 
— Ist die Reibung nicht merklich, so kann weitergehend noch hinzugefügt 
werden, dass die ursprüngliche Lage von der Erdoberfläche auch dann noch nicht 
erreicht ist, wenn der Indikator die Ruhelage wieder passirt. — Die Richtigkeit 
der Sätze lässt sich leicht erkennen, sobald man beachtet, dass in den be- 
trachteten Zeiträumen die Glieder rechts in (370) sämmtlich Werthe gleichen 
Vorzeichens haben. — 

Liefert ein reibungsloser Horizontalseismograph Diagramme mit gleichen 
Konstanten für 2 verschiedene Arbeitsrichtungen, oder sind 2 solche einfache 
Seismographen mit gleichen Konstanten für die beiden Arbeitsrichtungen auf- 
gestellt, und findet man in den Diagrammen nach vorheriger Ruhe die gleichen 
Bewegungen nur mit anderer Intensität aufgezeichnet, so folgt, dass der Erdboden 
die entsprechende Bewegung in gerader Linie ausgeführt hat und in einer Richtung, 
die durch den Satz vom Parallelogramm angegeben wird. Stehen insbesondere die 
beiden Arbeitsrichtungen aufeinander senkrecht und bezeichnen wir sie mit &, y, 
die zugehörigen Ausschläge mit a,, a,, so ist 

a 
(380) tg (50) = ©, 
wenn (s, &) den Winkel zwischen der Erdbewegung und der «-Richtung bedeutet. 

Eine etwaige Reibung verkleinert den kleineren Ausschlag relativ stärker 
als den grösseren, lässt also die Schwingungsrichtung des Erdbodens der stärkeren 
Komponente näher liegend erscheinen, als zutreffend ist. — 

72. Vervollständigungen. Bei Vertikalseismographen, welche auch gegen Horizontal- 
verrückungen noch merklich empfindlich sind, erhält man mittels der Rechnungen 

Abhandlgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. Fl. Bd. 2,1. 16 
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der beiden letzten Paragraphen nicht direkt d’&/dt” bezüglich &, sondern 


d’ & y” a’ E& V” d? N y» V” 


(381) de + y® de in v® de’ bezüglich &-+ y® 5 Sir yv® N. 


Die Vertikalkomponente der Erdbodenbewegung ergiebt sich daher erst, wenn 
mittels Horizontalseismographen die Horizontalkomponente festgestellt ist. 

In besonderen Fällen, vor Allem in der Nähe der Erdbebenherde, kommen 
bei dem seismischen Störungen neben den Verrückungen auch die Neigungen in De- 
tracht. In solchen Fällen werden die Integralrechnungen des Artikels 70 zu- 
nächst bedeutungslos, die Differentialrechnungen des Artikels 69 aber ergeben 

2 
(382) ge + = li 
anstelle von —d’o/gdt’, also die Summe der scheinbaren und der wirklichen Nei- 
gungen anstelle der scheinbaren Neigungen. Zur Trennung muss ein Seismograph 
II. Klasse herangezogen werden. Nehmen wir an, dass er auch eine Empfindlich- 


keit I. Klasse hat, so liefert sein Diagramm mittels gleicher Rechnungen, wobei 
nur W“” anstelle von V” tritt: 


Dane 
(333) - etmÜlt) 
So kann denn durch Verwerthung beider Diagramme d’i,/dt” und weiter — etwa 
durch Rechnungen gemäss Schema (373) — i, berechnet werden. Unter Rück- 


sicht auf die Ergebnisse des Seismographen I. Klasse für [ö]+i,, folgt dann auch 
[%,] und durch Integration o. 

Bei periodischen Störungen wird es vortheilhaft sein, die Resultate der 
Artikel 50 und 51 zu benutzen. Macht sich die Reibung bemerkbar, so kann 
man entweder die Ueberlegungen der Paragraphen 7 und 8 in Bezug auf perio- 
dische Störungen verwerthen, oder zunächst die Einwirkung der Reibung aus 
den Diagrammen durch Rechnung eliminiren. 


ET Te EEE EEE EEE 3 EEE N SCHEN DER VE OTEENTEE TECH 1 BU TIEREN 1 BESCHEID TH ZU WERE | TERN REEE.  "V “iu 


Erklärung einiger Bezeichnungen. 


Allgemeines. 


eo 2N01328 ..., 7 3,1115). 
9 = Schwerebeschleunigung (= ca. 981 Centimeter, Sekunden). 


Periode (einer Schwingung): Zeitintervall bis zur Wiederkehr der gleichen Phase, 
— umfasst also zwei sogenannte „einfache“ Schwingungen. 


Koordinaten und Bewegungen der Erdoberfläche. 


Referenzpunkt: Punkt der Erdoberfläche, auf den die seismischen Störungen be- 
zogen werden. 


%, y, 2: rechtwinklige Koordinaten eines Systemes, dessen Anfangspunkt im Refe- 
renzpunkt liegt, und dessen z-Axe vertikal nach oben gerichtet ist; zugleich 
Bezeichnungen für die Richtungen der Koordinaten-Axen. 


s: beliebige Richtung, im Speciellen also auch x, y, 2. 
&,n, 8,6: Verschiebungen parallel &, y, 2, s. 
9,9, %, ®,: Drehungen (in Bogenmaass) um Axen parallel x, y, 2, s. 


ii, is: Neigungen (in Bogenmaass) parallel Vertikalebenen, welche die Richtungen 


x, y, s enthalten, also Drehungen um horizontale Axen, welche auf x, y, s 
senkrecht stehen. Als Richtung der Neigung ist diejenige zu verstehen, 


welche parallel «, y, s verlaufende Linien herabführt. 


2) 


49, 19, 19., I9,: Aenderungen der Schwerkraft parallel x, y, 2, 5. 


[.), Bl, [il]: Scheinbare Neigungen infolge von Verschiebungen und Aenderungen 
der Schwerkraft (fi) = — (d’o/dt’)/y + 19,/9, wenn s horizontal). 


Indikator und Indikator-Gleichung. 


Indikator: Lichtpunkt oder Schreibspitze ete., bestimmt zur Zeichnung der regi- 
strirenden Kurve. 
16* 
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Indikator-Gleichung: Gleichung, welche die Indikatorausschläge beherrscht. — Im 
allgemeinsten Falle, der hier betrachtet wird, lautet sie: 


d’a 27 2da [2m\ 5 
ar -(7)e- vd a ee) 
0 0) 
2 en a 
a (iz) dE i, BE (iy) a’ 1, url (#;) dd, 
ha dt” u di w de? ’ 


wobeı auch 


Kz ve I (a) es I” (Oi Er J” ()ı az I 
Den 4 I De ” Br Ve 


gesetzt werden kann. 
a: Indikatorausschlag. 


Ct: Zeit. 
Innere Konstanten. 
T,: Redueirte Eigenperiode, Periode, welche sich ohne Dämpfung (r = ©) und 
ohne Reibung am Schreibstift (r’ = 0) einstellen würde. 


L: Aeqwivalente Pendellänge, Länge eines einfachen Pendels der Schwingungs- 
periode 7,. 

T: Eigenperiode ohne Mitwirkung der Reibung am Schreibstift (r' = 0). 

t: Relaxationszeit infolge der Dämpfung. 

e:1: Dämpfungsverhältniss, Verhältniss zweier auf einander folgender grösster 
Ausweichungen nach verschiedenen Seiten, welches sich ohne Reibung er- 
geben, würde (r — 0, #0). 

r: Maximaler Reibungsausschlag infolge der Reibung im Gehänge. 

(r), = r/T;: Desgleichen zur Periode 1 gehörig. 

r': Maximaler Reibungsausschlag infolge der Reibung am Schreibstift. 

(r'), = r'|T}: Desgleichen zur Periode 1 gehörig. 


Aeussere Konstanten. 


V®, vv, V®, V®: Indikatorvergrösserungen. Geben die Vergrösserung sehr schneller 
Verrückungen parallel x, y, z,s an, indem dabei V® = —.aljo ist. 

J®,J®,J®, I”: Aequivalente Indikatorlängen. Sind die Relativ- Empfindlichkeiten 
für dauernde Schwerkraftänderungen (J” = ag/4Ag,) und für horizontale Rich- 
tungen (z, Y, s) die Empfindlichkeiten für dauernde Neigungen (J” = ajfi, oder 
— 206000 afi, wenn «, in Winkelsekunden gemessen wird). 

ww", ww, W®>: Empfindlichkeiten für sehr schmelle Neigungen und Drehungen in 
II. Klasse (W'” = aji,, ete.). 
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Störungsglieder I. Klasse: Glieder mit V” bezüglich J. 
Störungsglieder II. Klasse: Glieder mit W), W». 


Arten der Seismographen. 
Seismographen I. und II. Klasse: Unterscheidung gemäss dem Einfluss der ent- 
sprechenden Störungsglieder. 


Horizontal- und Vertikalseismographen: Seismographen I. Klasse, bei denen die 
Glieder mit V”, V”, bezüglich mit V“” vorherrschend sind. 


Mechanismus der Seismographen. 


Gestell und Gehänge: Fester und beweglicher Theil. 

Aegquivalent einer (auf das Gehänge wirkenden) Kraft im Indikator: Ideelle Kraft, 
welche, am Indikator angreifend, die gegebene Kraft ersetzen könnte. Der 
Indikator wird dabei (abgesehen von den Gelenken) in starrer Verbindung 
mit dem Gehänge gedacht. 

Indikator-Resultante eines Kraftsystemes: Aequivalent des Be  larnca 

Resultirende Masse des Gehänges oder eines seiner Theile im Indikator: Ideelle 
Masse am Indikator, welche in Bezug auf die Trägheit gleichwerthig wäre. 

m: Resultirende Masse des Gehänges. 


un 
Di 


4 


Sp % 


Mn am 


NASEN 


RLTIRRTE 


NW 


ln dı 


RS 


| 
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Theorie der kleinen Planeten. 
Die Planeten vom Hecuba - Typus. 


Von 


Julius Kramer. 


Vorgelest von W, Schur in der Sitzung vom 23. Februar 1901. 


Vorwort. 


Unter den in letzter Zeit entwickelten Theorieen einer gruppenweisen Er- 
mittelung der Hauptungleichheiten der kleinen Planeten dürfte die von Herrn 
Brendel gegebene Methode, was Durchsichtigkeit und Vollständigkeit der ana- 
lytischen Entwicklungen betrifft, für die rechnende Astronomie sehr wertvoll 
sein. Die Entwicklungen für die gewöhnlichen Planeten sind in Herrn Brendels 
„Theorie der kleinen Planeten“) vollständig durchgeführt. 

Der Specialfall des Hestia-Typus ist in seiner Abhandlung?) „Om använd- 
ningen af den absoluta störingsteorien ete.“ sowie in seiner Dissertationsschrift ?) 
mit einer obigen Zielen entsprechenden Genauigkeit behandelt. Für die zweite 
Hauptgruppe, für die Planeten vom Hecuba-T'ypus, hat Herr Ludendorff in seiner 
Inauguraldissertation ?) die Formeln der Bewegung in der instantanen Bahnebene 
abgeleitet, während die zu der mittleren Bewegung des Mars in einem kom- 
mensurablen Verhältnis stehenden Planeten in Herrn Lemkes Inauguraldisser- 
tation°) behandelt sind. 


1) Abhdlen. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. N. F. Bd. ], 2. 

2) Jakttagelser och Undersökningar anstälda pa Stockholms Observatorium IV, 3. 1889. 

3) Ueber die Anwendung der Gylden’schen absoluten Störungstheorie auf die Breitenstörungen 
einer gewissen Klasse kleiner Planeten. Berlin-Göttingen 1890. 


4) Die Jupiterstörungen der kleinen Planeten vom Hecuba-Typus. Berlin 1897. 
5) Ueber die Mars- und Jupiterstörungen der kleinen Planeten vom Hebe-Typus. Berlin 1897, 
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Daraus, dass unter den charakteristischen Planeten die vom Hecuba-T'ypus 
an Zahl wie an Schwierigkeit der theoretischen Behandlung von Bedeutung sind, 
dass ferner Herr Ludendorff die Störungen der Bahnebene nicht berücksichtigt 
hat, glaubte ich auf Berechtigung zu einer Weiterführung dieser Arbeit schliessen 
zu dürfen. Es schien mir erwünscht, nicht nur den Einfluss der Breitenstörungen 
zu berücksichtigen, sondern auch die Veränderlichkeit gewisser langperiodischer 
Funktionen, wenigstens in den Gliedern der Form CÜ und D. Ebenso hielt ich 
eine Mitnahme der wichtigsten Glieder dritten Grades für zweckmässig, insofern 
sie durch die Form der Differentialgleichung oder durch die angewandte Inte- 
grationsmethode aus solchen niederen Grades entstanden sind. Vor allem aber 
suchte ich die Untersuchung auf den Fall der kritischen Planeten auszudehnen, 
welche allerdings im „'s*-Typus bisher noch nicht entdeckt worden sind. Die 
Durchsichtigkeit und Einfachheit der von Herrn Brendel überall angewandten 
Gylden’schen partiellen Integrationsmethode veranlassten mich hierzu umsomehr, 
da Herr Brendel ihre Anwendbarkeit auch für eine sogenannte strenge Kommen- 
surabilität nachgewiesen hat. Dass diese Methode ohne verhältnismässig grosse 
Schwierigkeiten bei derartigen Planeten zum Ziele führt, sollen die im folgen- 
den gegebenen Untersuchungen darthun. 

Hinsichtlich des Grades der Annäherung, den eine mit der im folgenden 
eingehaltenen Genauigkeit gerechnete Bahn gewährt, kann das entscheidende 
Wort nur der numerischen Rechnung zustehen. Immerhin glaube ich aus der 
theoretischen Entwickelung schliessen zu dürfen, dass bei charakteristischen Pla- 
neten sich eine Darstellung innerhalb der Beobachtungsgrenzen erreichen lässt. 

Das Hauptgewicht ist in den folgenden Ausführungen auf die charakteristi- 
schen Glieder gelegt worden, da diese für die hier verfolgten Zwecke von 
grösserer Bedeutung zu sein scheinen, als die elementaren Glieder, deren erst 
nach einem längeren Zeitraum merklich werdender Einfluss durch eine seculare 
Variation der Elemente berücksichtigt werden kann, wie Herr Brendel gezeigt 


U 
hat. Die A-Glieder, die in 5 von der Ordnung m’ resp. . sind, habe ich in 


der Differentialgleichung für W noch vor der Integration in secularer Form 
dargestellt, so dass sie nicht vergrössert erscheinen können. Eine derartige 
Darstellung ist möglich, da es sich hier um keine absolute Bahn im Sinne Gyldens 
handelt. 


Es möge mir noch gestattet sein, Herrn Brendel für die mannigfache An- 
regung und wertvollen Ratschläge, die ich während dieser Untersuchungen von 
ihm empfangen habe, und Herrn Schur, welcher diese Arbeit der Kgl. Gesell- 
schaft der Wissenschaften vorgelegt hat, für das dabei bekundete Interesse 
meinen wärmsten Dank auszusprechen. 
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Erstes Kapitel. 


Die Differentialgleichungen der Gylden’schen Störungstheorie. — Er- 

gänzungen zur Entwicklung der Störungsfunktion und ihrer Derivierten 

in der von Herrn Brendel gegebenen Form. — Transformation dieser 
Ausdrücke. 


1) Obwohl Herr Brendel (a. a. OÖ.) eine erschöpfende Herleitung der Diffe- 
rentialgleichungen des Problems gegeben hat, und obwohl in den verschiedenen 
Abhandlungen, die einen weiteren Ausbau dieser Methode anstreben, ebenfalls 
kürzere Uebersichten über die Grundlagen der Theorie angeführt sind, sollen 
hier dennoch die wichtigeren Formeln mitgeteilt werden, um ein allzuhäufiges 
Hinweisen auf diese Schriften zu vermeiden. 

Dem Vorgehen Hansens folgend hatte Gylden ebenfalls „ideale Koordinaten“ 
eingeführt, welche eine vollständige Trennung der Bewegung in der Bahnebene 
von den Störungen dieser Ebene selbst gestatten. Für den ersten Teil des 
Problems lauten die Differentialgleichungen in der von Herrn Brendel ange- 
wandten Gestalt: 


I RS N dm 

” Te rn 

d? +R 2 dn? i A ER 
(2) no 2] a = en m +(d+9 ) A 

‚a 2 _ (dp Ars de 

- det ao, Dan 2 (1+ (0)+ R)+ 28 +8°— (1+ SP, 
MW gan eRs+3mE.... 

OU OS OR LERSH .... ]ncosv 

— 37 R+[S-6RE..-..---- Im os Ayt ....... SE 


Hier bezeichnet $ die eine Gylden’sche Koordinate, welche den Zusammen- 
hang zwischen der wahren Länge in der Bahn v und der Zeit t für die gestörte 
Bewegung vermittelt und durch folgende Gleichung definiert ist: 


‚dv YyMa(l-ı) 
n eo Wen 


Es ist gesetzt M = 1%” (1-+m), und unter a, dem Protometer Gyldens, wird 
hier kein absolutes Element verstanden. n ist eine langperiodische elementare 
Funktion und so gewählt, dass 8 derartige Glieder nicht mehr enthalten kann. 
Die andere Gylden’sche Koordinate (= o) ist definiert durch 
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al—?) 
(5) 1..— 1 En STE) 
\ g 
und ist in zwei Teile zerspalten worden, einen elementaren Teil (oe), und einen 


Teil R, der, von besonderen Fällen abgesehen, von der Ordnung der störenden 
Masse ist. 


Unter — W ist die „Zeitreduktion“ verstanden, eine Grösse, die durch die 


Einführung der wahren Länge als Integrationsvariable bedingt wird. Sie stellt 
die Verbindung dar zwischen der wahren Zeit ?, welche von vornherein bekannt 
ist, und der reducierten Zeit (i), welche sich von der wahren nur um den Betrag 
der periodischen Störungen, eben dieses W, unterscheidet. Also 


(6) nt = n(l)+ W; 


(£) ist demnach die ungestörte Zeit, analog den ungestörten Anomalieen in den 
älteren Theorieen. 

P und @ sind gewisse partielle Ableitungen der Störungsfunktion, deren 
Bedeutung weiter unten mitgeteilt wird. 

Versteht man unter 5 den Sinus der heliocentrischen Breite des gestörten 
Planeten, so lässt sich sein von den Störungen afficierter Wert aus folgender 
Gleichung ermitteln: 


a Wr 


wo Z wieder eine Derivierte der Störungsfunktion bezeichnet, und 3 analog 
früherem in einen elementaren Teil (3) und einen Teil 3 von der Ordnung der 
störenden Masse zerlegt ist. 

Die beiden langperiodischen Funktionen (g) und (3) sollen so definiert werden: 


+ arg, 


(8) \ (oO) —cosy un on 
(9) | 6) = sinjsinv, p—=v-e, 


wo sinj,n,6 und IT vier weitere langperiodische Funktionen sind, und zwar 
sind n und II der elliptischen Excentrieität und Perihellänge, sinj und o der 
elliptischen Bahnneigung und Knotenlänge ähnlich; nur dass sie nicht konstant 
sind, sondern sich sehr langsam im Laufe der Zeit ändern. Die Einführung 
dieser Funktionen verhindert das Auftreten von secularen Gliedern in der Gyl- 
den’schen Theorie. Definiert sind sie durch die Gleichungen: 


cos cos cos 
7 VO DD, 
sin sin sin 
2.008 cos ß cos 
s1n9)9,...05 —. sın 2.131,09 DI SINE U D: 
(10) J sin sin > Mein 


ao =T+tsv, 9 =®-1v, 
@ Fr Ina: 5, v ’ = OR TV G 
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Für den störenden Körper ist: 


cos cos 
NE EPDIER 
sin sin 
(10a) 
COS 2%.,.C08 
sin? .. 0, — sin, 2. A). 
) sınyaaı 2 sin 
Hier sind s, und z, — die Bewegung des Perihels und des Knotens — kleine 


Grössen von der Ordnung der störenden Masse, und sind aus der Gylden’schen 
Theorie der Hauptplaneten bekannt oder müssen später berechnet werden. «, 
und sin:, sind von der Ordnung der Excentrieität und Neigung der Haupt- 
planeten und ebenfalls bekannt. Weiterhin ist 
#» = Excentrieitätsmodul, sin: = Neigungsmodul, 

; I' —= Perihellänge, © —= Knotenlänge. 
Dies sind die Integrationskonstanten des Problems. Die beiden anderen Ele- 
mente sind: a = Halbaxe der Bahn oder n —= Bewegungskonstante (analog 
der mittleren elliptischen Bewegung), sowie A — mittlere Länge zur Epoche. 

Alle diese Elemente sind jedoch „keine absoluten Konstanten im Sinne 
Gyldens“. Sie sind immer nur für gewisse längere Zeiträume (50 bis 100 Jahre) 
als konstant anzusehen und bedürfen dann einer allerdings nur kleinen Verbes- 
serung. Der Grund hierfür ist in dem Umstande zu suchen, dass einmal zu 
ihrer Bestimmung nur eine geringe Zahl elementarer Glieder verwandt ist — 
dem Zwecke abgekürzter Tafeln mehr entsprechend —, und dass ferner das hier 
stets gebrauchte partielle Integrationsverfahren im Falle einer Kommensura- 
bilität der Perihelbewegungen oder Knotenbewegungen von störenden und gestör- 
ten Planeten zu hyperelementaren Gliedern in W Anlass geben kann und demnach 
eine Convergenz für unendliche Zeit in Frage stellt. Beschränkt man sich hingegen 
auf endliche, nicht allzu grosse Zeiträume, so fallen diese Bedenken fort. Zum 
Schluss möge noch die Formel der Reduktion auf die Ekliptik mitgeteilt werden, 
wie sie für mittlere Neigungen ausreichen dürfte: 


' d—-v = —4sin’jsin2»v+H 
Rt: b . TITo . . 
H cv 1 ! sin: sin, sn, — 9) —4 ” sin: sin, sin (9, —9)—--- 
1-7, T-1t, 
(11) Tt+r 
en sinsi Bin, 
=2, _, Sn, sin, sin (9,— #,) 
R E 1 2 
e= —t4[rsin’s+ Dr, sin’s,] Ans 
"QZ2—.H. 


2) Die Störungsfunktion, deren allgemeine Form bekanntlich 


/ 
(12) on = Er (5 - os), 4 — Vr+r?—-2rr cosH, 


cosH = cosb cosb' cos (I— 1) + sind sind’ 
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ist, wird nach dem Vorgange Gyldens nach Vielfachen des cos} und nach 
Potenzen einer Grösse A entwickelt, die ihrerseits wieder Funktion des Ver- 


hältnisses «& = 7 der Halbaxen vom störenden und gestörten Körper ist. 


Eine solche Entwicklung nach Potenzen von « wird, insofern diese Halb- 
axen wesentlich von einander verschieden sind, gut konvergieren. Die Koef- 
ficienten dieser Entwicklung werden y,, bezeichnet und sind Funktionen von « 
sowie gewisser Grössen ß,”, die von Masal tabuliert worden sind!) und durch 
das elliptische Integral I. und Il. Gattung dargestellt werden können. Für die 
Y,, hat Gylden Tafeln entworfen’). Da in A noch das Verhältnis der Radii- 
vektoren auftritt, so wird in Hinsicht auf Formel (5) die Entwicklung der Stö- 
rungsfunktion nach Potenzen von n und oe fortschreiten. Das Auftreten des 
cos H dagegen bringt, wie aus Formel (12) hervorgeht, den sind, d.h. 5 herein. 

Gylden hat der Störungsfunktion (cf. Brendel: Theorie d. kl. Planeten, pag. 
46—56) folgende Gestalt gegeben, unter Vernachlässigung von Gliedern vierten 
Grades: 


& aaa) 
en) ee! dcosH, 
und a(8) durch folgende trigonometrische Reihe dargestellt: 
(14) RAID ee“ 7” n” cosnH,. 


Die Werte der 2-Koefficienten sind pag. 52 gegeben. cos H ist unter Ver- 
nachlässigung von Grössen vierten Grades in 2 Teile zerlegt worden, in den 


Hauptteil cos H, und einen Teil zweiten Grades — h. Der zweite Teil der 
Störungsfunktion wird gegeben durch 
ad &Q 7 4 Yv ' v’ 
15) am 2A yee"nn” cosnH, (a.a.O. pag. 55), 
Nach diesen Vorbemerkungen sollen jetzt die Formeln für die partiellen De- 
5 TOR 
rivierten ©, P,Z aufgeführt werden. Gylden hat definiert: 0 = den. 


und es folgt unter Vernachlässigung von Gliedern dritten Grades folgende tri- 
gonometrische Reihe für @: 
! ö Va 
(16) = -22n0..0 0 n”n” sinn H, 
= N oh 
— 9290, .hsund, +220Q0,. Ar cosnH,. 
ur 
22 on 
1) Masal: Table de l’integrale | aD pi servant & la determination des perturbations 

(1-e!sin?p)? 
des petites planetes par Jupiter et Saturne. Astronomiska Jakttagelser och Undersökningar etc. 
IV. 5. Stockholm 1891. 


2) Gylden: Hülfstafeln zur Berechnung der Hauptungleichheiten in den absoluten Bewegungs- 
theorien der kleinen Planeten. Publ. XXI d. Astron. Gesellschaft. Leipzig 1896. 
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Der Strich am Summenzeichen zeigt an, dass für » = 0 der Faktor 2 zu unter- 
drücken ist. Die Werte der Q-Koefficienten stehen Br.!) pag. 56, die Reihen 


für A und == sind pag. 75 zu finden. 


ne 08 5 m Fr 1 it 
A TR re we I 
Fernerhin ist P=r 37 , sowie 7 — m dd N 2 ) (z—z3cosH), 


und es gelten folgende Reihen für P und Z unter Vernachlässigung des dritten 
Grades: 


(17) P=2NP,..,,ge"m"n” cosnH, 
+22 P,.hcosnH, 
(18) Ze Yun, de nn" zeosnH, 


aD X nn,,ele" nn 3coonH,. 


Die Werte der P, Y, X-Koefficienten sind in Br. pag. 57 und 59 zu finden. 
Bei den folgenden Untersuchungen hat es sich herausgestellt, dass für unseren 
Fall noch einige dieser Koefficienten benötigt werden, welche dort nicht gegeben 
worden sind, und die hier ohne Ableitung angeführt werden sollen: 


(19) 0 Te: Ru PIE 
TER A shunn an, ao anne‘ 2 n2.., Ir 2 0 
(20) Paus-ı EB IR. Para, ep 2 0... 
JR Ss Zar Ps Sean Run 
Rs = OR Er CORE Fe DR... ai I, 
X, 110m Q, Bee en Te DR. 
(21) e : \ 
\ an = en TS aune , Voss Fer ae ER 
in RE nn ’ mh, Kia 
Ihre Berechnung erfordert noch die Kenntnis folgender 2-Koefficienten: 
— (n+1)(n+2) _ 
2. 1) SE eo et le 2n-+5 It 49. 
a Ä ; (&n+3) 
Kur Ta (n+1) (n+ 2) Io 2 (2n+5) Gala 


ferner der Glieder 2,,., Yusı, Yunsı Yano,ı na, FÜR welche die Entwick- 
lung der Störungsfunktion bis zum vierten Grade inclusive zu leisten wäre. 


1) Mit Br. sei hier und im folgenden abkürzend Brendel, Theorie der kl. Planeten, bezeichnet. 
Abhdlgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band 2,». 2 
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3) Zur weiteren Verwendung dieser Reihen bedarf es noch einer Transfor- 
mation, dadurch bedingt, dass H, die Längen v und v’ des störenden und gestörten 
Körpers enthält, und dass die Beibehaltung dieser beiden Variablen die Integra- 
tion sehr erschweren würde. Nach einem von Gylden gegebenen eleganten Ver- 
fahren wird die Länge des störenden Körpers durch die des gestörten ersetzt. 
Das Nähere hierüber findet sich in Br. Kap. 5, und soll hier nur erwähnt werden, 
dass ebenfalls für den störenden Körper eine Zerlegung in (o') und R' sowie (3') 
und #' vorgenommen wird, dass ferner R' und 3’ für unsere Zwecke vernach- 
lässigt werden, dass nach R und #& dagegen entwickelt wird. Weiterhin besteht 
H, der Hauptsache nach aus v—v', und die Ersetzung von v’ durch v führt W 
und W' ein. Es wird W’ vernachlässigt und W in 2 Teile zerlegt, in V, das 
sämtliche langperiodisch elementaren und charakteristischen Glieder enthalten 
soll, sowie die secularen, die durch die partielle Integration und ein anderes 
noch später eingehend zu behandelndes Verfahren bei uns wieder eingeführt 
werden, und in X, welches kurzperiodisch, also von der Ordnung der Masse ist. 
Weiter treten noch die in der Reduktion auf die Ekliptik (Formel 11) eine Rolle 
spielenden Grössen H und H’ auf, von denen nur ihre secularen Teile e und c' 
mitgenommen werden. Dann wird nach Potenzen von K entwickelt, V dagegen 
unter dem trigonometrischen Zeichen belassen, da diese Grösse sich bei den cha- 
rakteristischen Planeten schon der Einheit nähert, und eine Reihe nach ihren 
Potenzen nur sehr langsam fallen würde. Des weiteren wird dann noch in (e') 
sowie (3) und h das v’ durch v ersetzt. 


Hierdurch erscheinen die Derivierten der Störungsfunktion P, @, Z unter Ver- 
nachlässigung von Grössen rein zweiter Ordnung und dritten Grades als trigo- 
nometrische Reihen von folgender Gestalt: 


23) Q = DA,nn"sinnwtvvtvVv)+D 4A! Ryn"sinnwtvvX&viv,) 
+D2%6,A,Kn’n"'cos(nwtv'vtv;v,) 
+3 4, sin’jsin”j'sin (nwtv'vtv!v)+D%k, A, Ksin’jsin”j'cos(nw+v'otv!n,) 


+D) 4, Bsin’jsin” j'cosnwtvo+v,d,) 
—ToI Eu yI 
+DA, sin’jsin’y' sinnwtvvbtv,d,) 
24) P= DB nn” cosnmwFtvvtviv)+DBi Ron" cos(nwtv'vtv,;v,) 
+35, B,Ky'n”sin(nw+tv'vtv!v)+D B,sin’jsin"j’cos (nwtv'v+tvid,) 


d 
ISBE "Bsin’) sin” j'sinnwtvo+tv,d,)+D) zB in “sin jcos(nwtvpEv,d,) 
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(5) Z= DO, nsinj’sinnwtvvtvV) +X CH" Rn’siny’sinnwtvvtvo) 
+D%,0,Kn’siny’cos(nwEvvtvv)+N0Ot"Bcosnw +++ --- 
(analog für 7’ und 5"), 
wo die mit R,K,3 und es multiplizierten Glieder schon Störungen zweiter 
Ordnung geben, deren Mitnahme später gerechtfertigt werden soll; %, bezeichnet 
gewisse Zahlenfaktoren. Hinsichtlich der Einzelheiten in Gestalt der Formeln, 


sowie der Wahl der Indices muss auf Br. pag. 70 bis 72 und pag. 76 bis 83 ver- 
wiesen werden. 


4) Es hat sich gezeigt, dass in unserem Falle noch Glieder berücksichtigt 
werden müssen, die Herr Brendel nicht gegeben hat, und hier sollen diese Er- 
gänzungen mitgeteilt werden, so dass einschliesslich dieser Glieder die Formeln 
für die Q, P, Z in allen Fällen des Planetensystems ausreichen werden: 


(A) parsQ = 3,4%, Rsin’jsinnw +D) 424° Rsin’j sin (nw + 20) 


n+20 
+2 42° Rsin’jsin (nw — %) 


+41 Rsinj sinj' sin(nw+ op +V,) + AT Rsin) sin,’ sin (nw +0 —D,) 
+ DA Rsinj sinj' sin (nw— u +v,) HU A,:\” Rsinjsinj'sin(nw—o—v,) 


+3 Aa Rsin’) snnw+\N A Rsin’j' sin (nw + 2v,) 


+4,55 Rsin’y' sin (nw—2b,) 


n:0:2 


Die Koefficienten sind: 


7 Nn Toy T+r-10 __ n+2 — EN LA Ye 
n.2.0 za + ) Aut: SE 2 n+1-1-0 Ans Fe z Wat Yarıı) 
yes) n+2 — Zrrro RE ren Fri MN n-+2 Q, 
A STARTEN 4 n+1-1:0 ll u, 2 n-1:1-0 70:2: 7, 4 nN+1-1-0 
21. n—2 — T-1-10 —_ N F=-2-1-0. n—2 — 
A, = Tr 4 In-ıı.o Ana Bar 9° N+1-1-0 De er mr ni Os 
n—2 — 
—2.1.0 __ 
Ar, 110 DONKBEETER 2 on 1-0 
Fr-1o _N AO 
ar 0 Arıı Aane Os Asa SON 0 
Fay Fr+ı10 _ SArk21-00 8 za: 
Ar: org 3 Yo A 1-1 oe 0 Aura an P7 Yo 
2% oa 7-10 —_ 
Her —0 ee) Men —ı0 
210 
Aa u 


Jr 
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In P kämen noch folgende von Herrn Brendel nicht gegebene Glieder hinzu: 


(24a) parsP = DB. Ru? cosnw +D Bi Rnn'cos(nw-+v-+v,) + Di, Rny’cosnw 4 
+ DB Roy cos (nw-+2v) +3 Bi, Ryn'cos (nw-+v—v,) +D B,., Rn cos (mw. 

+ DB, Rn’ cos (nw—2v) + Br, Rn’ cos(nw—v-+v,) +3 Bi, Rn” cos (nw 
+N BEN Rn’ cos(nw— v—v,) 4 


+NnuB,,Kn sinnw +D nu Bi, Knn sin(no-+v-+v,) +DnuB,..Kn "sinn i | 
+ Dnu Bi, Kysin(nw+2v) +DnuB,,.Knn'sin(nw+v—v,) +2 nu B};,,Kn” sin (mw- 


+ N” nu B,,. En sin(nw—2v) +Dnu B,.,Knn sin(nw—v-+v,) +DnuB,),,Kn” sin(wÄll 
+DnuB,),Knn sin (nw—v—v,) 


+ SB, Rsin’j cosnw +3 B#2" Rsinjsinj'cos(nw+b-+b,) +2 B... Rsin’j' cos no 
+ ID BES Rsin’j cos (nw+%) +D BHN’ Rsinjsiny'cos (nw-+v—v,) + B434 Rsin?j'cos( mi 
+ DB ER sin’jcos (nw—2) +2 Bz"’ Rsinjsinj'cos (nw—b+b) + BEIIRSn! cos(mi- 


+31 Bz%,° Rsinjsinj'cos(nw—v—V,) 


7-11 


Es 
+NnwB,.,.Ksin’jsinnw +DnuBH, Ksinjsiny'sin(nw-+v-+b,) FD n wB,.,,Ksin’j'sin m 
+” nu Br, Ksin’j sin (no+2v) + rw B}, Ksinjsiny'sin(nw+o—d,) +D/nu BF ,Ksin’j'si ( 
+ DnuB,;,,Ksin’jsin (nw—2b) +3) nu B,\,, Ksinjsinj’sin(nw—v-+v,) +D nu B,},Ksin’j'sinft 


+N nu 57, Ksinjsiny' sin(nw—b—d,) 


n-1-1 


Die Werte der B-Koefficienten sind: 


(24a) Ds. on 8 Ps 2% u Deo Bi“ Tre + Beat Pi 
Biss — 5 Paso t2nu PP... + mw — nu) Paso Bars = 4 Para 
Di, aa 3 Pas ZRU nt +inu) ee, Due om a ee ; 
Bien Re m —=2 (n+ 1) Parse 10 Ph —2n (n+1) u Pain BE ee Se N {) 
Di. = PR ar MDR ao NE, a 2n au Ben m 3 ao 
Din, FT Pi, Anl) Bas wall u 11200 En By. ne Pro 
Daun m Ri. -F2 (n—1) "2 1.2.0 RU un —2n (r—1) u BR —1-1.0 Busse San 3 TER {) 
Bias Fe Bass EN De 2n? Fa 2 Devon Bi = it Gr Ar Popan 
Ba =} en) I a Wer Kart) Dis an S j 
Bus BD. Be... on en Docs — en $ 

« 
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Die Abteilung n —= 0 lautet hier: 


- } KO, +2.1-0 __ 1:0 Ay 
(24a) TER Tees 3 or Boa Bir: GE Ps N; ran B FE % IE 1 a Fr is 
IP 


0.0.2 He 
Be. Erz; 3 I Di Zen Ba Fr Pin Di ze Daustz Va 
Bor, — I Bir =0 Biss 0, Bis = Ban -t Pas 
ı 
Bois Br —4 = BES SEE u Eee Dies ee ı PER 
Bi ıP. Bun. ae San. 
Bay = 0 By —0 = 0 
B0 = 0 


Schliesslich sollen noch einige Ergänzungen zu Z gegeben werden: 


(@52) pars 2 — DOiit\,3ncos(nw-+v) + 04555, 8 77 cos (mo + v,) 


+2 0n.0.0.1.09 N cos (nw — V) +2 02.00.19 9 008 (nw— V,) 

+D 035, Rnsinj sin (nw+b-+v) +D 0, Rn sin) sin (nw-+v-+v,) 
+S 05%. Rnsinj sin (nw+0—v) +2 0,5, Rn sinj sin (nw-+b — v,) 
+D Or, Rn sinjsin(nw—d-+v) +» OR sin) sin (nw —d + v,) 
Do Rn Sin j sin (now —p— v) +D On. Rn sin) sin (nw— 0 — v,) 


+2) 053%, Rnsin sin (nw+v,+v +3 05, Rn sin)’ sin (nw+b,+v,) 
N-.0-.1-1-0 N N 
+2 On Pnsinjsinmw+b,—v) +2 On, An’ sin) sin (nw+p,— v,) 


N-0-1-1-0 
+3 0 RAnsuns sn (w—u+vV) AN Rn sin)’ sin (nw—v, + v,) 
+2 On, Rnsinjsnmw—d, —-v) +3 05%, Rn siny'sin (nw—d, — v,) 


—Dınu CH... Ansinjeos (nw+u+v) -Dnu CH... An sin) cos (nw-+v-+v,) 
—Dnu CH... Knsinjeos (nw+b—v) -Dnu CH... &n sinjcos (nw-+b— v,) 
—D nu Oo. Knsinjeos nw—d+v) -Dnu Ch}... n sinjcos (nw—d-+-v,) 
—Dnu CH... K nsinjeos (nw—d—v) -Dnu O7... An Sinjcos (nw—v— V,) 


— Inu OH... KnsinJ' cos (nw+b,+v) Inu (5... An sin,’ cos (nw-+d,-+V;) 
—D nu CH... Knsinj cos mw+p, —v)—-Dnu CH... ZN Sins’ cos (nw+v,— v,) 
— nu O5... En sinj cos (nw—d, +v) Inu CH... n' sinj' cos (nw—vd,-+V,) 
— Du On En sinJ' cos (mw —d, — v)—D nu (,... An sin)’ cos (nw—d, — v}) 


Hier ist 
a) On AD N A > En 
ante On 2m Hart Inıcı 
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+2-1-0 Be +2-1.0 1 
een ai 20 Cias Sen 2; Pan 
1-10 En +1-1-0 ur 1 
On San: Yono ae wa v7 Vi 
1-1: 0a Ele 1.10 __ 1 
ER TEEN, 2.7 a Tg en 
En 1:10 __ 1 
Oro Se: Yn50 Ga EZ; un 
21-0) 00 7 re 1 
en ER Alan Ca SZ X terı 
+1-1:0 BC H +1-1-0 BE 1 
en FRE Aa N Ion IX 
—1-1-0 RN —1.1-0 Fee 1 
en Samen Rn Os FE NEN X 
12100 __ —2-1-0,. u T 
ee ER Rn ro: SEHE an 
Des weiteren ist: 
EOS EN 21.0: 0, 0 2.1-0 1 
(25a) re FT Yo Ost han RR a Sa Yırs 
—1:0:1 \ErBclf 1 53 I I N EBEN +1-1.0, 002204 
Can SIrma> 0 as Ser en rosa Tr} De 
1:0-1 ver —1:1-0.0 020% —1-1-0 pa 
en Fate a 2... Oo =0 On =o0 
1-0-1 ER —2:1-0 RN 2-1-0 RZSR 
I: u) G, 1-0:1-0 0° 0 ar FurR 0 
FO 1 OR #210 __.1 
en ET En en I Xu. 
1-1-0 TBB +18 __ 1 
On Fe Anis Os Ga I Xonı 
1.10 __ 11 
a FE 0 re ER: 0 
9:10 0 20 50,75 0 
an STERN 0 ee: ER 0, Fe —4 2. 


Wie aus den Formeln 25, 24, 25 hervorgeht, schreiten die Entwicklungen 
direkt nach Potenzen von Excentrieitäts- und Neigungsmodul fort, was ein Grund- 
prineip der Methode Herrn Brendels ist. Ausserdem treten noch die Potenzen der 
störenden Masse auf, ein Umstand, der nur für die charakteristischen Planeten von 
Bedeutung ist, da nur für sie eine Mitnahme von Störungen zweiter Ordnung 
in Bezug auf die Masse nötig ist. Demnach kommen die hier gegebenen Er- 
gänzungen zu Q, P, Z auch nur für diese Planeten in Betracht, und da bei der 
Entwicklung der Derivierten schon Glieder dritten Grades vernachlässigt sind, 
also wir auch in diesen Reihen den dritten Grad fortlassen können, so werden 
sie auch nur für charakteristische Planeten der ersten Klasse gebraucht werden, 
also für den Hecuba-, Hilda- und Thule-Typus. 


I a 
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Zweites Kapitel. 


Definition der charakteristischen und kritischen Planeten. — 
Aufstellung der Differentialgleichungen für die Planeten des Hecuba- 
Typus unter Mitnahme der zweiten Potenz der störenden Masse in 

den charakteristischen Gliedern in @, P, Z. 


1) Es sollen jetzt die charakteristischen und kritischen Planeten, mit denen 
sich unsere Untersuchungen hauptsächlich zu beschäftigen haben, genau definiert 
werden. Zu dem Zwecke wollen wir die Form der Argumente betrachten. Nach 
Herrn Brendel ist: 


(26) w= (l-w)v—B-wV, 


welche Grösse ja in allen charakteristischen Argumenten auftritt. Hier ist v die 
wahre Länge in der momentanen Bahnebene, B eine Konstante, und zwar ist 


(27) B= 4-11. 


V ist bis auf ein seculares Glied gleich V, dem langperiodischen und secu- 
laren Teile der Funktion W, wie wir ihn durch Integration der Differential- 
gleichung erhalten. Ferner ist 
(28) Mn: 
gleich dem Verhältnis der Bewegungskonstanten des störenden und gestörten 
Körpers. Es ist demnach hier » das Bahn-Element, wie es den Principien 
der Gylden’schen Theorie entsprechend unter Berücksichtigung der charakteristi- 
schen und elementaren Glieder bestimmt wird. Dagegen sei gesetzt 


(29) (Reel eh) 


und hier ist, wo es sich um kritische Planeten handelt, », nicht identisch mit n. 
Den Grund sieht man leicht ein. Nach den Bemerkungen, die wir zur Ersetzung 
von v’ durch v im vorigen Kapitel machten, wurde ja das Argument so umge- 
staltet, dass in ihm nur seculare und langperiodische Teile blieben. Also 


(26a) u= do Buy. p. sec. H—p.sec.H’. 


V erhalten wir aus der Differentialgleichung von W und es soll alle langperio- 
dischen und secularen Glieder enthalten. Lassen wir einstweilen noch die so- 
genannten exargumentalen und A-Glieder fort, so ist die Form V = (c,+y)v 
+ period. Glieder. 
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Hier bezeichnet c, eine Grösse von der Ordnung m’, während y für „gewöhn- 
liche Planeten“, deren mittlere Bewegung zu der des störenden Körpers 
in keinem niedrigzahligen Verhältnis steht, rein zweiter Ordnung ist. Unter 
„charakteristischen Planeten“ sollen dagegen solche verstanden werden, 
bei denen das Verhältnis der beiden mittleren Bewegungen sich einem echten 
Bruche nähert, für diese ist y noch als von der Ordnung der störenden Masse 
anzusehen. Als „kritisch“ wollen wir nach Herrn Brendel solche Planeten 
betrachten, bei denen das Verhältnis diesen Bruch fast erreicht und die Grösse 
y sich wesentlich der Einheit nähert, also mit der störenden Masse nicht mehr 
verglichen werden kann. 

Wie nun aus Formel (3) hervorgeht, setzt sch W= V + K der Hauptsache 
nach aus $ und R zusammen, der konstante Teil muss es demnach auch thun. 
Bei der Integration der Gleichung für $ entsteht durch das Auftreten eines 
Gliedes 2 eine willkürliche Konstante = «a,; und der konstante Teil in R, wird 
sich gemäss der Differentialgleichung (2) aus dieser, sowie aus P zusammensetzen, 
soweit es Glieder nullten Grades betrifft. Nennen wir diese Konstante b,, so 
wird nach (3) unter Vernachlässigung von Gliedern rein zweiter und höherer 
Ordnung sein: 

+Y = a-—2b,.. 


Da ferner die 6 Integrationskonstanten des Problems bestimmt sind, so ist 
a, überzählig. Herr Brendel verfügt für die gewöhnlichen und charakteristischen 
Planeten so über sie, dass 


(30) en 


wird. Für den Fall kritischer Planeten, wo y bedeutend gross ist, müssten wir 
auch a, einen entsprechend grossen Wert geben, um die rechte Seite annullieren 
zu können, und da in den Differentialgleichungen für R und W nach Potenzen 
von S entwickelt wird, so würden wir bei kritischen Planeten eine brauchbare 
Entwicklung infolge dieses a, nicht erhalten. Deswegen gilt für kritische Pla- 
neten die Bedingung 


(308) el ve 


Aus diesem Grunde wird V ein seculares Glied erhalten. 

Nun tritt Y in den Argumenten auf, und da es bei charakteristischen Pla- 
neten nicht mehr mit der störenden Masse vergleichbar ist, wird man nicht nach 
Potenzen von V entwickeln dürfen. Wir müssen demnach seinem Vorhanden- 
sein innerhalb des Argumentes Rechnung tragen, und dies geschieht durch die 
Gylden’sche partielle Integration. Hierdurch entstehen die von Gylden als „ex- 

; ; ; % 
argumentale Glieder“ bezeichneten Grössen, und zwar tritt = als Fak- 
tor zu dem betreffenden Gliede aus dem Argument heraus. Um diesen Nachteil 
einigermassen auszugleichen, sucht man zu bewirken, dass a von möglichst 


dv 
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hohem Grade, also erst in höheren Gliedern der Entwicklung merkbar wird; da 


EI. .; 2 i R ; : 
—— mindestens ersten Grades ist, so käme hier nur ein konstantes Glied als 


dv 

gefährlich in Betracht. Dieses lässt sich beseitigen. Herr Brendel erreicht es 
dadurch, dass er noch eine zweite mittlere Bewegung einführt, das bereits er- 
wähnte n.. 

Um recht klar zu sein, soll schon an dieser Stelle über die auftretenden 
secularen Glieder gehandelt werden. Wir hatten W= K+YV gesetzt, wo V7 
alle langperiodischen und secularen Glieder enthalten soll. Wie später dar- 
gethan wird, sind die secularen Teile 


p- Sec. "= yvo+tyv+[y.+g9v+gV°+---]o, 
y ist nullten resp. geraden Grades, y, und y, etc. mindestens zweiten Grades. 
y, entsteht bei Ausführung der Integration von — infolge der von uns 


angewandten partiellen Integrationsmethode. Die Klammer stellt die A-Glieder 
dar und tritt ebenfalls erst während des Integrationsprocesses auf; denn wie 
später gezeigt wird, sind diese Glieder selbst im Falle kritischer Planeten in 


2% von der Ordnung m’ resp. -"_. Durch die Integration erhalten sie einen 


dv Ö, 
Divisor von beiläufig der Ordnung m’ und erscheinen in Y stark vergrössert. Um 
dies zu vermeiden, verwandeln wir sie kurz vor der Integration in eine Potenz- 
reihe, was in unserem Falle der Bewegung für beschränkte Zeiträume statthaft ist. 


Die Differentialgleichung a soll dagegen die A-Glieder noch in 


periodischer Form enthalten, d.h. [y,+9gv%-+---] nicht, natürlich auch y, nicht, 
da es ebenfalls erst während des Integrationsprocesses auftritt, sondern nur y. 


Das Integral V wird alle secularen Glieder haben. 
Während p.sec. V obigen Wert hat, ist p. const. D u 
Wir wollen nun schreiben: 


V=V+tyv, also V = yv+[Y,+9v-+---]v+ period. Glied., 


6) az 
a 
nam... I 
dagegen ist 7, Fein periodisch, da nach obigem 7, dur das konstante Glied 7, 
also Dr. — aA keins mehr enthalten kann. 
dv dv 
Setzt man: 
(32) p.sec. Hd — cv, p.sec.H" = u,cv, 


wo über die Bedeutung des w, später gesprochen wird, so geht (26a) über in: 


2 — v+[-u+c—u,d-uy]o— B-uV. 


Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss zu Göttingen. Math,-phys. Kl. N. F. Band 2,2. 
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Wir bezeichnen nun: 
(83) uw =ultr)eHRe, 
und nach Formel (29): 


so dass wird: 
(34) w—= (1-u)v— B-uV. 


__ Durch Aussonderung des yv aus V und Einführung des u, steht nur noch 
Y im Argumente, und da bei der partiellen Integration der Differential- 
quotient heraustritt, so kann dies nur m sein. Dies enthält aber, wie eben 
gezeigt wurde, kein konstantes Glied mehr und unser Zweck wäre damit erfüllt. 

Durch Einführung von n, resp. u, in die Argumente ist ein weiterer Vor- 
teil von grundlegender Bedeutung für unsere Theorie erreicht. Man bezeichnet 
für den Specialfall des Hecuba-Typus 


2 1-6 1-6, 
(35) mon resp. een, 


wo ö im Falle einer Kommensurabilität numerisch der Masse vergleichbar, sogar 
null werden kann. Integrieren wir z. B. Im cos (2w—v) dv, so tritt als In- 
tegrationsdivisor 2(1—u,)—1l = 6d, auf. Würde nun im Falle einer strengen 
Kommensurabilität d, = 0, so erhalten wir ein unendlich grosses Glied, die 
Methode wäre vollständig hinfällig. Herr Brendel hat bewiesen, dass eine 
strenge Kommensurabilität nur zwischen den Bewegungskonstanten n 
und n' eintreten kann, also dass nur ö —= 0 werden kann. Hingegen wird 6, 
stets von null verschieden sein, und mit diesem Divisor allein haben wir 
es infolge unserer Definition des u, und V zu thun. Während ö durch die Null- 
stelle geht, macht ö, einen endlichen Sprung und kann sich der Null höchstens 
bis auf Grössen von der Ordnung Ym'” nähern, und dies auch nur für x = x’ 
— (0. Den Beweis hat Herr Brendel für den Hecuba- und Hilda-Typus specia- 
lisiert '). Für uns kommt nur der erstere in Betracht. 


Wir haben durch diese Bestimmung des w, und des Argument-V nicht nur 
das Auftreten von exargumentalen Gliedern nullten Grades verhindert, sondern 
auch das Erscheinen fast verschwindender Divisoren, zwei Vorteile, welche für 
die Konvergenz der Methode von einschneidender Bedeutung sind und uns für 
den Zweck abgekürzter Tafeln gestatten, die kurze und mathematisch sehr ein- 
fache Gylden’sche partielle Integration anzuwenden. Was die in Formel (32) er- 


1) Astronomische Nachrichten Bd. 140, No. 3346, sowie , Theorie der kleinen Planeten, Kap. 7, 
pag. 124—132 und pag. 150—154. 
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wähnte Grösse u, betrifft, so definiert sie Herr Brendel durch 


n' 1-6 
(86) ee re 2 =; p-Ssec.w — de), 


N, 


won, als „mittlere Bewegung in Länge“ bezeichnet wird. Man erhält u, durch 
Hinzufügung des durch die partielle Integration hervorgerufenen secularen Teiles 
[7,+7,]v, so dass ist 


(36) d-c)w, = ul+y+9y,+7)-e, 


und man unter Vernachlässigung von Grössen zweiter Ordnung und vierten Gra- 
des, d.h. von cc’, ec” und c’[y,+7,] das u, schreiben kann: 


(33a) u = ul+p)(l+e)-e. 


Diese Definition von u, will ich im Einverständnis mit Herrn Brendel an 
Stelle der Gleichung Br. pag. 95 setzen. Es möge hier gleichzeitig auf einen 
Fehler aufmerksam gemacht werden, der sich in Br. pag. 69 findet. Dort muss 


SR : ji . 
die vierte Formel von unten heissen p.sec. V = a, c')v und weiter 


v ; ER 3 
p- oonst.u C = —c+u,c. Dieses Versehen ist jedoch für das Weitere von 


keinem Einfluss. 


2) Wir wollen nun nachsehen, welche Glieder beim Hecuba-Typus durch das 
Auftreten eines kleinen Divisors stark vergrössert werden. Nach Gylden unter- 
scheidet man hier zwischen elementaren und charakteristischen Gliedern, in dem 
ersteren Falle wird der Divisor s, oder r, sein, also von der Ordnung m’, in 
dem anderen Falle ist er d, und im allgemeinen grösser als von der Ord- 
nung m’. Nach Herrn Harzers Vorschlage bezeichnet man die Argumente der 


langperiodisch elementaren Glieder mit A) 0v—A, 
kurzperiodisch 5 5 BB) a a 
langperiodisch charakteristischn , KO) Su 8,0v—(, 
kurzperiodisch 5 . SR) (1-6) v—D.. 


Was die elementaren Glieder betrifft, so können sie nur dann auftreten, 
wenn die Argumente 0 sind oder w nicht enthalten. Wir werden sie vorläufig 
ausser acht lassen und uns nur mit den charakteristischen beschäftigen. 

Die Differentialgleichungen für $ und W sind linear!) und von der ersten Ord- 
nung, es wird hier bei der Integration der Faktor von v direkt als Divisor auf- 
treten, die für R und 3 sind von der zweiten Ordnung, es tritt hier, entsprechend 
ihrer Gestalt (1+ Faktor) ><(1— Faktor) als Divisor auf. Mithin werden in $ und 


1) In der auf pag. 5 gegebenen Gestalt sind die Differentialgleichungen noch nicht auf die 
lineare Form gebracht. Dieselbe lässt sich jedoch ohne weiteres herstellen. 
3* 
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W die C-Glieder zu kleinen Divisoren Anlass geben, in R und 3 dagegen die D- 
Glieder. Ausserdem werden jedoch in R die C-Glieder als gross erscheinen, da 
ja in der Differentialgleichung 28 auftritt; ebenso werden in W die D-Glieder 
beträchtlich sein, da —2R in der Differentialgleichung auftritt, und da ebenfalls 
S auftritt, werden die C-Glieder das Quadrat des Divisors erhalten, also ausser- 
ordentlich gross werden. In 3 werden wegen der Gestalt der Differentialglei- 
chung nur die D-Glieder stark vergrössert erscheinen. 


Die Gestalt der für S und W in Betracht kommenden Argumente ist: 


nw—v, nw—2v, nw— 83V, 


oder besser geschrieben in Hinsicht auf (34) und auf 1-u, = Sn 


D) 13 1+0)-1o+G,; m 54+ 9)-2|+6,; Im) >u4+8)-3|+C. 


Divisoren von der Ordnung d, können demnach nur in folgenden Fällen auf- 
treten: 


I) bei allen Gliedern ungeraden Grades, wenn n = 2 ist, 
mit dem ersten Grade beginnend; 


II) bei allen Gliedern geraden Grades, wenn n = 4 ist, 
mit dem zweiten Grade beginnend ; 


III) bei allen Gliedern ungeraden Grades, wenn n = 6 ist, 
mit dem dritten Grade beginnend. 


Für R und 3 treten kleine Divisoren auf bei folgenden Argumenten: 


Für den Of" Grad: 2w ; der Divisor wird dann: 2 (5%) —1 
1+6 
) » 1 ” dAw—v ; ” » » ” A( 5 1) -2 
2 5) = 
0 2w 2 
n n N | bw— 2 2 » » ” r)] 1l rn Ö, 
6 | ; ) _ 
1+ 
3 4dw—v _ | i - 2 
” n n Sw—3v ’ n » » n Is( 8 ee 


Eine genaue Uebersicht der Argumente der C- und der D-Glieder vom Ote, 
1! und 2ien Grade ist in Tafel I gegeben sowohl für die wichtigsten Typen der 
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ersten Klasse!), als auch die der zweiten Klasse. Aus dieser Tafel geht zweierlei 
hervor: 

I) Erhöht sich die Klasse um eins, so treten auch erst bei einem um eins 
höheren Grade charakteristische Divisoren auf. 


IT) Innerhalb jeder Klasse ist eine deutliche Abstufung bemerkbar: Erhöht 
sich Zähler und Nenner des Bruches u um die Klassenzahl, so vergrössert sich 
auch das Vielfache des Arguments um diese. Man könnte in jeder Klasse wieder 
von charakteristischen Planeten verschiedener Gattung sprechen. Je niedriger 
die Gattung, desto niedriger das Vielfache des Arguments, und um so früher 
treten in der Entwicklung charakteristische Glieder auf?). Auch in dieser Hin- 
sicht steht der Hecuba-Typus an erster Stelle. 


3) Wie schon erwähnt, erhalten die O-Glieder in $ einen Divisor ö, und in 
V sogar ö?. Für kritische Planeten, für welche d, < \m’ ist, werden derartige 
Glieder, soweit sie erster Ordnung, d. h. von der ersten Potenz der Masse sind, 
in V nullter Ordnung und noch grösser werden. Für diese Fälle dürfte eine 
erste Annäherung, d.h. eine Mitnahme Glieder erster Ordnung nicht genügen; 
denn die Glieder zweiter Ordnung werden dann schon von der Ordnung m’ und 
grösser, also sehr merklich. Für die Konvergenz kommt dies weniger in Be- 
tracht, da es für unsere Zwecke ausreicht, in Y nur eine endliche Anzahl Glie- 
der mitzunehmen, und bei einer endlichen Reihe die Konvergenz nicht in Frage 
tritt; die rechnerische Arbeit dagegen wird hierdurch beträchtlich vermehrt. 

In den älteren Theorieen pflegte man, wenn die erste Näherung in Bezug 
auf die Masse nicht ausreichte, die Störungen von der zweiten Potenz der Masse 
erst nachher mitzunehmen. In der Hansen’schen Theorie muss sogar so verfah- 
ren werden, da dort schon bei der Entwicklung der Störungsfunktion numerische 
Werte eingeführt werden, man sich also des Mittels begiebt, von vornherein zu 
untersuchen, ob Störungen zweiter Ordnung mitgenommen werden müssen und 
in welchen Gliedern. Nachdem jedoch Gylden und Tisserand Methoden zu einer 
vollständig analytischen Entwicklung der Störungsfunktion gegeben haben, welche 
sich ganz besonders für kleine Planeten eignen, dürfte es geraten sein, diesen 
Vorteil in obiger Hinsicht zu verwerten. 

Herr Brendel hat ein sehr schönes Näherungsverfahren entwickelt, um gleich 
von vornherein in der ersten Näherung die zweite Potenz der Masse wenigstens 
in den charakteristischen Gliedern zu berücksichtigen, so dass in den meisten 
Fällen, jedenfalls stets für den Zweck abgekürzter Tafeln, diese erste Näherung 
ausreichen dürfte. 


1) Unter Klasse wird die Differenz Nenner— Zähler im Bruche u verstanden. Beim Hecuba- 
Typus ist u —= 4, die Klassenzahl — 1. Beim Hestia-Typus ist u —= #4, die Klassenzahl —= 2. 

2) Unter „charakteristischen Gliedern“ will ich im folgenden kurz immer diejenigen verstehen, 
welche bei der Integration kleine Divisoren der Ordnung ö, bedingen. 
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Ich will hier dasselbe in seinen Grundzügen auseinandersetzen. 

Wie aus den Gleichungen (23), (24), (25) hervorgeht, treten infolge von R, 
K, 3 die zweiten Potenzen der Masse auf. Wir wollen nun in ©, P, Z diese 
zweiten Potenzen der Masse in allen den Gliedern mitnehmen, welche durch 
kleine Divisoren vergrössert werden. Nach Tabelle I sind die C- und D-Glieder 


in R und X, sowie die D-Glieder in 3 von der Ordnung I d.h. nicht rein 


erster Ordnung — so nennen wir die Glieder, welche durch einen Divisor ver- 
grössert werden. Wir machen jetzt für R, K,3 Ansätze, welche nur diese 
Glieder enthalten, und deren Koefficienten wir als Unbekannte einführen. Mul- 
tiplizieren wir diese mit P, Q, Z aus, so erhalten wir nominell Glieder zweiter 


12 
Ordnung, in Wirklichkeit Glieder von der Ordnung ui also erster bis zweiter 


Ordnung je nach Kleinheit des Divisors. Sind diese Glieder in P, ©, Z wieder 
charakteristische, so werden sie bei der Integration d, als Divisor erhalten, 
also in 8, R, W, 3, obwohl nominell zweiter Ordnung, rein nur erster Ordnung 
werden, oder noch grösser im Falle kritischer Planeten. Wir werden nun die 
Ansätze für R und X, sowie 3 derartig mit P, Q, Z komponieren, dass das Pro- 
dukt nur aus charakteristischen Gliedern besteht. Wir bekommen dann den 
charakteristischen Teil dieser Derivierten genau einschliesslich Glieder zweiter 


12 
Ordnung (in Wirklichkeit S 


): aber ausschliesslich rein zweiter Ordnung. 
1 


Wir machen also den folgenden Ansatz für R: 
(37) parsR = P,cos2w+Pß,n cos (Qw—v) + ß,n cos(Aw— v) 
+ ß,n' cos (2w — v,)+ ß,n cos (dw— v) 
+P, m’ cos2w +ß.n° cos(2w—2v) +Pß,.n cos(dw—2v) +Pß,n? cos(bw—2v) 
= ß; an c0S (dw un N) Ar Bis am c0S (Zw as Ve Yv) a 6 nn cos (div — Vie v) + Bie am cos (vv) E 
+ß, mm’ cos (Zw—v+v,)+Pß,n” cos(2w—2v) +Pß,n” cos(dw—2v,) +B,n” cos(6w—2v,) 
+Pß,n” cos 2w 


+ ß,, sin’j cos2w + ß,, sinjsin,' cos (2w-+v—d,) + ß,, sin) siny' cos (2w — d-+D,) + B,, sin’j’ cos Aw 


+ ß,, sin?) cos (2w — 2b) + ß,,sin’j cos (dw— 2b) + ß,,sin?) cos (bw — 2) 
+ ß,, sin) sin)’ cos (20 —b—d,) + ß,, sinjsinj' cos (dw— db —d,) + B,,sinj sin)’ cos (6w—d—d,) 
+ ß, sin’j' cos (2w — 2v,) + ß,,sin?J' cos (dw — 2,) + ß,,sin?j' cos (6w— 2d,) 


Ich bezeichne hier nach Herrn Brendels Vorgange alle Koeffieienten, welche 
! 
mindestens von der Ordnung 5 oder noch grösser sind, mit griechischen Buch- 


staben. Die Koefficienten elementarer Glieder mögen dagegen mit deutschen 
Buchstaben bezeichnet werden. Die Wahl der Indices ist hier und überhaupt im 
folgenden anders angeordnet, als es Herr Ludendorif in seiner früher eitierten 
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Arbeit gethan hat, und zum Teil durch die Mitnahme der Breitenstörungen ver- 
anlasst. Ausserdem will ich gleich hier bemerken, dass ich sämtliche von 
Herrn Ludendorff gegebenen Formeln zur Kontrolle noch einmal unabhängig hier- 
von gerechnet habe. Es hat sich gezeigt, dass die Formeln im Druck, vor allem 
aber in der Entwicklung vollständig ohne Fehler sind, welcher Umstand es mir 
nahe legte, die Weiterführung der Theorie in gleicher mustergültiger Weise zu 
versuchen. Es sind sämtliche Formeln mindestens zweimal gerechnet oder 
durch Vergleichung mit denen Herrn Ludendorifs kontrolliert. Ausserdem gab 
der ähnliche Aufbau des von der Neigung herrührenden Teiles die Mittel zu 
einer weiteren Kontrolle an die Hand. Kompliziertere Entwicklungen sind drei- 
mal unabhängig von einander durchgeführt. 


Für X und I, welches für die exargumentalen Glieder von Wichtigkeit ist, 
mache ich folgenden Ansatz: 


(38) K = y,sin®w+y,y sin (dw—v) + y,nsin (2w-+ v) 
+7y,n' sin (dw — v,) 


+ y.n sin2w +7,97 sin2w—2v) +7,97 sin(6w—2v) +7,17? sin(2w-+2v) 
Ir y, an sin (2w+v—v,)+Y,.nn sin(2w—v—v,) +7,70 sin (60 —v—v,)+7,n° sin4w 

Ir Y. nn sin (2w— v+v)+Y,n sin(2w—2v,) +Y9,n° sin(bw—2v) +7,nn sin(4w+v—V,) 
+7,.9” sin 2w 


+ y,, Sin?) sin 2w + y,, sin?j sin (20 — 2) + y,,sin’J sin (6w— 2v) 
+ y,,Sinjsinj' sin (20 +0—d,) + Y,, sinj sin)’ sin (2w—b—d,) + y,, sin) sin,’ sin (6w—v—d,) 
+ 9, Sinj sin)’ sin (2w—d-+v,) + 7, sin’)' sin (2w— 2v,) + Y,, sin? 7' sin(6w— 2v,) 
+ y,,51n?J' sin 2w 
dV ; N 
(39) an an cos (Zw—v) +y. 7 cos(dw—2v) +y,sin’jcos(4w— 2b) 


+y,n' cos (2w— v,) + Y,,n' cos (dw— v— v,) + Y,, Sin) sin)’ cos (dw——d,) 
+7.” cos(4w—2v,) +Y, sin?) cos (dw — 2v,) 


Ya, SOWIE Yo Ya; Y5, Sind keine charakteristischen Glieder, aber trotzdem 


von der Ordnung = - Wir wollen derartige Grössen „koordinierte Glieder“ 


nennen. Ihr Auftreten ist durch die Gestalt der Differentialgleichung für K 
bedingt, da dort Sund R multipliziert mit ncosv resp. n°cos2v auftritt. Da h, 
welches in P und @, und somit in 8, R, W die Neigungsglieder verursacht, zweiten 
Grades ist, so müssen offenbar die koordinierten Glieder in X, soweit es von 
der Neigung herrührt, mindestens dritten Grades sein. 

Die ß, und y, sind sämtlich unbekannt. Da diese Ansätze zu einer zweiten 
Näherung dienen und sie mit P, Q, Z multipliziert nur Beiträge von der 
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12 
m ! \ : 
Ordnung zu den Differentialgleichungen liefern, so kann man nach Herrn 
1 


Brendels Vorgang die y, in X sehr bequem durch die ß, ersetzen. Wir vernach- 
12 
und und setzen 


lässigen in den y, die Teile von der Ordnung m’ sowie FE 55 
1 1 


m’? 
6, 
P,Q, Z gleichkommt. Wir dürfen dies, denn unsere Aufgabe ist es, diese Deri- 


u, = 4, was einem Fehler von der Ordnung m” bi 


12 
vierten bis auf Glieder von der Ordnung einschliesslich zu berechnen. Dann 


. n . .. zu . 
ergeben sich folgende Beziehungen für die y,, welche wohlverstanden nur für 
diesen Zweck der Näherung zu verwenden sind: 


Ar AZ! 

Pi —2ß, I — 3ßB,+3ß,— 2, — a Yauımaaz 3ß,—3ß,+2ß,,+ T 

Az a 
Ka T= —2B, Va ne 28,20, 9 Yısıamer —3ß,+ 2ßB,,+ 

1 

Klonen — 2ß, kanns =220, Hin 2B,s 
Va: 3ß, Yıo = 28, 
17, kom — 2ß,, Yo —ß, Yoslne aß, Kar) an: 2ß,, Vase — 2, 
Kas = — 2ß,,. kei = aß, Vox mr 2 Vase 2ß,: N 204 
LATHeE — 2, Kealn 3 5 es aaa: —2ß,, Ya — 2ß, Tas) va: z2ß, 

%as. Sem — 2ß,, 


Die y, in _ lassen wir einstweilen als Unbekannte bestehen und es folst 


ihre strenge Berechnung später, ebenso die ß,, welche durch Vergleichung der 
Koefficienten des Integrals bestimmt werden. Weiterhin setzen wir: 


2. SIn, „sin „sin 
(41) Pi ==) rin sin) co + v)rin sin) ae 
dv 


N. sım AN ANSInıE ekesın 
+6,sinJ u) rin Sn, os Qw—o+v)+&,nsin) a (Zw —b-+v,) 


+ sinz'  Qw+n—v)tEun sin). Anm u 0 -v)+{,n sin), ne 0, (GW —v -v) 
+69 sing tv )tinsing 2w—d —v)+&n sin). „, (Gu—r —v,) 
+8, ee @w+d,—v)#&8,n sin)’ 2 Au-n, v)+&4N sin,’  w-u, —v) 


+&n sin)’, ., ew- v+v)&&.n sin)", nur, —v)+8,n sin).  (Su—n,-v) 
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= ist richtig bis auf Grössen v. d. Ord. m’. Der Fehler in R und P wird 
demnach v. d. Ord. m’” sein. Die &, werden ebenfalls als Unbekannte in das 


Problem eingeführt und später durch Koeffieientenvergleichung bestimmt. 


4) Unter Berücksichtigung dieser Ansätze müssen wir nun die Derivierten 
der Störungsfunktion nach Massgabe der Formeln (23), (24), (25) berechnen. Wir 
erhalten sie in den gewöhnlichen Gliedern erster und zwar rein erster Ordnung. 
In den charakteristischen und auch in den elementaren dagegen wollen wir die 


zweiten Potenzen der Masse insofern berücksichtigen, als dieselben von der Ordnung 


12 
5 werden. Es ist uns dann gelungen, in den P,Q, Z die grössten Glieder 


1 
zweiter Ordnung gleich in der ersten Näherung mitzunehmen, unter einem Fehler, 
12 


ist. Der Fehler, den wir 


der selbst für den Grenzwert von ö, kleiner als 


1 
begehen, dass wir die dritte Potenz der Masse in den charakteristischen Gliedern 
m? 
&° ) 
13 15 13 15 Y „5 2 at 


Mm mM 5 mM 
sten Grad 5 Fesp. den zweiten Grad gr Fesp. sr resp. 5 resp. in 
1 1 1 1 al 1 


und nur durch die ex- 


hier vernachlässigen, wird dagegen im Maximum für den nullten Grad den er- 


“also für den Grenzwert von 6, < \/m” kleiner als -_- 
argumentalen Glieder m’. Aus diesem Grunde werden wir bei der zweiten Ord- 
nung verbleiben. 

Die Ausmultiplizierung dieser Ansätze und das Heraussuchen der charakteri- 
stischen Glieder ist eine äusserst mühsame Arbeit und ohne Interesse, so dass 
wir hier nur die Resultate geben wollen. Den Entstehungsprozess kann man 
sich leicht vergegenwärtigen. | 

‚Die P-Koeffieienten habe ich in den C-Gliedern etwas genauer berechnet als 
Herr Ludendorff, was die Behandlung der kritischen Planeten erforderte. Um 
die hier gegebenen Resultate mit denen Herrn Ludendorffs vergleichen zu können, 
ist in Tafel II eine Umwandlungstabelle für die Bezeichnungen gegeben. Wir 
bekommen folgende Ausdrücke für die zu berücksichtigenden Teile der Derivierten 
der Störungsfunktion: 


(42) parsQ = q,nsinv+4q,n7'sinv, +q,nn'sin(v—v,)+q,sinjsinj’sin(b —d,) 
+q, sin 2w +q,n sin (2w—v)+4,n sin(dw—v) 
+4,’ sin (2w— v,) + q,n'sin (4w — v,) 
n sin 2w +, N sin(2w—2y) +9,77 sin(dw—2v) :+9,n7° sin(6w —2v) | 
nn sin Zw +v—v,)+g,nn sin(2w—v—v,)+g,nn' sin(dw—v—v,)+g,nn' sin (6w—v—v,) 
nn sin w—v+v)+gqg,n” sin2w—2v) +9,97” sin(4w—2v) +9,n” sin(bw—2v,) 
\+q,,n'” sin2w 


Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys.. Kl. N. F, Band 2, ». 4 
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+ 9, SIn’j sin 2w + q,,sinj sin’ sin (20-+v—b,) + 9,, sinjsinj' sin (20—v-Hb,) + q,, sin?j' sin 2w 


+ 9,,sin’j sin (2w—2v) + 9,, sin? sin (4w—2b) + 9, sin’j sin (6w—2b) 
+9,,8in ) sin’ sin (20—0—d,) + 9,, sin j siny' sin (4w—v—b,) + q,, sin j sin)’ sin (6w—b—b,) s 
+ q,, sin’j' sin (2w—2b,) + 9,, sin’j' sin (4dw—2p,) + 9, sin?’ sin (6w—2b,) 


Die Verbindung dieser letzteren (43) mit charakteristischen Gliedern v. d. 
m 


Ord. 5 


lass. Nur @ hat einen koordinierten Teil. Hi 


giebt in der Differentialgleichung für R zu kritischen Argumenten An- 


(44) pars P=p,+P,n cosv +p,n” +P,nn'cos(v—v,) +p,n” | 
+P,n'cosv, + P,sin’j + P,sinjsiny' cos (d—b,) + P,sin’j' % 


+p,n cos Aw— v,)+p,n' cos (dw— v,) 


+p,n cos2w +9,17 cos (w—Ma) +pim cos(Aw—-2v) +2,77 cos(bw—2y) 
+2, nn cos (2wHv—vV)+P.nn' cos Aw—v—v,)+p,nn' cos (4dw— v— v,)+P,nn' cos ((w—v—Yv) 
+7, nn cos (2w—v+Vv)+2,n? cos(2w—2v,) +P,n” cos(dw—2v,) -+P,n'” cos (6w—2v,) 3 
+p,.n” cos2w 


+Y,,sin’j cos2w + p,,sinjsiny' cos Zw -+b—b,)+7,,sinjsiny' cos (2w —d +0,) + P,, sin? j' cos 2w 


p,cos2w+p,n cos (Aw—v)-+tp,n cos(4w—v) 4 


3 
+9,,sin’j cos (2w—2p) +p,, sin’j cos (dw—2) +p,sin’J cos (6w—2) j ' 
+p,sin j sin,’ cos (2w-b—b,) +2, sin 5 sin)’ cos (dw—b—d,) +P,, sin 7 sin)’ cos(bw—n—,) 
+», sin? j' cos (2w—2b,) + p,sin’J' cos (dw—2v,) + p,, sin? 7’ cos (6w—2v,) h 

u 


- 


(45) pars Z = sin) sind +3,97 sinjsind—v)+3,n sin'sin(b,—v) 
+3, siny' sind, + 3,9’ sinjsin(d—v,)+ 3,n'siny' sin (b, —v,) 


N 
nz 


En 


2, sinjsin (dw—v) + 2, sin)’ sin (dw — d,) 


+2,n sinjsin (2w-+b—v)-+2, n siny' sin (2w-+b,—v)-+2,n sinj sin (2w—d —v)+2,n sin) sin (6w—b 
+2,n sinjsin (2w—b-Fv)-+2, n sin’ sin (u—v,+v)+2,n'sing sin (2w—v —v,)-+ 2,,n' sin) sin (6w—b- | 


Die Anordnung ist so vorgenommen, dass zuerst die Excentrieität des ge- 
störten Körpers kommt, dann die des störenden. Darauf folgt die Neigung des 
gestörten und dann die des störenden Planeten. Auch ist die Folge der Indices 
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in den 9, g, 2, sowie «, ß, y dieselbe. 


von Herrn Ludendorff eingeschlagene Anordnung der Glieder aufzugeben. 
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Diese Gründe hatten mich veranlasst, die 


Die 


Ir Pr, 2, selbst stellen sich als Funktionen der ß, und £, folgendermassen dar: 


4) ,=ıÜ Ha Rh a Er Br BB, 
= Et Rt h, Gent Br, 
g=ER th + B = HB + BtGh 
= +. Anh th, 
a 0:0 +, a = rt B + Rt Rt ht Bß, 
dr —— Ir Ar a ß, Ir.ı = GR Zi On ß, Ar 0 ß; Ar O% ß. 
00 ß, GG ER tRB+R Beth tw B, 
= Gtr% ea = EHRE BER RR + B+W + ß, 
Iso — Inıt Go Pro Ir = Hrmb ti tiß, 
Da Bart 9 Bar I = uk truh taub, 
tg Pet Gr Bis a = mtb th th tinß 
ehe ee Ne ER AR 
a Br a Br dar tube th 
A N oe I = th ++ leßı th: 
Biss Gin Das da = er ehıt eh tNeß, 
9 — 40.40 t Tr Bun a tt Inh 
Is == G1s.1 Ar Ge Bi: SF gr Dis Gis-1 == OBER Sr 0 ß: ei d% 2 -F % Dir gs: 4 Ar OB ß; 
ge Bet Gre Pıs A ehr eb. Qasß, 
Von der Neigung kommen: 
g, = eat ( Bu+ OS Bi I. = (ua B,+q & +gN & 
Ayz — Ass.ı Ir da Bas 1 Gaz.ı = sn zn ER ß; ST en & 
Oi — OR Bas Ges. en 0% = On ß, a Pu r em: 5; 
Qy5 == Gps.1 ar Ges Ba Ips.ı Sr gut Gr ß, Ar Op & al gu < 
Aps = Gaalalı 0 Bss Are-ı Fer q% Ar dee ß: = gu & 
Fon — an dr 09 
Ge = Yaı te Bat Ge Bar ds — 10709: 
Are = Ope.ı + a Pa + a P3; Ips.ı —m 0% Sr x ß; ZUR qm 5 


4* 


sn — Got Ge Bart Gr Bas Go = Tot oßı + Bo di 
I = Isıt Ga Bas + OE Bar Aa — Gar ER nl Ihr Kar in 2 
Gy — Aa ti Que Bank: Gas? [2 U ee I. air ge Dee 4 2 
Gy: — Issa-t Yas e Ds: St Osar Ba Agı = eb = es ßı " en & 
Gy. Issı a6. Basct: gu Ba. Aauı ar eb Bet, Dia Gh br 5 
I — Assıt due. Dot 7 [128 Ip. ar 0% :B, Sir ons 5, 
Koordinierte Glieder sind: 
ar = tr, 
1 BHO, 
Na 8 Hr ß, + ß; ir nn ß, 
Na 1 + Dan Bit 2 Bote DR ß, 
N; 7 Tr Hr ne ßı+ v2 Bst: Kr ß; 


Die p-Koefhcienten werden: 


(48) I, 7 Ps +Pr ß, 


= Pm+m B, p, = 
EN a 
PB = Dtm Pt btPp | y, — 
2, = PH +PB + By, — 
RB = Pt ht htBh pn — 
pp = pn. Fol, 
Ps = PaıtPs BetPs ß, 
»v, = Dt tr, B, 
Din — Bes Di Pu 
BD Di Di Bde, 
Pi, = Dis FD Ba ı Di, Din De Bis 
Pr — Dass Dis Dash Die Bio t Pie Bra 
Din Pia Da Bu Pa De Rah 
Di Dt Dis ßat P Pu HDi ße 
Die = Div tProrfın Bse Past Dis Dis 
Pr — Para Da DD But dnßr 
Dis — Pisa t Ps Dat PD Dßr 
Dr. — Pat De Disefr Br PonnBıs 


+ 


+ 
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p® 8, -+p® B,+p®B, 
N Pa = er Pt 


PıtPeß: 


= Pat ßtPB, 


Pit Ps" Bio 


| 


Pr. 
Ps.1 
Ps. 
Dior 


Daran 
Pre. 
Pısı 


Pte oe 
Psi 
Pısı 


Din. org 
Pisı 
Pia. 


pP” + 


BEN Po + 


ZENRIN OL 
Dos 
AL. 
Pot 


(0) 
Pıı 


(0) 


— Pa 
DT 
Pist 

(0) 


Pı 


(0) 


— 


Ver 


= Pat 


wer 


Pant 


(0) 


= Die 


(0) 


= Pr 


tb BitPe Bo rpsß 


Di = MH Rt PB, + PO 
DI aDE + PL ß, 
p., = pP +pDB, +19, Fra 
po B, +p? ß,+p® ß, ; 


pn BD, +p% ß; +p% ß; +p° ß. +p? ß, 
ns +p? ß; +p% B;+p%® B.+p? ß, 
TOR 3B: +p® ß, En om ß, 


+mnBı+Pnß,+piß, 

tab +PaB. + PR BB + PR B.+PnB, 
90 eb, +P% ß; +8 ß; 

+rnBı +raß,+Piß: 

+PaB, +PEß+Pißs+ 
pd eiß: +ph B+P) ß; 
PrB+rRß,+PR ß, 

+raßıtPaß tPiaßstPi B+Piß, 

BHPRBHDNB, 


pe B, +p%B; 


(687 


Pie 
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Von der Neigung kommen: 


Be Dt De Das 
op Er Pa. 1 +2 Pu Rn, 
Da De 1 Dee Das I Pe5 Pas 


(26) 


Pas — 7% Pro t Pr 26 


Dar = Dat EB + BOB + PB 
Ps  Pos.ı Dee Das +pEB,, HB, 
Pas — Pas.ı 4230. Bas De Bes + Die Pos 


DD DB HD Pao-t Pin: Pas 
Pa-— Past Pa Pas tPa-Par tt Ps Pre 
Pa — = Pa! 1 DB. DD = Das Ba; 


De Diss Den Dar 4 Das Bao FPss-Bas 
I a; Pa. ı +05, Bas +P Pa HP Pi 
De a 


De, Delle Bis 
: PD, Ir Pt PB, + PB, 
Ps >= DD 


Die z-Koeffieienten lauten: 


(49) 3, = P+zB, HD E, 
= etaß te 


tee 
N +3. 5 =, 2, 
35 = 35 +25 +08, 

36. — Bart ds Got de. 6no 


Sa 22 a 5 
4, = ut tr 
5 Ar are 
I epe are an, 


j p aA i 


(0) 


Pas = Pos + Posßı + Pasbı 
Da = p® +Paß + P351 Hoi, 
Da = PO + PVP, pi +pUe, 
Posi. — 2% +Pzeß, pl 

Paris = BE, | 
Pa > ET, PR +pBB, role, Eu 
Pas.ı: = ErF Die HB, +p36 

Po — Pot Paßı Hole 

Pas = Pa tPabı Holt pi, 
Par = Pat pa, Hoae, 
Pa. = po 4p® DEE, k 
Par = PatPaßı + Pu Hplg, 
Pest 2% + pP; pl; 


an 2 A) 
LH FRE HHER, 
Der pi +PoB, + Pan&e “ 


a 


Di 


} 2, — Zuh2!, TE &, \ i 


2, = ee ‚PB: r 2 5. 


3a, = A: +3 Br Be 


® Buı Sraai utß tz Bs+32 Bits 
ann ea ana Ba Bi-th3-6 ur 
Ber dein Bet de Bactıda Pstzden 6a 


2 te tel, + el, ee, 
m Do +zlß tel ß, tel, +20 6, 
5-i Em 2 +el B,+21ß,+2Y ß,+2% & 

2 + tete tete 


| 


| 
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7) > De 5 ER 5 Ada Fer ae B,+21B,+ 27,42% & 
Rz = Agı 3 BR &, + Ber &, dg.1 Ti DR = ei ß, air 2 ß, + N ß, =r 2. 6, 
7 ET ?,. 1 Tr 2 & F Zn 5 Agı ar Ze ar 2 ß, ae zß+ 2) ß; fe ER &, 
2 ee Fo. u en & + Re 20 STR 2 42% ß, bi up, =R a, 5 hr 2 HR 


Au WI Zt Y a -E 2 (Sn: Anı arena zu hr ai, ß, ats em ıß., 7 a VB 
Ai2 Zr Zeıt 1 aloe 2a Sc Aa BE ER re 2, ß, Ir ee ar Et NN, hr 2 
As I Fis. +1 = sn 3 Ark 17 Aısı a 2% = 2, Buch aß zB, as an L 
As Tr ?ja. 1 + Bu an 20 Fa ar 2a ALE eh ß, air Er IB+ 2), 5 =" 2 6: 
EZ Dan As 1 2 2 6 As Tan 2 teuhı 2 B, +2 Be ken: 
As 7, Ag. 1 75 ES tr as: 281 dem ER 2% ß; Ai el IB: sr zn sß; sfr BAR 
Ar are Air. il + 26 SIT en E Fan Zar 2 T 2 ß, TE a 2 = a ß; T en L 
As Dem As. 1 + 2: a EN! Ge ? 8.1 II 2 at 2% B,+ Uß, = 2 5 an 2 & 


Die Werte der g/?, rt), p®, 2 sind auf Seite 31 und folgenden zusammengestellt. 
Die grosse Zahl der dort gegebenen Formeln schmilzt aber in Wirklichkeit über 
die Hälfte zusammen, da sehr viele Koefficienten die gleichen sind. Es bestehen, 
wie aus der Tafel hervorgeht, die q’ und r!” nur aus A-Koefficienten, die p!” da- 
gegen aus B- und einigen A-Koeflicienten, weil 5 in der Differentialgleichung 
für R auftritt. Die A- und B-Koeflicienten sind nach den von Herrn Brendel 
gegebenen Formeln und den im I. Kapitel angeführten Zusätzen zu rechnen, 
oder aus Gyldens schon erwähnten Hilfstafeln zu entnehmen. z{’ besteht nur 
aus C-Koefhieienten. Da P eine gerade Funktion ist, so treten hier konstante 
Glieder nullten Grades und zweiten Grades auf. Die letzteren aus n° ete., wie 
sich später zeigen wird. 

Damit wäre die erste Aufgabe für die Behandlung der charakteristischen 
und kritischen Planeten erledigt, die Herstellung der P, @, Z in der Differential- 
gleichung bis auf Glieder v. d. Ord. — incl. genau in den Hauptgliedern. Nun 
müssen diese Differentialgleichungen, da sie nach Vielfachen von S und R fort- 
schreiten, weiter entwickelt werden, indem auch hier die Koefhicienten der 


12 


Hauptglieder bis auf Grössen v. d. Ord. 


genau gerechnet werden. 


1 
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Ermittlung der g-Koefficienten. 
aA 3 A A A IA 


I 


A 


[ 2:0-0 
: 2-0:0 
— IEy2OTEr nd El 1-0 
r 7 A200 2A, 9: Ga = An 
(Or N 
Sy : ee IA 2A an 
2-10 
_ 1 y-ı10_ 1 3 
— Ar, 2Ar: . AR 2; Ayco 0 = Ar 
i— —1 4! A w _—_ 1 4H10_1 4-10 + _ 
& 2 Art A200 u 3 Aysı er Ayıı mr Arc T Ayo 
| EN  ) 
2. ya Ge > A: ii 
| 2-0.1 OF e Aw 2 (4) 
1 ee +1-1-0 1 A-1120 __ 1 g ea PREFAHTT A SE: q 
Ta 2; Aa air A: 2A Ta 3 
BE 1A 10 A — 1® = 
2 2:0:0 az 2:0-0 g; (RR em Ar er st A > Asa 
4 01112 F 
EB. A: 5 
4 41-0 (1) ze: E11 0.07 u RE + —l 3 +1 
Be. 4 HER 0 A 94 3A I 2 Ayıı 2 Ayıı Ara : Anm! Araı 
a 24.10 2 776.1:0 an Brot 4 Fs0.0 61:0 ame Azrı0 
N N ir TEN 
.: DIR) 9, Se: A A 
| % ER 2 2.1.0  4#2.0.0 
| % ® _ ı A-1170 1 
‚= Ar, ER: Au = 2A, 
| E SEN 40 —ı Yes Der) | __ 169) 
= 1A. u z As nn Asa Asa 4, = P} Ayo fe 2A, s r7 A — 77 de 
j 3 ; ONE rk) Be) 
a — An, —. 0 us 3A A =q 
! (A410 En (4) 
Me — 2 Asch Ayo —= 
E | | —ı 
ı A sul: A, < Ar, (Oz: A=! 2 A, 0:0 > 45 0-1 
: u 2:2-0 ) YB Ba 2-11 Ö 
| 1 1 
ER 1:0 Var 3 44H DEZE A LL0. 07 +1-1-0 — pr 
Frag Are SAL A rn. Asıo % = 44,1, 14,1 -24A.,+ 3.47, 
[a —1-1-0 (EEE AF1:1.0 
' Ku A, +34,00 9, ae 3A, 
Bi. —1-1-0 1-10 __ —1ı ) SET —1.1-0 BEN (2) 
Fi 14,7% +3Ag10 : SA oe 2 As pe 34,10 +3A,00 ed 
| ee E30) 41:0 A TEN—1:1:0 1 
| —34,.0+ er — OR Asın Gew 4, ze Ay 
VE 1-0 (4) OLE —1 9 
—= Az 2A, — Ho Ay, Arno t2Aeoo 
BAD Ba) 
| er lee er eh —ıM 
: A 
Bi 1.1:0 +1-1:0 +1 (e 
: (mm An: +3 As1ı — 24, I m d2o 
N ae (OD ER | 10 
a — A Io = aA, 2A. 
4 —1-.1:0 U (RT +1-1:0 1 —1.1:0 
a — A —3Ayn 9 — 34,0, 13447, N 
6) Arkieh) an 3 (DJ LURE Sr -110 4 1.1.0 __ — —ı er (4) (4) 
: (u A, 1 A102 Aa Io = Ar 3A; san Asn se Is +9 
‚(8 1-0 NE nA) 10) __ ı 410 DEE (4) 
k: (u A 2A, = Io = 34,00 2Asoo —= 4 


(oO) _2 
I Pan: Ars 

{69} 1 4210 _1 44210 __ 2 3 4 2 

I 34,30 34,2, 24,7,0+% 4-1-0 A, 


a 2 2.1.4010 ER) 
Ina 3A, A, a en 
daS MEN T:.00 26 rc) 
91 = 4A, DEE q 


ans ı 410 EIER (4) 
305 —3400, 724.00 amd, 


11 


| 
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Aa de = A . 
A At rAen = A 3A 2A 
4A =? | = A 
Ant Ara | = 4A +Ascı = Ge 
4A AN — FE 
As Aa: =, 5 = a A 2, Ten he 
ara. = 
ya T A A. (e = En A 
42-0 2 On 17 6.2.0 Ö, 
AS HFAN HABA ER = 3A + HA RA AA, 
ar As ae 3 A ann 5% 3Ayı 2 Az. IM 3A, 
ya HA. Im — dAaıo + duo =, 0 
Ay A m 2 Gm — 4Asno + An — ee 
A A ge 95 — 3A 2A = U 
ö 14) __ A = (2) 
Ar, j Ares Ah Da. \ 2 es 
BIS. M En ‚ge Aa or Ann 
Ar A + A Art Asrı & m 3% 
PO a — gas As aa 
AA lee 
A ee ee el 
Pe a A A a 
Ar AG Ye Are A 2 
Ei N a 4a, MA, 
a a eh a ie: 
3 A ab 3 Asa +4: 9A: 
IA En ae Asıı 
- jan = og? 3= JAH HASHIC+ 2A AA, 
1A A. = A 
A + A = ge a en 
N I = 4 Ayo 2 Aus Fu : 
| wa 
Von der Neigung abhängend: Ä 
‚PSIaN an Aura 
Ge — Edited en 
era Fe, Ay — Ayo ER 


N NE, —1:T:0 au —1-.0-I 
7 Ti 2 4.0.1 ei A 
MI __ 14-110 _T A101 

Tan 3A, 3471 


sw 
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—— A. 1% == Az 
— — I — N a 
3 > 3% 220 2A... „= An 2, 
= AA. = = 44,24, = q® 
TE ae en "(= ya 
a | = nr Au = gl 
22-22, = 7, 
140, -24,.= q® PU 
ee = HABA. = ae 
k — — — — 
i 340° —44,131 Ge = 5A a An HA NOT 1 Ann 
a q., ar 
A, CB ==7 Ar, ; 
— 3A AR 24, = 3A + A 2 3A, 
A = ee A 
LAN HA, FI —gq Ge — AA, SI Es 
Aa Art dd, = JAH 4 Ans 
D Ve 2 rt aus 9 ra 73 
KA ARN 2, a) Au, 
ZAa.=- gm = 442041 40H, 32%, 
A HAA, 00 ar —6. N — 3A Ass I = 
A — 4A 4A, — ge 
A Ge SA gain — gl 
= we A, 
A 3A 2A, In BA Ah 2A,, An, 
ya, = -q@ 2 4A 2A. = A 
int 2A = Mm N line 
Ben. 1 A017 — di, An 
Bi 0% I HN 
AA BA Ge — Ai HA + BA Ar 
le Ayo ers =. a = Ar Ara A de 
En. 14.= ei 
AA A A 


SAL-T:ON 1 Ae10T ST 
0ER a 4A, +44,,% — Ge 
5 
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a AN 

N 
06: Sem 14050224, or 
Pl 1 Fa Ya 
A 
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Ir 2A 44,3, 
(em 
1 
— 


Ermittlung der Koefficienten koordiniert in Q. 


r, It 3 Kl ONE Au 0A 


Ari 


61-0 


6.0:0 


LED 1 —1-1-0 = —l 

DE An, 14 A,R, H2A0 4A, 34, 
NER], 1-0 (2) 

TmN2 Al —n 

NN) urn.) (4) 

Kr Ar Aa DT ledig 


| 


EA: —1-:1:0 1 —1:1-0 it ei 
In: DArı A +24, 0, AAmı 
ET 1-0 ann?) 
a, 3.4,0, SET v, 

1 1-0 za (4) 

3A, Ass eh 


Ermittlung der p-Koefficienten. 


(Om 
Y, EN A 
a 
(0), +1 (0) 
, = Au T, 
MW) __:1 47-10 + [69) 
Nez Ay, z2d, r, 
(ER AH:O (2) 
Na = 2A, Ta 
(DIE HA LO) ET [e3) 
Non; Bıs 3A,.00 Y, 
Ko) eat Sat (0) 
N; SER A r, 
VW _ 1 4+.10 1 4H-1-000€ +1 a) 
r, m. Ai Ei 2 Ar 2A), r, 
(8) REAL ON en (2) (3) 
n; RT? Auch V, TV; 
(ET ER Ne) (a 
r; Ba 3A, An —elig r, Kern! 
KO) 
Poze Bo 
INES, 10. 500} 
P, en Biss B, 0-0 


—= 4 Bio +3 Baio —2Bar +3 Bao 
= Bio 

mr % Do AR IE Sort Do: 

= B;o.1 

— 4 Bosı +4 Pisa —2Bi5. 

— Bi. = 

=; Bas kg: Da FE 2, 

—= Bin 

— Des Bein a Pas Bono 


1 1-0 
19; Dis 


1 1-0 
ıB 


40:0 


2D,.00 


(0) 


Pı 


a) 


Pı 


169) 
Dion 2 


N 1:0 
—1B 


| 


By 
B:°® 


ı pP! 
0.0.0 12 Diss 


5%3 2B,.0 m Din ar 92 


1 


= Bi}, | 
— Ba Bl BL, BB Ban 
= Bi, — MP? 
= Bi, =? 
— De 
— 4. B,11743 B1°+ BL, —8B,}, 
= Bi, — pP 
2) 


IB: 


0.00 


=Pp 
BH 


0.0.1 

4 PH-0 | I P-.10 1 —1 
378 Ben +3 BB: ER 
Er 1-0 ET) 

Fe 4. Bin. Fl 


BT 2,0% = pr 


4-00 
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Zi GM) u —1.1:0 1 
Bu. Feder EU USCER 3 Bari maß. 
mM, 2 = HB BB HE Bun. = Me 
U NEE 3 1 ne 
j EB: B,..+3 Bars 3 B,.0 x = 4. B3..- Bas — 9 
1 B10 3 h 
a a = Bi, -B,, = p® 
ı B-:10__ 1 3 BE (RT) 1-1-0 
i aB,1. ZB Bon —E Ds; Br o— B 
! ıB:’ _B eh) p, vn, 0-0-2 
B 22.0.0 2.0.0 — {68} 1:0 
— 1 Bi ,—B 
i RB A BETEN 2 2-0-2 20-2 
> Ar: (le HET: 00) 
— I Te tet y-3bai =M 
ö, Gr I ge BB) 
E 5 40-1 4.0.1 0° 4 
SR | +1-1-0 1 —1-1:0 +1 1 +1 
\ = een 4 Bali N LOFT INBN uD — 9” 
! 1 Bo Slam 7323 222:0:0 20.0 — Po 
j 2 72-0-1 
n 1 R-:10 13 EaEre (0) 
N sB;.o 3 Dyoo um) 
; — B,.0- B,..0% Ayo KO) REIE E E Dos Ass 
e Ö, 2-.1-1 ö, 


= Bia.0+% Bis 2 Bart 11.0 8B 


BI PEN De —1 + 
4.00 3:BD,.1 er ee aß Bas 
1 RPtt1o0 , ı P-1-1:0 

EB Br +3B,.00 


1 +1-1-0 
1B 


0-0-1 
EIR —1.1:0 IE —1-1:0 __ 1 —1 ey Be —1-1-0 Beh (2) (3) 
2 JE Air 2 Bei, 3B4.-Pist3 Biss Ps SI v7 Di, +9,00 Io P, pP; 
9 ET) : — 
+2 Bo =D, 2p, #Pı Di —— IB —-Bi 


1:0 pl. EN) EN ® 
m IR 4 Bis Ze EEE pP, D —S RE R —3BD10+? Bas 


(8 1 1-0 aa) 
Ps 3B 25 = 


— BH 4.0.0 1 
TR 9) 1-0 @) 
Ps GE Bios Ti P, 


1 R+r10 | ı PR+ı-1.o +1 
Te ur ONE +4B —2B 


4-11 41-1 


ne en en er a nee ne 
Se 
SE 


TE Dr, Di = BD, 
3 Bir on = Banat3 Ban —2Bıo. 
Ban, = BEI HB = pP +2pi 
Ben Bio h2 Boos Do Bes iD... Das Sb. ı 2.19 
Boa. =D Din = Boootb Bio 2Buo = Mr 
3 Bus = = 
= Bo 2% — Ba 
Ber ıB 2 2B 0 +3 Bo Bio | Pi — 3 Baus + Ba —2P Aıt3 Bas 
Bo EN Bine — pe 
22 B,..- 22 m —=4Bi = m 
Bo pe = HB Bi, 
3 Bi. = Pr em iBin Bio Po 
Er. 22. =»: 2 Bil, — 
2 4B, = p? 
Da: =; Broo 2B,. 2 


Hr 


| 
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(0) 2 
25 = Biss 
(1) 1 -+2:1-0 1 —2-1:0 —2 
Pıs 4. Bis +4,35 m2D: 


| 


ER N Pr 11-0, (2) 
Piz DE 1.Dyo1 =» 
&: __ I DHELOoN Dr. 2 ,@ 
Pıs BER 3 By, Bin RR Pr 


| 


(13) 1-0 MER, (2) 
Pis Far Bis, AI P, 

(16), ra LO (0) 
Piz 35 set p, 

A) __ ı P1V BE (A) 
Ps = 2 B +0: ann m Ayla 


Ba, een 2 = Bi, Frulate 
1 1 
4 Biss 4 Bono t Das 9 Bono Di = 3 Bass +3 Bans +2Biao Bar 
an E10 Dass Den HB. 0 Bin0 2 
3 Bis +3 Be = MW Yu = Ban t3B.o =D De 
u pe = HB Bl, = op 
BB2.002 Daran er Dr. 2 = 3 Bin 2 Dis Der: 2 
Bo = Mm Pa = 3 Bi 1ı 
3 or Dasso San De Mn Bes, EIER De: 
Bart B, 0.0 <A p® B2. B,..0 > Are 
4-11 2 Ö, 18 61-1 ö, 
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die Behandlung der charakteristischen 


und kritischen Planeten erledigt, die Herstellung der @, P, Z in den Differen- 


tialgleichungen bis auf Glieder v. d. Ord. 


m” 


Ö 


inel. genau in den Hauptgliedern. 


Nun müssen diese Differentialgleichungen, da sie nach Potenzen von S und R 
fortschreiten, weiter entwickelt werden, indem auch hier die Koeffieienten der 


Hauptglieder bis auf Grössen v. d. Ord.— 


12 


genau gerechnet werden. 


An dieser Stelle will ich auch Herrn Ludendorff für die Bereitwilligkeit, 
mit der er mir gestattete, aus seinen Resultaten Nutzen zu ziehen, meinen 


besten Dank sagen. 
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Drittes Kapitel. 


Die Integration der Differentialgleichungen für die Glieder nullten, ersten. 
und zweiten Grades ohne Berücksichtigung der exargumentalen Glieder 
sowie der Veränderlichkeit von n, II; n', IT' und sinj, 6; sin’, o'. 


$1. Die Glieder nullten und ersten Grades. 


1) Das vorliegende Kapitel wird über die Integration der Differentialglei- 
chungen handeln, wie sie in Formel (1), (2), (8), (7) gegeben sind. Es kommen 
in diesen ausser gewissen Potenzen und Derivierten von n, d.h. ausser lang- 
periodisch elementaren Teilen, die Funktionen Q, P, Z vor. Die ersteren wollen 
wir bei unseren vorläufigen Betrachtungen ausser Acht lassen; ausserdem kommt 
noch 8, R, 3 rechts vor. Für diese benutzen wir, soweit sie in der zweiten Po- 
tenz der Masse auftreten, unsere Ansätze des vorigen Kapitels. Für $ wollen 
wir noch folgende Annahme für den charakteristischen Teil machen: 


50) S —= o,n cos(2w—v ta ?” cos (dw— 2v + a,, sin?) cos (dw — 2 
2 14 30 
+a,n' cos (2w—v,)+0,,nn' cos (dw— v—v,)-+ a, sinjsinj' cos (dw—d—d,) 
an cos(dw—2v,) +a,„sin’)' cos(4w—2b,). 


Unsere Entwicklungen schreiten direkt nach Potenzen von Grössen fort, die 
mit Excentrieität und Neigung vergleichbar sind. Also von diesen Grössen wird 
es in erster Linie abhängen, bis zu welchem Grade (so wollen wir die Potenzen 
dieser Grössen nennen) in den Formeln zu gehen ist. Es scheint im allgemeinen 
für Planeten mit mittlerer Excentrieität und Neigung die Mitnahme des zweiten 
Grades noch erforderlich, die des dritten jedoch nicht mehr. Andererseits treten, 
wie wir ersahen, noch Potenzen der Masse auf, und zwar kann man sich bei ge- 
wöhnlichen Planeten in den meisten Fällen mit der ersten Potenz der Masse 
(ersten Ordnung) begnügen oder braucht nur wenige Glieder zweiter Ordnung 
nachzutragen. Anders ist es jedoch bei charakteristischen und kritischen Pla- 
neten, bei welchen eine Mitnahme der zweiten Potenz in den Hauptungleichheiten 
von Anfang an erforderlich ist. 

Ausserdem bringt die partielle Integration noch das Auftreten exargumen- 
taler Glieder mit sich, welche, obwohl nominell mindestens zweiter Ordnung, 
durch hohe Potenzen der Divisoren verhältnismässig gross und gemäss unserer 


Definition des En mindestens von einem um eins höheren Grade werden als 
diejenigen Glieder, aus denen sie entstehen. Deswegen dürfte es bei kritischen 
Planeten ganz besonders geboten sein, auch die aus den Gliedern zweiten 


Abhdlgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl, N, F. Band 2,2. 6 
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Grades entstehenden exargumentalen Glieder zu berücksichtigen. In dieser Hin- 
sicht ist das Auftreten von Gliedern dritten Grades zu erklären. 

Wir wollen nun bei der Integration derart verfahren, dass wir in diesem 
Kapitel die Integration der charakteristischen uud koordinierten Glieder durch- 
führen, ohne Rücksicht auf das Auftreten des V im Argumente, und zwar sollen 
die Differentialgleichungen einschliesslich Glieder zweiten Grades und zweiter Ord- 
nung in den charakteristischen Termen gegeben werden. Ebenso sollen zuerst die 
langperiodischen Funktionen n, II,... sin), 6... als konstant betrachtet werden. 
Auch die Integration des elementaren Teils der Funktionen $ und V sowie (e) 
und (3) wollen wir hier fortlassen. Was die Integration der gewöhnlichen Glie- 
der betrifft, so reichen die in Br. Kap. 6 gegebenen Formeln vollkommen aus 
und wir brauchen diese nicht weiter zu berücksichtigen. 

Ist dies erledigt, so wollen wir das Auftreten von V in den charakteristi- 
Argumenten berücksichtigen. Dies führt uns auf die exargumentalen Zusätze 
ersten und zweiten Grades, sowie auf die exargumentalen Teile der Glieder 
dritten Grades. 

In demselben Kapitel werden wir dann der Veränderlichkeit von n, IT ete. 
in den charakteristischen Gliedern Rechnung tragen und die hieraus entstehen- 
den „Zusatzglieder“ herleiten. Im engsten Anschluss hieran steht die Ermitte- 
lung der elementaren und konstanten Glieder. 

Dann erst sind unsere Formeln vollständig, und es erübrigt noch, sie für 
eine bequemere numerische Rechnung umzuformen. 


2) Was die Integration für Glieder nullten und ersten Grades betrifft, so 
kann ich mich kurz fassen und in Einzelheiten auf Herrn Ludendorffs Disserta- 
tionsschrift sowie auf Br. Kap. 7 verweisen. 

Wir machen folgenden Ansatz für die Differentialgleichung in $: 


(es) Si ds, AS, 


dv dv dv dv 


Dies dürfen wir, da wir vorläufig V in den Argumenten nicht berücksichtigen. 
Erklärend sei hierzu bemerkt, dass $, den Teil »-ten Grades der Funktion be- 
zeichnet und dass ist 


() — dem Teil der Differentialgleichung vom »-ten Grade, 


dass dagegen ist 


eh (7) an en (7) an >< (Glieder von mindestens erstem Grade), 
dv dv)„. 97 W dv oV. 


also dann verschieden, wenn wir V nicht als konstant in den Argumenten an- 
sehen: 
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(61) gg, 


Hier brauchen wir nur die C-Glieder ersten Grades von der Funktion S$, 
mT2 
Das letzte Glied ist v. d. Ord. = und da @, keine Konstante enthält, kann 


es zu C-Gliedern keine Veranlassung geben, es bleibt also auch im Integral 


12 
m - 
gg, weswegen wir 


12 
m \ . 
von der Ordnung a wird dagegen in R von der Ordnung 
1 1 


es mitnehmen. 

Wir wollen hier noch einen Schritt weiter gehen als Herr Ludendorff, da- 
mit unsere Formeln auch für kritische Planeten Giltigkeit behalten. Da $ 
und W bei denselben Gliedern denselben Divisor erhalten, also in W das Qua- 
drat des Divisors auftritt, wollen wir hier in m auch Glieder rein zweiter Ord- 
nung mitnehmen, insofern sie von der Art C sind; sie werden dann in V von 


I 


der Ordnung ja < m'. 
1 
Wir bilden also, soweit C-Glieder entstehen: 
ds, 
oe —38,09,-38,0.- 


Bezeichnen wir nun mit 7,S, die C-Glieder in S,, so ergiebt sich folgendes 
merkwürdige Resultat: 


TS, = -[BS,Q,+35,0,]@w = 0. 


Die C-Glieder in S, werden, soweit sie rein zweiter Ordnung in der Diffe- 
rentialgleichung sind, im Integral Null mit einem] Fehler v. d. Ord. m’ resp. 
an"? 
ON: 
ohne weiteres einzusehen. 

Wir erhalten also 7,S, genau bis zu Gliedern rein zweiter Ordnung excl. 
Unter Berücksichtigung der Formeln für Q sowie des Ansatzes für $ erhalten 
wir, wenn wir sofort integrieren, für den charakteristischen Teil in $: 


mit Ausnahme von p.const.S. Den Beweis will ich hier nicht geben; er ist 


(52) pars (S,+8,) = a, cos2w+a,n cos (Zw—v)+agn cos(4w—v) 
+0,n' cos (2w—v,)+a,n' cos(4w— V,). 


Die Werte der Koefficienten sind: 


en 62% RS: a 3,0 

(53) Ad er 1+96,’ Er Ö, ’ N — 1+26, [4.+2 9 ®,] 
Au, „® i 1 2 

El ee a, GE = ira, ri el 


6* 
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Den elementaren Teil ersten Grades wollen wir zusammen mit (e) ermitteln. 
Auf einen Umstand will ich hier gleich noch aufmerksam machen, die Grössen 
5, und 7, werden in diesen Untersuchungen niemals als Divisor in Verbindung 
mit Öd, auftreten, im Gegensatz zu Herrn Ludendorffs Formeln; denn wir be- 
trachten n sowie IZ, sin) und o überall als vollständig konstant, mit Ausnahme 
der charakteristischen Glieder, welche ö, als Divisor erhalten. Dort nehmen wir 
n, IT etc. als variabel an und erhalten infolgedessen ganz neue Glieder. Herr 
Ludendorff hat dagegen n, sin) durchweg als konstant angenommen, in IT, 6 aber 
den secularen Teil berücksichtigt, d. h. gesetzt: 


IL =. 0, 6= 6,—TV etc. 


wo II, und o, an Stelle von ZI und o in Gleichung (10) auftreten. Unsere De- 
finition von n, II sowie sin), 6 schliesst dies aus, und wir folgen hierin Herrn 
Brendels Theorie der kleinen Planeten. 


3) Da R eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ist, so werden hier die 
kurzperiodisch elementaren Glieder einen kleinen Divisor erhalten, also schon 
ein Glied nullten Grades. Wir machen folgenden Ansatz: 


d i (R, ar R,) == 
an Flel, — 

AR, ao). 
' dv 


a er 


Hier vernachlässigen wir stets in Q, en, sowie in Q, u die Veränder- 


lichkeit von n, II, sowie im ersteren auch die Anwesenheit von vi im Argument. 
Denn wegen des Faktors g werden die aus n, II mm) Zusatz-Teile rein 
erster Ordnung, also nicht mehr elementar, treten stets in m’ multipliziert auf 
und werden dann rein zweiter Ordnung. Da ferner 


de & oR, dV 


dv dv 07 dv 
I n' 
ist, und da Luis v. d. Ord. m’ bis 7 und au v. d. Ord. —- ist, so würde der 
oVv Ö, dv 5 
7? 
aus V entspringende Zusatz ungünstigen Falles v. d. Ord. r; und er tritt dann 
7"3 
überall in m’ multipliziert auf; der Fehler ist demnach v. d. Ord. r ‚ liegt 


also unterhalb unserer Genauigkeitsgrenze. 
Die Integration führt Herr Ludendorff mittelst des früher gegebenen An- 
satzes für R, und R, und mit Hilfe der Koefficientenvergleichung aus. Wir 
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wollen uns hier der Variation der Parameter bedienen, welchen Weg auch Herr 
Brendel in seiner Theorie der kleinen Planeten eingeschlagen hat, und welcher 
eine bequemere Berücksichtigung der Variabilität von 7 und II gestattet. Da 
das Hauptintegral mit den Konstanten schon ermittelt ist, es sich hier also nur 
um die Ermittelung des particularen Integrals handelt, bedienen wir uns fol- 
gender Formeln: 


ren en 


. Das Hauptintegral unter Vernachlässigung des zweiten Gliedes lautet dann 
in periodischer Form: & = g,siny—g,cosy. Variieren wir die Parameter, so er- 
halten wir die bekannten Bedingungsgleichungen : 


1 
9 = sole Dar ne- Nu] 
‘ dg, cos 
= zb e+dy-ce-Dp], 


b sin 
@=0)(1+e) cos” 
Komponieren wir die in der Differentialgleichung für R stehenden periodi- 
schen Aggregate zu charakteristischen Gliedern, so können wir diese schreiben: 


d’R 
dv? 


und das particulare Integral ist gleich 


(55) +R = b,,.c0s2w+b,,.n cos(w—v)+b}.,n cos(dw—v) 


+5, cos 2w—v,)+b,,,n' cos(dw—v.). 
Hier ist: 


(66) bu = am Bar = 2m ts tuts h, 
Ott HB; 
ba = 2 tr EI + —P,)e, 
Du = 2 Petr g)Pı + aD) 
Das Resultat der Integration lässt sich in die Form bringen: 


(57) R,+R, = P,cos2w+ß,n cos(2w—v)-+P,n cos(dw—v) 
+Pß,n' cos (2w—v,)-+ß,n' cos(dw—V,). 


Wie im vorigen Kapitel erwähnt wurde, treten infolge Mitnahme der zweiten 
Ordnung alle Koeffieienten als Funktionen dieser ß, auf, von welcher Thatsache 
man sich leicht durch einen Blick auf die q- und p-Koefficienten überzeugen kann. 
Die ß, werden sich demnach nicht direkt ermitteln lassen. Wir bekommen viel- 
mehr für den ersten Grad je zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten für sie. 
Sind diese aufgelöst, was im Schlusskapitel geschehen wird, so sind erst die 
Werte der ß, ermittelt, und dann können wir die Koefficienten in 8, die ebenfalls 
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in Funktion dieser ß, bis ß, gegeben sind, berechnen. Wir wollen uns vorläufig 
mit folgendem Resultate begnügen: 


D2.0.0 651.0 b;: 


ne naap Maya = ad 
(58) be bt. ü 
Padrsydze): “ad 


In Wirklichkeit werden die Gleichungen wegen des Auftretens der exar- 


gumentalen Glieder nicht so einfach sein, weil die y, in E ebenfalls durch 


die ß, auszudrücken sind. 


4) Wir wollen jetzt die B-Glieder in 8, und 0, = (e) ermitteln. Zu diesem 
Zwecke schreiben wir die Differentialgleichungen hinreichend genau folgender- 
massen: 

ds, 
’ dv 


"0 = 23,- P,+28,8,—28, P, — oo 0, ae, 


Im 9,389, 


oder, die B-Glieder ausgesondert und $ integriert: 


(59) T,S, = a,nc0sv-+.a,n'cosv, 
ze +39, 6%] 
,= oh +29] 
2 1-2 SnlalorL Ins Ne 

Ferner ist 

(60) 2 en ) — bi ,neosv+b,,,n'cosv, 


Doio Tan 20, —P,+0,(,—p)+3ß.+r)+$r,B, 
Ds ae 20,—9,+0,(0,—P,)+3B.(g tr) t+3rıß- 


In betreff der Integration bedenken wir, dass wir unbedingt n und IT als 
variabel betrachten müssen, und dass nach Gleichung (10) geschrieben werden 
kann 


(61) N en @v—) — x “  @-0)+2%,. Br „a, 
an (&— N) = Em Zu. (@-@ Sf 


und dav = v-IL,v, = v-I, ist, so erhalten wir unter Anwendung der Va- 
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ziation der Parameter: 


ulm bat C08 bir, p.cos 
(62) A u ar RC N re n af a 


Din ‚cos re cos 
ln „Hi +5” ln II, dv. 


Unter Anwendung der Gleichungen (10) und (61) integriert: 


(63) = +5 not 2 ner-0)] 
ern 
a net 
0 = Ze 4 o]oos@-0+2 22 + 28 ]0s@-0, 
+3 Du > + 203-|00sw-@,) 


Andrerseits muss sein: 
(64) (0) = ncosw—II) = x cos (® — o) + ID) x, cos (v— @,) 


Durch Vergleichung der Koefficienten kann man «, und g berechnen. Doch 
wollen wir dies im nächsten Kapitel genauer ausführen unter Berücksichtigung 
der exargumentalen Glieder. Die s, und «), liegen schon anderweitig ermittelt 
vor. 


5) Wir kommen jetzt zur Berechnung von W = K-+V, soweit es vom 
nullten und ersten Grade ist. Wir erhalten die Differentialgleichung hinreichend 
genau, wenn wir schreiben: 


er una, gs lon loRsysp: 
v (0) () 070 o 


+8,—2R,—2R,S,— 2ER, 8,+(6R,—28,—12Rö-+6R,8,)ncos v 
da 
mau 


Ebenfalls mit hinreichender Genauigkeit erhält man folgenden Ausdruck, 
wenn man sofort mit Hilfe der linearen Integrationsdivisoren integriert: 


{65) K,+K, = «+Y,sin2w+ W,, sin 4w 
+ Wi, nsinv +7,nsin(dw—v)+yn sin (2w+v)+ W,nsin (6w — v) 
+ W#,n'sinv,+7,7' sin (4w—v,) + W-., n' sin(6w—V,). 
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5, welches sehr klein ist, werden wir später berücksichtigen, da es aus der 
Veränderlichkeit von n und I/ in der Mittelpunktgleichung entspringt. Es Ban 


hier ein koordiniertes Glied y, auf, sowie fünf Glieder, die Teile v. d. Ord. 


r- 
enthalten, was durch die Gestalt der Differentialgleichung verursacht wird. 
Die Koefleienten lauten: 


ee) 1 = ag BB BAER Bl] 
Wa gg en uch = Trap, lm 28-0 +88,B, 
= gg SE -ER 438,8...) 
(60) | we = a, B—a,B.+38,B,.+0,-68] 
Wi = [9-0 —0,8,+38, 8, 
Wal = gr iR BEE HER Sn 
| Wei. = ggg [iR +39, ß) 


Jetzt sind wir auch in der Lage, a, und b, zu bestimmen. Da c, nur Glieder 

rein erster Ordnung enthalten soll, und da andrerseits sein muss: 
= 2, —0 
so folgt: 
(67) \ > a su )R, 
0 27.0 
Das Integral für V können wir folgendermassen schreiben: 
(68) V,+V, = yuv-+Yynsin (2w— v) 
+ Yin sin (2w — v,) 
Hier tritt also der seculare Teil auf, der bei kritischen Planeten sich fast 


der nullten Ordnung nähert und deswegen nicht gleich Null gesetzt werden 
darf; er ist, soweit er nullten Grades ist: 


y»=.3ß}; ferner pi — Fr y = = 
(97, = Be a Hola Hann + ol 
2 3 I+ö, 6, 1+6, SER, 1 5, a: & 


(0) (0) 
Er) SH 284 ee 
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Es sind dies bis auf die exargumentalen Zusatzteile die Formeln, wie sie 
Herr Ludendorff gegeben hat. Eine Vergleichung der Resultate zeigt jedoch, 
dass wir in der Genauigkeit weiter gegangen sind. So haben wir in R, die C- 

le 
Glieder inel. Grössen v. d. Ord. > berechnet, wir erhalten also, da 7,8, 


mit derselben Genauigkeit gerechnet ist, V, genau einschliesslich Grössen v. d. 


12 
Ord. r 


da wir auch in der Differentialgleichung für V die Entwicklung bis 


12 
zu Grössen v. d. Ord. "— inel. geführt haben. Diese Genauigkeit dürfte in 


Anbetracht kritischer Planeten nicht zu weit getrieben sein, bei denen Glieder 


12 
vd. Ord: rn 


fälle der charakteristischen Planeten, wo d, = Um ist, werden derartige Glieder 
in V erster Ordnung. 


ausserordentlich vergrössert erscheinen; und auch für die Grenz- 


6) Wir haben jetzt den charakteristischen und elementaren Teil der Funk- 
tion 3, des gestörten Sinus der Breite, zu bestimmen. Wie aus der Differential- 
gleichung und aus der Entwicklung von Z hervorgeht, wird diese Funktion min- 
destens ersten Grades. Wir machen folgenden Ansatz für die Differentialglei- 
chung unter Vernachlässigung der Glieder v. d. Ord. m’. 


a +6) = Z = „Sinjsindp-+2,sinj'sinv, 
en +83 = 4-% u — („sin jsin (dw —d)+ cz, siny' sin (dw—d,). 


In 2 wird die Variabilität von sin; und 6 vernachlässigt, was einem 


m? 


Fehler v. d. Ord. 5 


3, und 3, aus dem vorigen Kapitel als Funktionen der &, und &, bekannt sind: 


im Integrale gleichkommt. Die Koefficienten lauten, da 


et —— 1 Grau 
(71) nee len) 2 


Integrieren wir mit Hülfe der Variation der Parameter, und bedenken wir, 
dass die exargumentalen Glieder immer um einen Grad höher sind als die Glie- 
der, aus denen sie entstehen, sie also hier mindestens zweiten Grades sein 
müssen, so erhalten wir diesmal vollständig genau: 


(71) 3, = & sin) sin (dv — b) + 8, sin,’ sin (dw —v,), 


wo ist 
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—1 

= Ha + 
el) R 

5. = 46 (1+6,) BP +2p, +26) 


und wo die &, diesmal von vornherein leicht zu berechnen sind. Zur Ermittlung 
der B-Glieder verfahren wir ähnlich wie in (eo). Aus (10) folgt: 


sn Sun sm 
/ 2-0) —= 2—® _ 
sin) a v—6) Sn v—-9)+ sin, Es (2v—#,) 
(72) 
sn 2 sin 
NZ os (2 —06,) = Disinı) wi (2v—9,). 
Da nuınv = v-so, dv, = v-eo, ist, und da ferner ist: 


lg, ins (o+o)do + sin)‘, (0-o)do] 


[r.;, si sin N 
+ 33.|,fSin) a (vd, + v) dv + [sinj a (d,—v) do|, 


wo g, und g, jetzt eine andere Bedeutung haben als in og, so folgt, wenn man 
(72) hier einführt, integriert und dabei bedenkt, dass (3) = 9, sinv—g,cosv ist: 


—1 A 1 , SE 
= are 2,0 na sin®—#%,). 


Andrerseits sollte sein: 


(73) (3) = sinjsind = sinısin (v— 9) + Dsin:, sin (®—#,). 

Durch Koefhieientenvergleichung folgt 
“ un u a, sine, 

näherungsweise: non Sl on En: 

streng dagegen: 

(73) zwar) — 4, sing — 6 Sea 

2er | 
2 

Weiter ist: 

(73a) „= Wn+te—uc, © = 9-1,B, 9, = ,-T. 


Die r, und sin:, liegen aus der Theorie der grossen Planeten als bekannt 
vor. Da hier keine exargumentalen Glieder auftreten können, so haben wir 
(3) wie 8, bis auf die Zusatzglieder in definitiver Form ermittelt, und mit einem 


Fehler v. d. Ord. - 


im Integral. 


OT 
m 
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82. Die Glieder zweiten Grades. 


@) Wir wollen jetzt die charakteristischen und auch langperiodisch elemen- 
taren Glieder in $, ermitteln. Wir erhalten sie mit hinreichender Genauigkeit, 
wenn wir die Differentialgleichung folgendermassen ansetzen: 


ds ; dn? 
a = 9399-38, 9,-38,0.-4 77, 


indem hier in S, und $,, soweit diese Grössen in Q multipliziert sind, nur die 
charakteristischen Glieder zu nehmen sind. Das letzte Glied wollen wir vor- 
läufig noch weglassen, da es nur A-Glieder hervorruft. Ausserdem wollen wir 
uns erinnern, dass durch @, und S, schon der Neigungsteil hier auftreten 
wird, dass also das Integral doppelt soviel Glieder enthalten wird als bei 
Herrn Ludendorf. Wir wollen auch hier die C-Glieder bis rein zweiter Ord- 
nung in der Differentialgleichung bilden. Es ergiebt sich dann analog dem er- 
sten Grade das Resultat: 
ds 


pars 7. Tan —3[89,+8,9+ 8, Q,] =. 


Die C-Glieder werden, abgesehen von dem konstanten Teile in S,, soweit 


sie in a rein zweiter Ordnung sind, null bis auf Glieder v. d. Ord. ö,m”, also 


dv 
im Integral bis auf m”. Bei der Zusammensetzung zu C-Gliedern sind jedoch 
in 8 und Q nur die Vielfachen des Arguments bis n = 6 incl. berücksichtigt 
worden. 


Wir haben demnach die C-Glieder in S, wieder bis zu Grössen v. d. Ord. 
12 
” inel. berechnet. Für den Neigungsteil folgt mit derselben Genauigkeit: 


as. - 0 
= -8[8 9, +8, 0] —(. 


pars T, aE 


Komponiert man wieder die periodischen Aggregate zu charakteristischen 
Gliedern und integriert sofort, so ergiebt sich: 


(74) parss, = 
+q, n? cos 2w +.a,,n cos (2w—2v) +0,,n cos (dw—2v) + a,,n cos (6w—2v) 
+a, nn cos (2w+v—v,)+a,nn' cos Zw— v—v,)+a,nn cos (dw—v—v,)+a,nn' cos (6w—v— v,) 
ra, N 7’ cos (Zw Tiver v;) + Q%s; nK cos (Zw a 2v,) au us N“ cos (dv —2v,) Tr Is n” c08 (bw Bu 2v,) 


+ an cos2w 
ii 
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+ a,, sin’ j cos 2w-+ a,, sinjsiny' cos (2w-+v—Vd,)-+ a,, sinjsinj' cos(2w—b +b,)-+ a,, sin? 7’ cos 2w 


+ a,, sin?J cos (20 — 2) + 0,,sin?j cos (4ıw — 2b) + a,, sin?J cos (dw — 2b) 
+a,, sinjsin)' cos (20 —d—D,) + «,, sin siny' cos (dw —v—d,) + a,, sin) sin)’ cos (6w— db —D,) 
+ a,, sin’ j' cos (2w—2b,) +0, sin’j' cos (4w— 2v,) + a,,sin?J' cos (6w—2d,), 


wo die Koeffiicienten sich zusammensetzen aus: 


1 —1 
Ar 1) Vi CAR Ma SE Ö, er 394, u 3], 
il —1 
4, = 1+3, [1.+2(,%,+9%,)], Ay 7 12 N in 24% 3 (49 %)], 


u, — rate) 4, = ER y) Ö, 5 340 Ges 9, %,], 
1l 
(75) du = 128° 2 Ö, (Re (+ g,)« Äh 
E (0) 1 
04 2, Au (1 + 2p, ) ans 3 4,& @,], Ar 1+30, [dir au 3 41% ah 3 4; «| ’ 
4 R 1 
Us u a KB el ir 2p, ) uE 3 CA +49, «,)], Ajs 1+30, ER a 3 gr 3 (4, 4; «,)] ’ 
5 li 
\ an 3 [41 (1 SIE 2p, ) ar G3 «| ’ As Zr 1+30, [9 Ar 3 qı ur G; &,|. 


Diese a,-Koefficienten sind wieder Funktionen der ß,, und soweit diese 
zweiten Grades sind, noch unbekannt. Die ß, ergeben sich später analog dem 
ersten Grade aus gewissen Gleichungen, und nach ihrer Ermittlung können wir 
erst die a, berechnen. 

Hierzu kommen noch die exargumentalen Zusätze und die aus der Variabi- 
lität von n, IT ete. in den Ö-Gliedern entstehenden Zusatzglieder, was wir, wie 
schon erwähnt, im nächsten Kapitel nachholen werden. Die Koefficienten der 
Neigungsteile enthalten auch noch &, und &,, welche aus den Gliedern ersten 
Grades als ermittelt vorliegen. Sie werden: 


1 1! 1 1 


Agg irs,' Qgı iro,be Ay m iros, Ts I = Ii+o, 
“a \ 1 
I — 19 [434 &;o| Og, — 3 rar): Ay; — 1135 (+24 ol, 
(76) ; ; 
a Isı {) 1! 
Tg tea. N), Au ut: 
—1 


+32 0 1 
en =; re) ten |: 


Den konstanten Teil, soweit er en Grades ist, können wir erst an- 
geben, wenn c, bekannt ist. Dagegen wollen wir hier noch die A-Glieder be- 
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trachten. Herr Ludendorff hat in seiner Dissertationsschrift nachgewiesen, dass 
U I 12 13 
mM Mm m m 


T,S, keine Glieder v. d. Ord. FyRBer Wallr älr = enthält, insofern man die 7 und 


II als konstant ansieht, was hier noch der Fall ist. 7,S, kann nur Glieder 
12 18 
v. d. Ord..m!, ar ._ etc. enthalten. Diese sind einmal mindestens zweiter 
1 1 
Ordnung und nur durch die Häufung kleiner Divisoren vergrössert, und dann nä- 
hern sich die A-Glieder fast dem Charakter konstanter Grössen. Aus diesem 
Grunde wollen wir ebenfalls 7,S, vernachlässigen, der hierdurch entstehende 
Fehler wird sich in W derart bemerkbar machen, dass A einen anderen Wert 
erhält, und ebenso n im Laufe grösserer Zeiträume von der wahren Bewegung 
eine der Zeit proportionale Abweichung erleiden wird. Die Sekularvariation der 
Konstanten soll dies dann ausgleichen. 
Für S,, soweit es aus der Neigung herrührt, habe ich die A-Glieder unter- 
sucht und gefunden, dass sich nur in der Differentialgleichung der Teil, welcher 


U 
rein erster Ordnung ist, aufhebt, dass also (7, S,)Neigung — u wird. Glieder 


1 
m 


Fy 


1 


vd. Ord. 


können hier nicht vorkommen. Wir wollen (7,S,)xsigung nicht ver- 


nachlässigen, damit nachher in 7,W nicht Glieder v. d. Ord. = vernachlässigt 


1 


werden, obwohl es selbst bei kritischen Planeten wegen der geringen Veränder- 
lichkeit dieser Glieder wenig ausmachen würde. Es lautet: 
dS 


ae —= q,sinjsinj'sin(6—6,). 


(76) T, 


Die Integration selbst wollen wir im nächsten Kapitel geben. 


8) Die Differentialgleichung für R, schreibt sich so: 


2 
en os Sp Srossglogp op Q 


d(0) d(e) 
TDBE 28,0, dv 


dn? dR, AR, AR, AR, 
ea: dv — dv u dv = dv 


In dem Ansatz für = lasse ich die C-Glieder fort, da sie wegen des 


Faktors d, rein zweiter Ordnung werden, ebenso vernachlässige ich hier in den 
aus dem Argument heraustretenden Faktoren ö, gegenüber der Einheit, da der 
Fehler zweiter Ordnung wird, und ausserdem die Veränderlichkeit von n und /Tin 


2 
ı wie in 2 mit derselben Genauigkeit. Für - bedienen wir uns nicht des 
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von Herrn Brendel gegebenen Ausdrucks, sondern gehen in der Genauigkeit 
noch etwas weiter. In Br. pag. 109 wird unter Vernachlässigung der Glieder 
rein zweiter Ordnung gesetzt: 


2.2 Op ie ) | = ı = 


Nun war nach (60): 
a u 


bi ,ncosv+bil,n' cos v,, 


20 _ —= —nsinv, 
mithin unter Vernachlässigung der Ordnung — 
1 


dv? f 2 
(77) En — p,n?sin2v + (p,—29,) nn’ sin(v + v,)+(P,— 29,) nn’ sin(v—v,). 


13 


Der genauere Wert (Fehler m” resp. = ist dagegen: 
1 


(77a) a — bi... sin2v— bi, nm sin(v+ v,)— 55,.,nn sin (v—V,). 

Herr Brendel sowohl wie Herr Ludendorff vernachlässigen die ersten beiden 
Glieder, was für kritische Planeten nicht gerechtfertigt ist; denn nehmen wir 
2, D. 

dy’ dR, ; 
ee dv mer 


n sin2vß, sin2w — —b#\,B, n’ cos 2w—2v), 
12 12 
so wird schon in der Differentialgleichung ein Glied — also im Integral -- 
1 1 
fortgelassen. Multiplizieren wir aus und suchen wir uns die charakteristischen 
Glieder heraus, so folgt: 


(78) 


b,.,.n cos2w+b}}., nn cos (2w-+v— v,)+b,}.,nm cos Aw— v+Vv,)+b,,,n” cos 2w 


+b,,,,n° cos (2w—2v) +b,;.,n cos (dw —2v) +b,,n7 cos (6w—2v) 
N +b.,nn' cos dw—v—v,) +b.,nm' cos ((w—v—V,) 
+b7,.,n” cos (2w—2v,) +b,,,,n” cos (dw — 2v,) +b,.,n” cos (bw — 2v,) 


+5, ‚sin’jcos2w-FbH sinjsinj'cos(2w-+v—v, +5} ‚sinjsiny’cos (2w—v-Hv,)-+D, ,„sin’j’cos2w 


+5, ‚sin?j cos (210 — 2b) +57}, sin?j cos (dw — 2b) +5, ,sin’jcos (6 — 2b) 
+b,: „sinjsinJ' cos(w—d—v,)+b,},sinjsinj' cos(dw—b—vb,) +5. sinjsinj' cos (6w—d—b,) 
+0? „sin?j' cos (2w— %b,) +5, ,sin?j' cos (dw —%,) +5,;,, sin?’ cos (6w— 2%,). 
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Die A-Glieder werden: 
arlds 2.0 Bon. 1 m c0S We), N 
+5... sin’j-+ bH sin; sinj’ cos(d—b,)+ 5, .,sin’s". 
Die Koefficienten haben folgende Werte: 
79) Bene m 20, —P,—% (GE; 3 ßı Ar 2- 0+%,(a, a ar ıt% —29)+3 3 ß, (,+r)+ gr, ß; 
br — 2a, el 3,+ PB, 34,+34,,.)+e, (a, pP; +0, (0, gr: p)+4 Br, +43 Batr$r A 
EN Ze 2a, rare r eh Don: 1 +44,+347.)+0,(,—-P)+e,@r, +, —P)+3B,4 +4 Dean hs 
a Potsß, 4. +, 9, +, —n,)+4B,(+r)+sr,ßo 


eb. = 2a, put +44, +, tt) —Pp)+rrthr, ta, —n)+Er, Pu 
B 7 A +44,+ßB,C Din: cl 49, 434,..)0, (,=,) to,(a 2) dr Hahn te (a—p,)+$r, Bis 


4 bi. = ron 20,5 Pa +3 Br +; —P)+4 Pr, +0. —P)+Er Bo 


; 2, = — 20, (14300) Pat 3B, (u -)t3 (29; +0,)+4ß,,+%9, (But B.) 

Pr. ı = 20, (d-+3P)—- — 9 tr A) Ps 4) +5, (4, —2p,+0,)+4ß, %+43B4+%4: (Bit Bis) 
bin — 20 +3) Pi Eh) al) +5 Bst 3 (Bst Pi) 

Ma Pa tr hu At Er tPp)IIhnttr hut la —P,) 

E — 2a, e IB, Qu Aa )ta Pt Er tn) BR nt Er Bet la —P,) 
—= 20, PB (A) tl 2) PB: +4 rı Bist ala P,) 


j 00 


> — 2,9 +4 Aut Er Pr Dan — 2a, dt Bote up) +Erı ße 
= = 24,, re a ba = Pt Er lt el) FEN Ber 
ar = Post} BA, Da Parc 410, Um: — 20, — Pa +4 Pß, 92 +0, (m —Pı)+ Er. ße 
Dana = 2 Pot äßı Auca tr Bon 


Ba) Pt | Don = 2a PP A) tt Ehen 
PB HB) | an DA rel) r Bee 
5 — 2, (LH) Ps Pd) + Bert Bar) | Ban — 2a Dad A) ++ 
= tt tt Dt + rn +tß, 

= pt Hatan app) Hrn HB ts tere) + IB) 
Ze am t3nPt3GB ts tottßoh 


Lem = tEßıGsttG ße 

= Pit EB et) trete) 

N m... = 9 +3P It Per 

5 Hier ist 27,8, in der Differentialgleichung fortgelassen, da es später be- 
rücksichtigt wird. 
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12 

In den C-Gliedern habe ich solche v. d. Ord. sn mitgenommen, die also 
auch im Integral von derselben Ordnung werden. Es geschah dies in Hinsicht auf 
W, wo sie dann v. d. Ord. ns werden. Auch habe ich die A-Glieder bis auf 
Grössen v. d. Ord. rn. inel. gerechnet, trotzdem sie hier keine kleinen Divisoren 
durch die Integration erhalten, nur um die konstanten Teile a,, db, möglichst 
genau zu erhalten, und um genaue Rechenschaft über den Fehler zu bekommen, 
der durch Vernachlässigung von c, = «—2b, entsteht. 

Integriert man mit Hilfe der Formeln für die Variation der Parameter und 
unter Vernachlässigung des V in den Argumenten, sowie der Variabilität von 
n, II ete., so kann man das Integral gemäss der Formel (37) schreiben. Die 
Integration der A-Glieder soll erst im nächsten Kapitel erfolgen, und damit 
auch die Ermittlung des Teiles von b,, welcher zweiten Grades ist. Die ß, haben 
folgende Werte: 


zn mg A 
—bH —2 2 Re 
gen A-ıgp ar Amen 
du zeih 
ua; = oe een 
en m =. 7 
Pur — er Pia = er eg: im Pr en 
aa) Man mie Mena) 


ne 
ee EA) 


Definitiv sind die Werte von ß,, Ps, Pa, die andern erhalten noch exar- 
gumentale Zusätze. Die ß, kommen auch auf der rechten Seite vor, und es 
ergeben sich zu ihrer Bestimmung je drei Gleichungen mit drei Unbekannten. 
Ueber ihre Auflösung und die Gleichheit der Koefficienten der Unbekannten wird 
nachher gehandelt werden. 

Nachdem die ß, bekannt sind, können erst die a, gerechnet werden, welche 
ja in Funktion der ß, gegeben sind. 
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9) Wir wollen jetzt den langperiodischen und kurzperiodischen charakte- 
dK, 


ristischen Teil von W, soweit er zweiten Grades ist, herstellen. In : 


brauchen 


E PEN : P EN, RE ne 
wir nur die Glieder bis m’ mitzunehmen, in Er wollen wir sie dagegen bis za 


a 


mitnehmen, da 6, hier als Integrationsdivisor auftritt. Wir sind dann in der 
Lage, weil wir die Genauigkeitsgrenze in S, und AR, entsprechend gewählt haben, 


12 
ı ? genau bis auf Grössen v. d. Ord. - incl. herzustellen. Die Differential- 
gleichung lautet: i 
dW, D 2 
ee %,—2R,—2R,S,—2R,S,—2R,8,+6R,R,+3R:? 


+[6R,—28,—24R,R,+6R,S,+6R,S,]ncosv—3n?R, 


s ds 
+[38,—-6R,] m cos ie 


Die Funktion & lassen wir vorläufig fort, da sie bequemer zusammen mit 
den Zusatzgliedern ermittelt wird. Wir wollen hier ausser den charakteristi- 
schen Gliedern noch die koordinierten aussuchen. Ferner wollen wir den 
konstanten Teil mit einer db, entsprechenden Genauigkeit, d.h. bis auf Grössen 

12 
v. d. Ord. 5 


1 


incl. berechnen. Die elementaren Glieder werden wir jedoch nur 
m’ m’? 
mit Einschluss der Glieder 5 resp und m’ berechnen, da wir nur mit 


dieser Genauigkeit 7,S, und 7T,R, ermittelt haben. Auch sollen die A-Glieder 
noch nicht integriert werden. Wir schreiben: 


av, 
(81) T, dv 


— 402.0 u te Doiı nn cos (v—-v,) + Zos n” 
Au, sin’;+ U sinjsinj' cos(d—d,)+ ER sin’. 


Hieraus ergeben sich auch die konstanten Glieder zweiten Grades. Die ge- 
nauere Berechnung dieser Grössen soll jedoch später gegeben werden. Die 
Koeffieienten sind mit der für die konstanten Teile erforderlichen Genauigkeit: 


(82) Too IE ZU N ß, 0,70%, ß; —a,ß, er ß; air 3 (P} = ß}) ar 3ß, ß: el 
—6B,B,—6R,.B+2Bn+3aß, +3 8.0.0B— 8, 
To Won Plata) — PB, — 0, — a,B,— a,ß— a, (Bs+B,)+3(B.ß;+B.B;) 
+3ß,(B:+Pß) 0 6B,B,-6R,. Pr tr 
Too = — 2a Bloß, Baht lt B)+ SB 


T,. er Dun rl — a Bst BB Bis 
Tor IE 2b ßı (+ 9,)— 4, (Ba+Bß,)+3ß, (Bu+ß,)+ 138, 
4 mE — 2... BG a Bz, + IB. ßze- 
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Integrieren wir jetzt, um K und V zu erhalten, so bekommen wir: 


(85) „par, — 


Y, 7 sin 2w +7. sin (2w—2v) +7. sin (60—2v) 
+7, nn sin(2w+v—v,) +Y.,nn sin (2w—v-—V,) +y,nn' sin (6w—v—v,) 
+7, nn sin (2w—v+v,) +," sin (2w—2v,) +7,n” sin (6w— 2v,) 
+y,n sin 2w 
+7, sin (2w-+2v) + W7.nn sin (4w—v+v,) +W.n sin (&w—2v) 
+Y.,n sin dw +W .„.n” sin4dw +W.nn sin(&w—v—v,) 
+9, nn’ sin (dw v— V,) +W ,..n sin 6w + W;.,n” sin (8w—2v,) 


3 Wan N 7" sin (bw +vV— N) 


+7, sin’jsin2w +Y,,sin’jsin (2w— 2) + Y,51n?j sin (60 — 2b) 
+7y,sinjsinj sin(2w+b—b,) +7,Sinjsinysin(2w—v—b,) +9, 5injsiny' sin (6w—b—V,) 
+7,sinjsiny sin(2w—v+b,) +9,50’) sin (2w—2v,) + y,,sin?j' sin (6w—2v,) 


+9,80?) sin2w 


+W,,.sin’jsindw + W ,sinjsinj’ sin(%@—b-+v,)-+ W 2, sin’jsin (8w— 2b) 
+ WW, sinjsiny' sin(40o-+b—0,)-F W,..,sin?J' sin dw + W2 ,sinjsinj'sin(8ov—b—b,) | 
+ W ,sin’j' sin (Sıo—2b,). 


il 
(84) Kıcaz 125, [4 2ß,—,—8ß,+3ß, PB, 8, +6ß,)+ BR; 821.0] 


HaylsnmE a5 [29 +38,—B, (0-89, +6B)) 


! 

Voyaaz 1-+0 [,—2ß,—B,(0,—3ß,)+3Ry,.1—- 82...) 
1l 

oz a 


Kar = — [a —2ß 1 —&,—3ß,+3ß,—6B,B,—Pß,(&.—-8ß,)+2 a] 
1 


Yıslı = 8 [Q,— 2 —& +3ß,— 6B,ßs— PB, (&s— SPßss)] 


Vase 19} &5 2B—B, (&,5—8ß;o)] 
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Man nore 30% [%, ir? 2P,: ngr ß, (&, ER 3ß, ze 6ß,) SE ß, (&, TER 3ß,,) r Ra Fan Se ze 1 De SZ IR... 
1 
Ma 1+36, [a;; FE 2 ß, (@, == 3ß,) er, Pe (@, Ga 3ß, St 6ß,) ur ß, (&,,— 3ß,,) ze SR, Fer Sal 


1 
His! — Heron KT 2, 25T ß; (&; Gar 3ß,) Zr ß, (&s a 3,6] 


il: o) 2 +1 +1 
Mao 30, Pr aR HER 0 StB 


20] 


1 - 1 1 
I. Do). [3ß,+3ß, (4 GEB) ut Sao 2 ta, 8ER 


il 


os Dradero,)) [38,+3ß,(4,—2ß,+ß,) +8. —2Ri.—@,] 


lt 


Wi, = Say BAR HS RL, +HORL, St.) 

Wu ar) BbntSn-eR,.] 

Wi = SCH 5) [-6B,B: +9... — 2 Re +3 Ri. + 3 Ra Deo Dan — 9 Re.o.o] 
BE wi. = a RA + BR HBRZ, SL 

Wii, = Ssay ÜRHBB At SUR HER SLH SER, 

Wi, = grasz BAR But SR HR, BL) 


1 2 23 et 
I... = Paar 203) E ß; Sp 3ß, ßis Ar Sa ER 2R,...] 


BE ı ao a ee Io nen ut ae 
aa — Tr, % 2ß,,) Mar mag 1220, [4,, 2ß,. ß, (&,, 3ß;o)] Visa, oe Ir35, 2P;; ß, (&%o 3ß,o)] 
il 


Al il 
I = Beror (a,,— 2ß,,) Was 1+6 @— 2B,—Pı (@;, ar 3ß;,)] Was 1+30 [a,,— 2 —B, (&;, ATR 3ß,.)] 
1 1 1 
BE ı ZN 1 
3 1 Ze Ö, (a,; TR 2P,,) Ken m il AR Ö, [@, FT 2 A ß, (&, Sa 3ß,,)] ss 7 1 a 36, [a,,—2P;; zB: (&y su 3ß,.)] 


je 
de = Tg OB) 
\ 1 
7 a 
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wi A 
42:0: 7 340) PB t dar el 82.0 371430, PB td 2R,5] 


a — 1 
rt EI SH 9 DH ou aan R & 
W; 1-12 D) (1+0,) [3B,Pu+ 8% 1-100m 2R,. 1: al Wer. BE Ren) ) [3ß, Bus, 8 3 LTE OR] 
il 


TA <Z-ı Ei rd al _ — 
Wa. 2.:0,) [3, Ps; Die Sn 1 —2R, 1- .] Wis Tec 228) [3B,B,+ 82. —2Rs.l, 


1 u A 
Wis Don 2(1+6,) [aß Bst Sn AR, ....] 


(85) pars V, = y,,n? sin (dw —2v) +y;, sin?j sin (4ww — 2b) 
+Y1,nn' sin (dw— v—v,) + Y}, sinj sin)’ sin (dw—d—d,) 
+71,n”sin(4w—2v,) +y),sin?j' sin(dw—2v,). 


Hier ist 
86 EN ag SEEN (as EN Re 
( ) Yıs 20, ) Yıs 20, ? Yıs 20, ’ 
12 0080 I N RES Ed ea Y32 
Yzo TE 20, , Y3ı 20, ’ Y32 20, ” 


5 ; en IV { 
Die y, sind die im Ansatz für — (Formel 39) gebrauchten Koefficienten. 
Wir sind jetzt in der Lage, ihre Werte in Funktion der ß, geben zu können. 


(86) ) Ya = ul 39, )— 2Pu ll = 12, )+3P, (+81 —4Rs,.) Pl, +6B,—-3ß,—-%a,) 
+ß,8— a am) + ( 88,4) Bu +B IB, (au ta +20 8 Re— 


RS Sayazer a,(1—3p 2 42, )+3B, (+8. 4 Ra.) B.(&—3B,)—PB,(&,+6ß,—3B,— 


BD +ß, (8- a ‚29 )+(8B,—a) (+ PB) Pı(au +) — 
Yası Ci de: a 2B,.(1- 10.) Bs(&,—3ß,)—B,0,+(8ß,—a) Bu tßı)—hı (st) 


Yo = (1370 )—2ß (1320) +8, —a,) (Bert Ba) PB, (Q,+0,,) 
Ysı — %ı (1 —3p,) Ro 2Pß;: ei Er 3 P5) +(8B, —4,) (Bee) DER ß, (4,5 +a,,) 
Ys — %yo ei Ten 3P,) mr 2ß; dz 3p%) ar (SB, —4,) (Das, P;,) Sr ß, (At Gy). 


Die ya Yıss Yıss Yo: Ysıy Ya, Sind definitive Werte, dagegen tritt zu den 9, 
später noch ein exargumentaler Teil hinzu. Die Integration der A-Glieder, so- 
wie die Ermittelung des konstanten Teiles zweiten Grades wird besser im fol- 
genden Kapitel erledigt werden zugleich mit der Berücksichtigung der Funktion 
5 und der Zusatzglieder aus n, II etc. 


34,) 


THEORIE DER KLEINEN PLANETEN. DRITTES KAPITEL. 61 


10) Die Berechnung von 3, gestaltet sich wesentlich einfacher, bedingt 
durch die einfachere Form der Differentialgleichung. Bekanntlich werden die 
kurzperiodischen Glieder in 3, durch den Divisor bei der Integration vergrössert, 
"— in der Ditfe- 
rentialgleichung. Die A-Glieder wollen wir nur genau bis auf Grössen v. d. 


wir brauchen also nur diese genau bis zu Grössen v. d. Ord. 


I 
Ord. m' und Be in der Differentialgleichung herstellen, B-Glieder kommen nicht 


vor. Es ist: 


OB, = dd, d 6) 
dv: +3 = Zn og Q, dv +24+28, 2-09, 7, 
— SOHLE NS FR i 
Analog setzen wir 7 7 sinjcosd, vernachlässigen also hier, ebenso in 
12 
a die Veränderlichkeit von sinj, 6 ete. mit einem Fehler — im Integral. Für 


1 


a3 
dv 
dischen Aggregate aus und suchen die entstehenden D-Glieder, sowie die von 
der Form A heraus, so können wir schreiben: 


brauchen wir nur die D-Glieder anzusetzen. Multiplizieren wir die perio- 


(87) a +3, = ce, sin) sin 2w+b —v)+e, n siny' sin(2w+bv,—v) 
+c,n sinj sin (2w—b +v)-+c, n siny' sin (2w—v,-+v) 
+c,n' sin) sin (2w+b —v,)+ec, n'siny'sin(2w+b,—v,) 
+c,n'sinj sin (2w—b +v,)+ cn’ sin’ sin (20 —d,-+v,) 


+c,,n sin) sin2w—b —v)-+c,n sin) sin(6w—p —v}) 
+c,n' sin) sin(2w—db —v,)+ec,n sin) sin(6w—b —v,) 
+c,n siny sin (2w—d,—v)+c,,n siny' sin (6w—b,—v) 
+ c,,n sinj' sin (2w—d,— v,)+c,,n' siny' sin (6w—v, —V,). 


Die Koefficienten lauten: 


(88) Gl 23, +, —3(r,&, +7,18) RS TEE a N) 
Cal cr: 2,37; ale 4r)+3(98 ee) | Gl 751.0,2,1:3 (9% 716.) 
(9, 8 It, 3% (r str, 6) | Ca a ea) 
Ge art Ir)+3i 155) Co 20444 (116) 


Gr De 212,505 ut3lr,d, +7, 6) (= 2, Ir, +0,(a—3r,)-3(,5— 11811) 
9 —A#, er Ta Cahiie +4(r,&, +7,50) EN ar 2, Ar.ı0,(a, Ar) a (ir) 
gta hart +4(r,&-+r, 8.) Gum 2,5% 306-916) 
[9 [4 


dan Zu ts litt) dal 2,24 (5 — Nö): 


-ı 
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Da in den elementaren Gliedern der Differentialgleichung solche v. d. Ord. 


ir 12 

mM A R\ Mm 

ER nicht vorkommen und wir schon 5 
at 1 


72 
7er + 8.) = Wnsinjsinß-v) +30 ysinj' sin (0, —v) 
+0 +3.90) y' singsin @—v,) +0 sin) sin(d,-v,) 


vernachlässigen, so folgt: 


Die Koefficienten sind aus dem zweiten Kapitel bekannt. Die Integration 
soll im folgenden Kapitel geleistet werden, zusammen mit der Berücksichtigung 
der Zusatzglieder und der exargumentalen Teile der Koefficienten. Das Integral 
von 9, hat die im Ansatz für 3 (Formel 41) angegebene Form. Die Koefficien- 
ten sind: 


[9 [6 [& 


C, 4 BIN NL Fun 
(MINE — 048)’ , = eH)’ En 0,(2—-6,)’ en 30, 2+36,) ’ 
(@8 &; E12 Cs 
Serena oe num 
Da lee lie 
5,4)” a er 2) 
C, Co C1a Cis 
Taerar) MT aa) = Tante) 


&;, 5; &, & und &,, Sr Ss: &, Sind definitive Werte. Die andern erhalten noch 
exargumentale Zusätze. 


Viertes Kapitel. 


Berücksichtigung der exargumentalen Teile in den Gliedern ersten bis 

dritten Grades, sowie der Veränderlichkeit der langperiodischen F'unk- 

tionen n, II etc. in den C- und D-Gliedern ersten und zweiten Grades, 
soweit diese kleine Divisoren erhalten. 


$1. Die Gylden’sche partielle Integration. — 
Ableitung mehrerer Hilfsformeln. 


1) Im vorigen Kapitel integrierten wir die Differentialgleichungen des Pro- 
blems, indem wir die langperiodische charakteristische Funktion V innerhalb der 
Argumente als konstant ansahen. Ebenso verfuhren wir mit den langperiodisch 
elementaren Funktionen n, IT, sinj, 6 ete. Beides ist bei charakteristischen Planeten 
nicht gestattet. Haben wir gewöhnliche Planeten, so ist dort 7 von der Ordnung 
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der störenden Masse, man kann unbedenklich nach Potenzen dieser Grösse ent- 
wickeln und schon die erste Potenz in der Entwicklung vernachlässigen (Störun- 
gen zweiter Ordnung). „Gewöhnliche Planeten haben demnach keine exargu- 
mentalen Glieder“. 


Bei charakteristischen Planeten, wo die als Divisor auftretende Grösse 6, 
Werte bis zu m’ annehmen kann, nähert sich V stark der Einheit und muss 
in den Argumenten bleiben. Die Gylden’sche partielle Integration trägt diesem 
Vorhandensein des V in den Argumenten Rechnung. „Bei charakteristischen Pla- 
neten treten exargumentale Glieder auf“. 

Bei kritischen Planeten, definiert durch Ym’ > 6, > m” müssen unbedingt 
exargumentale Glieder berücksichtigt werden. Hier können wir aber auch die 
n, IT ete. nicht mehr als konstant ansehen, sondern müssen ihrem funktionalen 
Charakter durch die partielle Integration Rechnung tragen, welche im folgenden 
in Gestalt einer Reihenentwicklung gegeben werden soll, die nach Potenzen von 
m 
, 
reichen. „Kritische Planeten haben sowohl exargumentale Glieder als auch Zu- 
satzglieder (durch n, II ete. hervorgerufen)“. 


fortschreitet. Hier dürfte wohl die zweite Potenz dieser Entwicklung aus- 


Wir haben uns im vorigen Kapitel einer nur für gewöhnliche Planeten aus- 
reichenden Integrationsmethode bedient, sind aber insofern in der Genauigkeit er- 
heblich weiter gegangen, als wir die Koefficienten unter Berücksichtigung der zwei- 
ten Potenz der Masse in charakteristischen Gliedern bestimmten. Wir wollen jetzt 
zuerst die exargumentalen Zusätze herleiten, die an diese Koefficienten anzu- 
bringen sind, damit sie für charakteristische Planeten genügen. Ist uns dies 
"gelungen, so sollen die n, II etc. als variabel betrachtet werden. Die Koefficien- 
ten der Entwicklungen bleiben davon unberührt, wie wir gleich sehen werden; 
die Reihen für 8, R, W, 3 ete. werden dagegen fast um die bereits vorhandene 
Anzahl Terme vermehrt, und es bestehen die Koefficienten aus den alten Gliedern, 
sowie aus gewissen Grössen g, und r,. 


Ich will jetzt eine kurze Ableitung der G@ylden’schen partiellen Integration 
in einer etwas anderen Form geben. 

In dem Argument w tritt v explicit wie implieit auf, und dies muss bei der 
Integration berücksichtigt werden. Es geschieht das ganz analog der partiellen 
Differentiation, indem man zuerst nur das explieite v berücksichtigt und dies 
dann durch einen Zusatz berichtigt. Es sei folgendes Argument zu integrieren: 


J — [sin (ax + by) de, Y% — (8) 


Sehen wir y als konstant an: 


Yy = const. 


IM sin (ac+by)de+p, 


wo die Funktion @ so zu bestimmen ist, dass die rechte Seite den Wert des 
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Integrals unter Berücksichtigung von % giebt. Differentiieren wir, so folgt 
einmal: 


dd : 
Fr (ac + by), 


und 
y= const. 


J d 
ee sin (a2 + by) + | Jsin( (a +by)de | En u ap, 


d da 


Aus der Gleichsetzung beider Ausdrücke ergiebt sich zur Bestimmung von 
9 folgender Differentialausdruck:: 


dp y= eonst. 
De 5, |fnc (aut ay) de | 


y= const. 


ei ö \ dy 
DZ Sa, | fine + na] 2-0 


Es lautet demnach das Resultat: 


y= const. Yy= const. 


2 0) 5 ay 
(91) J= [sin (ax + by) du [S- fin (ax +by) de| Gr dx. 


Das Integral ohne Index ist wieder über x und y zu erstrecken; wendet 
man obiges Verfahren von neuem auf dieses erste Integral an, so folgt: 


y= const. y= const. y= const. 


u : Ki 9. i dy 
(91a) eo — [ sin (ax + by) dx / % | " sin (ax + by) da| 3 dx 


y= const. Y= const. 


a Al ENGE Y dal 02 du. 


Und so liesse sich die Reihe leicht weiter fortsetzen. Die Integrationen 
sind hier aus gutem Grunde nicht ausgeführt, ebenso die Differentiationen, denn 


ltd Ä aV\. BR : 
wir haben ja = (bei uns a) in periodischer Form. Wir komponieren dies 
dann mit dem Integranden und integrieren jetzt erst. 

Wie man sieht, muss bei der letzten Integration, mit der man die Reihe 
abbrechen will, % doch als konstant betrachtet werden. Hier tritt aber schon 
(2) auf, bei uns (): und dies ist v. d. Ord. Fr Würde nun der Koeffi- 
cient von sin(a®-+by) v. d. Ord. m’ sein und durch jede Integration den Divisor 
a — 6ö, erhalten, so würde er also infolge des dreimaligen Integrationsprocesses 


Ka 2 18 
werden n > | ) — FE ‚ während der Koeffieient, ohne Berücksichtigung des V 


v..d4Ord. —- wäre. Es entsteht eine Reihe von folgender Form: 
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m! m'? m’? 
a 


(A) nd 


wo die C, Zahlenfaktoren und Potenzen der Excentricitäten enthalten. Herr 
Brendel definiert nun (Br. pg. 153) d, folgendermassen : 


®) De Ze 


wo die c, Koeffieienten v. d. Ord. der Einheit sind, und x v. d. Ord. der Ex- 
centricität ist. Hieraus geht direkt hervor, dass einmal Ö, nicht streng null 
werden kann und dass zweitens Ö, so definiert wird, dass für diesen Wert die 
Reihe (A) konvergiert. 

Nun tritt aber in V der Fall ein, dass der Koefficient in der Differential- 


I . I 
gleichung schon v. d. Ord. . ist, also bei der ersten Integration v. d. Ord. rn 
m” 


wird, bei der zweiten v. d. Ord. y3= etc. Wir bekommen hier eine Reihe: 
1 


m' mw? m’? 


et ee 


Es ist dies die in den A.N. No. 3346 erwähnte steigende Reihe, welche je- 
doch nur eine endliche Zahl Glieder besitzt, deren Konvergenz demnach gar 
nicht in Betracht kommt. Hier ist überall der Grenzwert von d, bei kritischen 
Planeten angenommen, also der ungünstigste Fall, welcher überhaupt eintreten 
kann. 

Wollte man bei kritischen Planeten mit Hilfe dieser Methode der partiellen 
Integration eine Darstellung des gerechneten Ortes innerhalb der Beobachtungs- 
grenzen erreichen, so müsste man sehr hohe Potenzen sowohl der Excentricität 
als auch in Bezug auf die Masse bei diesen exargumentalen Gliedern mitnehmen, 
was eine bedeutende Mehrarbeit verursacht. 

Specialisieren wir nun die in (91) gegebene allgemeine Formel der partiellen 
Integration für unsere Zwecke. 


Das Argument w war ja 
w—= (l1-u)v-uV-B. 


Mithin erhält man folgende Formeln ohne Mühe aus (91), indem man die par- 
tielle Integration nur einmal anwendet. Denn in der Praxis wird man sofort 


den Integranden mit dem periodischen Aggregate = ausmultiplizieren und auf 


die Integration dieser neuen periodischen Reihe wieder die Formel (91) anwenden. 
Abhdlen. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band 2,2. 9 
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1 nwdv — + : Al Sen nw dv 
cos n(1—u,) sin 1—u, J dv cos 


& 1 
(92) f sin (nw + ko) dv = — Tem cos (nw # kv) ar m ” ns: u IE TB sin (nw £ kv) dv 


1 nu je 
7 N ER UL Ab + k 
 feosew=+ kv)dv = Er, sin (nw £ kv) + ee) cos (nw £ kv) dv 


Für nn ist der in Formel (39) gegebene Ansatz zu benutzen. 


Des weiteren soll noch erwähnt werden, dass die aus charakteristischen 
Gliedern entstehenden exargumentalen Glieder wieder charakteristische sind, also 
besonders betrachtet werden müssen, dass dagegen aus gewöhnlichen Gliedern 
auch nur exargumentale Bewannlcne entstehen, also sofort weggelassen werden 

m’. m'® 


oo 


können, da sie v. d. Ord. ete. sind. 


2) Die Veränderlichkeit der n, IT ete. soll, wie bereits erwähnt wurde, mit 
Hilfe der gewöhnlichen partiellen Integration berücksichtigt werden, und wir 
wollen für diese eine etwas andere, unseren Zwecken mehr entsprechende Ab- 
leitung geben. Es liege folgender Ausdruck vor: 


3 jr dv, 


wo f und p Funktionen von x sind, und zwar sei f eine langperiodische, welche 
sich für kürzere Zeitintervalle von einer Konstanten nur wenig unterscheidet. 
In erster Näherung werde gesetzt f — const., so dass ist 


7= [rt = [Bars 


wo », so bestimmt werden soll, dass der Ausdruck rechts den wahren Wert des 
Integrals giebt. Differentiiert man beide Ausdrücke für J und setzt sie gleich: 


“= a u m 
= ER ur 
oder 

dd, _ Ad (dp 

DEE TR aa 

a 

ala 
3 ss R df 

In zweiter Näherung wird gesetzt: —- = const., also 


dx 
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ap a N 
7=1jE a de de ln, 


wo %, den Fehler annullieren soll, also sein muss 


dv, „a ar dp > 
dx 
dx 


a 


Baar. 3 


Y%, = 


Fährt man so fort, so erhält man folgende Reihe für das Integral: 


en frita fiat Saul SSEretfPiguen- 
(R) 


wo %, das Restglied der Reihe vertritt. 


N af [' m, 
Un dx" Z 


Hieraus folgt sofort die bekannte Thatsache, dass, wenn f eine ganze ra- 
tionale Funktion (a—1)ten Grades ist, %, streng Null wird, ein endlicher In- 
tegrationsprozess also zum Ziele führt. Eine gute Annäherung wird aber diese 
Methode im Falle langperiodischer Funktionen geben. Denken wir uns og = 
kurzperiodisch, f = langperiodisch, und zwar f = singx, s v. d. Ord. m’, so 


a 


wird Fa d. Ord. m”, also selbst im Falle kritischer Planeten, wo  lang- 


 eindicch charakteristisch ist, würde werden, wenn wir von den Potenzen der 
Excentrieität absehen,, 


d m’ m' 
Um = m". m Tesp- m” ee 
da ö” Ö7 
D Slumurno: 
oder im Grenzwerte von d, = \m” 
da, 


ik Vm”* resp. me, 

Der erste Fall entspricht den Funktionen $, R, Z, K, der zweite V. Brechen 
wir nun mit dem zweiten Gliede ab, sehen also schon den ersten Differentialquo- 
tienten als konstant an, und vernachlässigen %,, so werden wir die Variabilität 
von f bei einem Gliede v. d. Ord. m’® in der Differentialgleichung für S, R, 
Z, K, resp. m’ in der für V vernachlässigen, also ungünstigen Falls einen 
Fehler v. d. Ord. m’ resp. /m' im Integral begehen. Hätten wir dagegen f als 
konstant angesehen, so wäre der Fehler v. d. Ord. Ym® resp. nullter Ordnung 
geworden. Es zeigt dies, dass die Annäherungsmethode wirklich eine solche ist und 


dass wenigstens das zweite Glied der Reihe (95) noch mitgenommen werden muss. 
9* 
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Die Formel (93) wird daher bei langperiodischen Funktionen f, wo der Dif- 
ferentialquotient um eine Ordnung kleiner wird als die Funktion, eine schnell 
fallende Reihe darstellen, welche ausserdem mit den Potenzen von Excentrieität 
oder Neigung multipliziert ist. 

Die Anwendung dieser Formel auf Ausdrücke wie: 


sin (nw—2v) —= n’sin(nw—2v +2I]) 


geschieht dadurch, dass man den Sinus auflöst und »? an als die langperiodi- 


sche Funktion f betrachtet. Wir wollen im folgenden die Integrationsformeln 
für die bei uns auftretenden langperiodischen Funktionen geben, indem wir schon 
deren ersten Differentialquotienten als konstant betrachten. Auch in V wollen 
wir nicht weiter gehen und auf das bei den exargumentalen Gliedern hierüber 
Gesagte verweisen. 

Für die Glieder ersten Grades hat Herr Brendel im sechsten Kapitel der 
Theorie der kleinen Planeten die Formeln gegeben. (Formel 214, 221, 235). Sie 
sollen deswegen hier nur für den zweiten Grad hingeschrieben werden. 


i h 
(94) as mwuda=n SE nıw dv u I am ML dı? 


j fr sin(nw+2v)dv = n’cos 211[sin (nwt%)dvzn sin ie (nw £ 2v) dv 
7 ı sin (nw + 2%)dv’ + u 2 SUen lficos (nw £ 2v) dv? 


fa? cos(nw + 2v)dv —= n?cos 211fcos (nw E2%v)dv#n?sin en. (nw £ 2v) dv 
dn’ cos21I — d?’sin2llr. 
en fi f cos (nw + 2v) dv’ + ns fi £ sin (no + %) der. 
Für den störenden Planeten gelten diese Formeln unter Berücksichtigung 
folgender Substitution: n||m, ZI, vv. 
f am sin [mw + (v-+v,)|dv = nn’ cos (IIH-1,), f sin (nw + 2») dv + nn'sin (II--IL,) J cos (nw # 2v) dv 


dan’ cos(IH+IL) [f.; „. dnn' sin (TI+-11,) ; 
An dv IR sin (no #2) dv? E 26 ‚ffeos (nw + 2%) dv 


San’ cos[nw + (v+v,)]dv = nn'cos (II--IT)fcos (nw +2v) dv Enm'sin (IT+I1,) [sin (nw +20) dv 


un dw EHER Ifeos (mw + 2») dv? F dım nn) farm (mw & A) dv? 


nn‘ sin [no + (v—v,)]dv = nm' cos (I-11,) [sin nwdoFnn' sin (IT IT) fcos nw dv 


dım'eos(II-IL) pp. dyn' sin (I—II,) er 
— EB SI sinnw dv’ + En > [feos rw dv? 


Imm'eos [nw+(v—v,)]dv = nn'cos (II-I1,) [cos nw dv tn sin (M-11,)[sinnw dv 


dyn'cos(H—II,) 5 Ian sin (H—IL) pp; & 
= 6 [feos nw dv? + u  Sfsinnwdo ä 
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Die Formeln gelten für die linearen Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Den Neigungsteil erhält man durch die Substitution: 


n||sinj und n' || sin’, Z||6 und IZ ]|o,, v||v und v, || v.. 


Für die Differentialgleichungen zweiter Ordnung in R gelten folgende For- 
meln, jedoch nur bei Anwendung der Variation der Parameter: 


E sin Ei == E= es u sin Sr % 
(35) f (mw = v) dv N fe (nw £ v) dv EN, (nw + v) dv 
+ 
fr sin [me + [2 (2 vu .)| v=n °c0s217 [sin (m id 5 dv + n’sin211 feos (mo 4 )do 


_ res ZH sin (me, de rer USERTENLS rl [feos(me‘, »”) dv? 


2 3 +V er BY) < 77) 
fa cos mo (2v" .)) vd=n °cos2H. [eos (nu; Nu sr sin 217 [sin (moi, )dv 


dm’ cos2lT op +3 — dy sn2IT pr. +30 
Z— ff cos (03 ” hen IF (fsin (me > Jar: 


Für den störenden Planeten hat man zu substituieren: 


alla, ZZ ZZ, vv. 
Jan! sinn &(v+v. A)ldo — am coscr+ Tu, fsin (mw 5”) do Fo sin ara „eos (me, 


dv dv 


+ 
fan’ cos [mr as (tn ) dv = nm’ cos (II-+ II, „)feos (me “ „)do+ om sin (IT+ 11) fsin[nw m 


am oe lhln) un = f f cos (mo 2 R) dv’ aa nn) Sn Rn) f fsi sin (me 


[.Fan'sin Im + (vv, 75)lao = nm! cos (II— 71,) fsin ber En 2) dr sin (II— II, „) feos (ne 


u er ER Mein (mw =) dym' sin En) feos (mw 5 


Im‘ cos [no = (vr. a 2) dv = nm! cos (N1— 11,) fcos (me ) dv E nn’ sin (I— 11,) [sin (nu zu 


Den Neigungsteil erhält man durch die Substitution: 


u en 


D gu nn 
a m nn 


n||sing und n’ ||siny', A||o und IZ,|o,, v|lv und v, ||v.. 


u 


2 em OFEN) (fein (no 2a EN Mfeos(moy »”)ao 


j@ 
Je 
") do 
Je 
ji 


_ dm’ cos m II,) ) (feos (neZ ,)® oe Inn’ = E I) sin (nu ,) de 


HL 
jr 
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Für die Differentialgleichung für 3 gelten folgende Formeln: 
aan + + 3V 
(96) using sin [nu & (v+v" 2) dv = nsinjcos (II +6) sin (me 2) @Fnsinjsin( (IT+0) [cos m, 


’ Es 
 dmsin,jcos(II+6) fsin (mar = s dur + dn sinjsin (II+  Meos(nu‘ 


dv dv 


DE + + 3v 
Sasinseosl mw + (v+o” .)) dv = nsinj cos (I1+6) [cos (mo; ")do & nsinjsin (I-+0) fsin no, 


dn sin) cos (II+0) 3V — dnsinjsin (II+ 0) 
— le: (me; dv? + B sin (meZ 


5 
1 
2 
> 1a 


Jasinssin [no + (v- 0 )| de = nsinjeos (- o) fein (me })de # using sin m— 0) feos (m ‚)t 


dn sinjcos (II—6) pr. dn sinj sin (IT— 6) i 
——. ds sin (me .) dv?’ ie (me Z = oa 


+ Er ee 
fn sinj cos X =E (v _ | dv — nsin) cos (I — 0) [eos (neZ u ) dv E nsinjsin (II— 6) [sin (mr = h do 


dnsinjcos (IT— 6) , — Ansinjsin (IT— 0) a 
een N f cos (me n dv’ + ae —— fl [si sin (mu ‚ar 1 


Die übrigen Formeln erhält man durch die Substitutionen: 


la, AM, vlv, sowiejllj, elle, vd. 


3) Für die Anwendung der obigen Formeln ist noch = a = Dif- 
ferentialquotienten dieser langperiodischen Funktionen nn 2 sin in 6 etc. 


nötig, sowie die ihrer Quadrate und Produkte Zu Hin ee haha wir 
ihre Definitionsgleichungen (Formel 10) zu quadrieren und zu multiplizieren. Wir 
wollen hier jedoch gleich die Differentialformeln geben, wobei wir uns einer ab- 
gekürzten Bezeichnung bedienen. Wir wollen bei diesen Funktionen für den 
gestörten Körper den störenden Einfluss von Jupiter, Saturn und Uranus, und 
für den störenden Körper, — Jupiter in unserem Falle, — den Einfluss von Ura- 
nus und Neptun berücksichtigen. Demnach schreiben sich die Gleichungen (10): 


cos cos cos cos cos cos cos 
nn. Dd=%. 04%..00-+% .2.0-290.00@, —.%. 30 >90, 
sin sin sin Sn sin sin sin 
cos „gı 08 cos 
; TE — — ! 
i = %, ar KR = 2 
N sin 1 sın 0, 9, @; > N sin v7 


x' und I" in ®, sind die Integrationskonstanten der Jupiterbewegung. Die 
Formeln für j und o lauten ganz analog. Wir wollen nun aus einem ganz be- 
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stimmten Grunde # und ® sowie sin: und # aus diesen Summen herausnehmen. 
Da bei den Quadraten und Produkten Doppelsummen auftreten, wollen wir diese 
so zerlegen, dass wir das "indexfreie Glied für sich behalten, dass wir ferner 
mit „I...“ eine dreigliedrige Summe bezeichnen wollen, wo » nur die Werte 


1, 2, 3 ohne Do erhalten darf. Z.B. 
Die,x, 20 = Sc 1 20. + 62, 20. + 9,%,%, ER 


een wollen wir mit dem ns „Sn... eine RR dreigliedrige Summe 
bezeichnen, derart, dass nur zu setzen ist m #n und fürrm = 1, n = 2 und 
n —= 3, für m = 2 mur n = 3. Keine anderen Werte der Indices sind zu ver- 
wenden. Z.B. ist: 
IS) ( N) Km Kn sin (Om— 9) == (8 77° &%) x %, sin (©, Bu @,) + (8, TZ &) *' %, sin (o, ir @,) 
+ (9 85)2,%, sin (8, —@;,). 
Die Formeln lassen sich dann sehr bequem schreiben, besonders bei der 


Quadrierung etc. Die Differentialformeln für die erste Potenz gehen ohne wei- 
teres aus (10) hervor, die für die zweite Potenz sind: 


\ dnm' sin (1— ! 1 
Mn nn +D (8-51) #0, c08 (0 — @,)+ 8 (9m — Sn) [%m #n — #n tn] COS (Om — @n) ; 


und für den Neigungsteil: 
B.., 
Beni — 23, (r-7,) sin: sin „sin (#—9,)+28 (7. — 7.) SID 1m Sin 1, sin (9 — 9) 


\ on 
—— —28 e —7,) sin ı/, sin u, sin (9 — 9) 


a = —2D(S— Sn)# Mn sin (@ — @,)— 28 (gm — Sn) Hm m Sin (Om — 4) 

a [2% 

= = 25 (Cm Br 2) Hm #n sin (On 5% 0) 

7 2: 2072 ) Er De on see 
a F ga Hr 2 (S+5n)%Hn RACE? nn. On Sm t Su) Amin. 
An" sin ai m sin jet sin 

SR = +23 SnAn Los 20, +28 (Sm + Sn) Kakao (0.4 @,) > 
[ u) sin 3 

a — FISCH) cos (Pa tan) +22 aim as 2 F S(omt Sn) [ Bent 

| em eos HZ) _ yo) sin lo) Sen 6) Emm tmn]sin (on 0.) 


(0. @, 


 (@n+ @,) 
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dsin’ ne 3 ; 
sin mi : 
— E2rsın? ER 29 +2), (T-+r,)sinısin ER (#+9,) 22) 7. sin?ı, S 29 


i ARessım 
+28 (7,+7,)sinı„sin Im og (In + 9) 


dsin?’j 6, ein ER 
— Im Mi 29, #28 (7. -+7,)sinılsin m 008 (In + 9) 


dsinjsin JR „(6 + ne en sin 
— +N (+ 7,)sin:sinw, a (+9) E22 7, sin sinu, cal 29, u 


; B Ä 3 sin 
= S (Em + 2) [sin 1„sın U +sın:ı,sın E5] cos (m un 2) 


a ne 6,) 


= (7 7,) sin: sin, sin (#—9,)+S (7m — 7.) [Sin 1, sin ı, + sin, sin ı),| sin (9m, —8 


dsinjsinj' sin (6 — 2) 
dv 


— D (T—7,) sin sinı, cos (—9,)— 8 (Tu — 7.) [sin „sin, — sin, sin] cos (9,— 


Für die Differentialgleichung in 3 ist erforderlich: 


— _——— — F(s-T)asinı ON FIR- Musi (+) FIE-asinn. (049 


dn sin); in +6) 
ar >} (n— T,) Ken sin In en (0,4%) + S(sn— Tu) Km sin In Ei (on+9%) Tr S(— a) Ken sin Im Er (0,48 

dnsin De „(u —6) in En sin Me 
—. —- = Fletr)asins . (FI + Msin a MFICHNesin.,. eos a—% 


u hi Ei orsın au Sl Sm! : 
ai >) (en +7,) AnSIn ln cos (0 — 9) +8 (Em +7) %n SINL, 008 (On — 9) ar S(sn+T) Rn SINln a8 (0 — 


| 


ei .., COS 
un sin a) sin sin 
EN TOR N en > (Sn—Tn) Yon sin In cos (0, Ar 9) 2: IS) (& — 7) Km sın 17 cos (Om +9) 


2 sin 
+8 (er Sarg! Tn) %n SIN im cos (9, = te 9) 


= sin Er ‚aasın 
Seen Re >> (Sn Sr %) %, Sin Lt, 608 (@, = 9) +8 (Em + 7.) %, Sin, cos (On — ") 


au 5 sın 
+8 (+ 7) %n SIN L, Rn (0 — 9) 


z— 
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(99) 


dm’ sind; a, +0) an sin di ö sn 
— = FIT msinı, (Rt) FIR) san, (ont 9) 
ER sn Lu \ sin 
== IS) (Sm T,) Kun, SIN La e08 (Op + 9) Zr S (3 are Tin) % SIN Im cos (@, + Dun) 
du’ sin;, ©, u) 1 Wen % sin 
Fr = Fd% (mtr) m sinı IR (&.— 9) FD (Sn + Tn) X Sin in we (0 — 9) 
= wasın Es sın 
+8 (em Ar Tn) %n, SIN L, eos (On Di 9) +8 (Sr = 4) %n SI Im RR (@n = Dn) 
COS 
dy sing! (+6) en : ein 
AB — + >23 (s = Tr) 4sın in eos (@ IF 9) te > (Sn —7,) %, Sın in cos (@n+ 9) 
A Sin Er: alısm 
+ S (sm — Tr) Am SIN In a (Om +8) FD (GR — Tm) %n SID Ly, HE (0,49) 
dy sing, nur 5.) Er AN SIT 2 sin 
nn — Ar 32 (s + Tn) 4sın un cos (0 =: 9) > (Sn + Tu) %. Sn In cos (@, Ba 9) 
= 22, sın ER RR asın 
| #S (Sm AP en) %m sın In es (On SEN 9) +S (Sn + Tm) Yn SIN Im nf (0 == Dun). 
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Wir wollen hier noch einige für die Integration in den A-Gliedern 


ee Hilfsformeln geben. 


Fon!  H- 


ihre re und Produkte setzen und diese integrieren. 


tegralformeln lauten: 


Dort treten n°, sin’j sowie es: 
N N 


S Wa) 5 


IL) auf, und wir werden an ihre Stelle die Ausdrücke (10) sowie 


Die betreffenden In- 


an) /R ndv = wWo+v) M+2D „sin (0 — ©) nen En es sin (0. — @,) 
fi nd = vd +28 un sin (0m — @n) 
San eos (IM) dv = v Em + 2 "sin (o- a.) + ee Hinten snkon or) 
jr nn'sin (I—IL)dv = — a "005 (0- 9)— 8 Em ae cos (0@& — @,) 


Abhdlgn. d. K. Ges. d. Wiss. 


zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band 2,2. 
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u) fsin’ jdv = [sin ı+N sin „]v -—2% EEE in (#— 9.) 28 —— SD imgiD le —— sin (9, — 9) 


T— Tn Ton Tn 


- I C N 
Br : sineh, sinn. 
Ssin’s’ dv =vDsin”’m 28 —— —— sin (9, — 9) 


Ton Tn 


SA RE : . sinısint, a sin«„siny, +sin«,sint,. 
[sin jsiny’ cos(6-6,)dv = vYsin sin mn -2} —— "sin 9,) Se ne 


ın an 


T—Tn Tın  Tn 
} I, N alas : 50a 
PR N sin:sint, sin „sinn, — sin „sint, 
sin siny’ sin(0-—o)v=) cos(F—9,) +8 s (Im — 9) 
( Eau Tin Tn 
sin: sin %, sine a xsint, sin M 
Ins m- oo = ++ 9320 a 
str cos tt Kos e+T, cos 
%, sin 12 sin %n Sin, sin %, Sin ı„ sin 
sb: Don ' (01 2) 4:8 TE (0, — 3) +8 Same 023 SI 
Sat Tn COS Smt m COS Sn + Tm COS 
I = ! S I s I " IS I . " 
x, sin:, sın %.sint,sin %,sini„ sin | 
f sin,“ a ==:07 ).dv— — ur ee (on — 9) a 8 — (0, — 9%) a: 8 (On — n) 
Sn-t Tn COS Smt Tn COS Snt Tm COS 


Bl ie 
[sin ;C0°car, TE sine sin (yB)ED “sin, sın (ee x, Sinti, sin (a 


art TRCOS SntTn COS Gmt Tun COS 
+8 x, sin Im sin Be 
Sat Tm COS 2m = 
“sin, sin x, sinı), sin Kmsinı, sin 
fnsns ;, „ (a- 6,) dv == + — = (0 — In) ED —— . - (© 9; <<) (0, 
C-+T, COS Gn+Tn COS Gm + Tn COS 
RAR 
%, Sin ı), sın ’ 
+38 —— (©, == Im). 
( Sn 4 Tm COS 


Für die Annahme einer elliptischen Jupiterbewegung ist in der Formel 


ausser # selbst nur n = 1 in «,, #, ete. zu nehmen, und es fallen die mit den 
Symbolen S bezeichneten Summen überall fort, so wird: 


y) dv — +]o+ an sin (0 —®,). "| 


82. Die Reihe der exargumentalen Glieder bis zum dritten 
Grade inclusive. 


4) Wir beabsichtigten die exargumentalen Glieder aller der Formen mit- | 
zunehmen, welche durch einen kleinen Divisor vergrössert werden. Demnach 
müssten wir in A schon mit dem nullten Grade beginnen, m $S und W dagegen 


mit dem ersten. Wir werden aber auch hier mit dem nullten Grade anfangen, 


obwohl er im Integral 5 rein erster Ordnung, also der exargumentale Teil in 
12 
S v. :d. ‚Ord. 


wird, in Hinsicht auf unsere Genauigkeitsgrenze. 
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Wir beginnen wieder mit 8. Die C- und D-Glieder sind hier: 
ds 


ln (a,) sin 210 — («,)n sin (20 — v) — (a,)n sin (4 — v) 
— (a,)n' sin (2w— v,) — (a,)n' sin (4w — V,) 
— (a,,)n° sin (4w — 2v) — («,,) sin?) sin (40 — 2) 
— (a,,) nn’ sin (40 — v—v,) — (@,,) sinj sinj' sin (dw—d—d,) 
— (0,,) N” sin (4ıv — 2v,) etc. — (0) sin’j' (dw—2v,) etc. 


Da aus den Gliedern zweiten Grades nur exargumentale dritten und höheren 
Grades entspringen, und wir hier die aus der Störungsfunktion herkommenden 
Teile dritten Grades, also solche v. d. Ord. m’, schon vernachlässigen, so werden 
wir jetzt nur die C-Glieder der Differentialgleichung berücksichtigen. Die 

12 
übrigen würden exargumentale Glieder dritten Grades v.d. Ord. 5 geben. Die 
Klammern sollen anzeigen, dass hier der dem Integral entsprechende Koefficient 
der Differentialgleichung gemeint ist; sie stehen als Abkürzung zur Vermeidung 
neuer Bezeichnungen. Integrieren wir nun nach Formel (92) und bedenken wir, 
dass wir den ersten Teil der Formeln schon im vorigen Kapitel behandelt haben, 
dass es also nur auf den exargumentalen Teil ankommt, und dass der Divisor 
n(l—u,) resp. n(l—u,)+% das Verschwinden der Klammern in den (a,) bewirkt, 
so erhalten wir: 


Ä 1ır See dv 
j pars S,,, = —2ua, „ finzw Fri dv—2ur, fa 2 — v—2ua, fy sin uw —v,) 7, dv 


» dV 5 dv 
= Aua, fn sin (4w — v) ENG Aua, [n' sin (dw— v,) Av dv 
Bpars $, = 


' en fr sin (dw — 2“ — Va 2uu,, fan’ sin (do —v— ol 4 v— 2uc,, m” sin (4w — 2v DT sn 


“ Dr: d en AN a: dv 
m 2uc,, (sin?) sin (dw— 20), Be, sin,’ sin(4ao—b—d,) ar dv—2ua,, sin?’ sin(4w—2%,) FR dv 


h Setzt man nun für = den in Formel (39) gegebenen Ansatz ein, so folgt, 


wenn man sofort die Reihen wieder zu charakteristischen und elementaren Glie- 
dern komponiert und dann integriert: 


parsS = Te neosv Baer ncos (4w — v) 
EL ZU uay = 
ae N ee v,) 
2ua, y, 2ua,y, 2ua,y; 2ua,y 
rn TI N cos2w +-— +0, nn cos Zw v—v,) +-—— 1+o, an cos 2Zw—v+Vv,) + 1+ö, n” cos2w 
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Ar ar m : n’cos(2w—2v) + a n’cos (dw—2v) ar et n' cos (6w—2v) 
+ Bam. ah m cos(Au—v—v,)+ ErtER) oon,)+ re arten) m ‚eos (bu vg 
+ "cos 2w—-2v) + a n”cos (4w—2v,) Ein el cos (6w—2v,) 

“+ oe ” sin’j cos (2w— 2b) - en sin’j cos (6w— 2b) 

a u n a sinj sin)’ cos (6w—d—V,) 

+ ii 5 sin’) cos (2w—2b,) as: sin?’J' cos (bw—2b,). 


Ehe wir jedoch die Glieder dritten Grades zusammenstellen, wollen wir be- 
denken, dass solche noch aus den exargumentalen Gliedern zweiten Grades v. d. , 


12 
Ord. Fr entstehen. Wenden wir zur Ermittlung dieser Terme noch einmal die 


partielle Integration auf die Differentialgleichung für $S an, so folgt: 


parss, — 2, a ln sin (dw — a) w- 24 nt 29) San’ in vn) gu 
—2 u se Ta sin (dw — 2v,) I. 


Integriert man diesen und den vorigen Teil und vereinigt die zusammenge- 
hörigen Glieder, so kann man S, folgendermassen schreiben: 


(102) I, = 0, cos (2w—v) + .a,,n° cos (6w—3v) 
+0a,nn cos (2w—2v+Vv,) +e, nn cos (6w—2v—V,) 
+0,nn cos(2w—v,) +0,nn” cos(bw—v-—2v,) 
+@,nn” cos (2w—v) +0,” cos (6w—3v,) 
+0,nn” cos(2w+v—2v,) 
+0,n" cos (2w— V,) 

+ 0,,nsin?jcos (2w—20-+v) +0,,nsin?’) cos ((w— 2 —v) 
+ 0,9 sin’jcos (2w—20-+V,) + «,,n' sin?jcos (bw — 2b — v,) 


+0,nsinjsiny cos (2w—d—d,+v) +«,nsinjsin' cos (bw —d—d,—V) 
+0,’ sinjsiny' cos (2w—v—d,+Vv,)+«,n'sinjsiny' cos (bw —d—,—V,) 
+ a,nsin’j' cos (2w—2b,-+v) +0,nsin’J' cos (6w—2d, —v) 

+0, sin’z cos (2w—%,+vV)) +.a,n' sin?’ cos(6w— 2b, —V,). 
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Die Koefficienten werden: 
uf — 2? d,Y: | Ya Rs Pı :(g 
(103) = u 14 Pa 2) rn & — — eur at) | Klar kerr 
1 1 1 1 
Nr) , WYer le y—rı) , We 
et 14 5, alu) ı um = = 2 en 
en en ln num |, — HeunZupe) , ken 
1 1 1 ö, 
: RP 
el (&s E a: % Yu), M ne 
las Ya te Yı tut tier) , WAY +aY)Y 
5 Tan  , n e 
30, 30° 
u la rt dt rs Yat Yin) FACH AL AYA 
— 30, 30° 
_ Welle da tr) |, WE’ Ya 
ofen 39, 739 
De u (&, Ya %s 2) da. = u Ca Ya ar &, Yo) 
64 ö, 90 3 Ö, 
er u (&;o Vs %s Yo) Fe u (&;, Yt% Y50) 
65 Ö, 91 3 ö, 
a, u (&;, Ya % a) we u (&,, Yı Ar &%, Ya) 
VNA NEE gg — 
Ö, 1 
ee u (&;, Y3s%; Ysı) ee u (&;, Ys NE &; Ya) 
a ö, z 36, 
ee u (&3 Ya %s Y3) m u (&;, £ air &, 23) 
em ö, 2 36, 
ME u (& Vs %s Ya) De u (&,, Ys Ar &; Ya) E 
69 Ö, 95 3 Ö, 


Zu den Koefficienten in $, und S, kommen 


die folgenden Zusätze hinzu: 


way 

(104) parsa, = 7, 
4a, 

parsa, = De 


parsa, 


pars a, 


war, 
1+20, 


WA, Ns 
1-+20, 


nach der vorigen Formel 


noch 
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parsa, = ee parsa,, = en parse, = a parsa, = Le a ed 
parsa, = wa Parsıa,, — ER parsa, = Kun parsa,, = Ma tu 
parsa, = u parsa, = ee parsa, = Er parsa, = Eu a 
parsa, = a. 

parsa, = a parsa,, = u 

parsa, = me parsa, — 1 aR, 

pars a, = ir parsqa,, — De 3 


Damit wären die Koefficienten in 5, von den A-Gliedern abgesehen, vollstän- 
dig und mit der vorgeschriebenen Genauigkeit ermittelt. 


3) Die Ermittlung der exargumentalen Zusätze in R ist bedeutend umständ- 
licher wegen der Differentialgleichung zweiter Ordnung, und weil in R, ein 


BAU 
Glied v. d. Ord. T- auftritt, also hier die exargumentalen Glieder bis zum dritten 


Grade und der vierten Ordnung geführt werden müssen. Nach den Formeln für 
die Variation der Parameter lauten die beiden partieulären Integrale, indem 
man nach (91) partiell integriert und nur den exargumentalen Teil berücksichtigt 


und in den C-Gliedern 55}, und b7,, nur das Glied v. d. Ord. = mitnimmt: 


1 


gl a Wwb, . [cos dV \r wb,... p 608 a onZ 
(106) .\-$ = a sin te) WET Sc Ew DE Y 
= „008 z 2uo, > ne 
us 1-+6, an (u v4) n Apr: ö, en (2w—v m 
2uc, f ‚cos Zug, an me 
+ ao) fm Sn (2w—v nt EB Zn 1 0, i) u; a dv 


bare cos dv wbrs, [608 
be ug dv + — = u sh (Au) as 


Wr ‚COS 15 _ dv a WDe, = Ss 
au ers 1+9, 1 (m sin evt), WE 3. fa „ (w-v v9 Var. 
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Für R, tolst: 


9, DER „ c08 
(107) | — + 5 2 
Dan: = 
ehe ea an I en 
(PR ‚cos dV, 
+ 2 h Ben 
ur N En 0) dw 


Dee, ‚CS d 1% 
au lan: An 


1 


dv, 
dv 


Sr 
ee fi leo v u 0) 


ub,, r w 
3 a 9), ua) al 
an 7 .@ w—vV+Vv,—v) EB 


Tr Dt SE 
Bau ln 12 A + N 23 zo “(60 —2v,—v ya *B 


| dv 
| ub cos av, 
+ x 2.0.2 12 s BR 1 
re In En (2w—v) Fr dv 
++ — fs), „ „ (2w-%) dv 
7-2 
+ wb ee [sine "Aw Da ee ae [sint) “(bw — vo) AR 


Dee IV, 
+ ar a sinj' en (2w +9 — 2 2 


wb,, = 


+ ee fensin)  @w-n- h) A ek 2 Ele Seinjein „(60 - u) on 


SE eb, = Dr Eon): dv 


au vB en fenny „ (2w— 20, +) 


ı dv ge IR „60-2 b .,. 2 Vo 


ap. 


u Eben (sinng 0 n(@u . 


In den Variationsgleichungen für R, haben wir diejenigen Teile der Inte- 
grale, a keine kleinen Divisoren haben, fortgelassen. Der Fehler wird 


vd. Ord. r, im Integral, ebenso gross wird der aus der Vernachlässigung der 


C-Glieder entspringende Fehler. Es ist dies gerechtfertigt, da wir auch die 
aus der Störungsfunktion kommenden Glieder dritten Grades nicht mitnehmen, 


IR 


ZUR 
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I 
und diese werden schon v. d. Ord. .— Ebenso können wir die C-Glieder ersten 


Grades fortlassen, insoweit sie mit . Glieder dritten Grades geben. Setzen 


era BR 
wir dann für Z- den bekannten Ansatz ein und multiplizieren wir aus, so be- 


dv 
kommen wir: 
i Dass cos Yu 5 
(108) A = — era Nein vH) +" an 4) dv 
Do 3 ” 3 
+ as" sin Ex (v,+v)dv + — = r rn N nn -Vdr. 


Für den charakteristischen Teil ersten und zweiten Grades folgt: 


(109) N — Wb2o0P; Im. De i) dw —v-+v)dv) a > F „Ya Dia (Un N  (du-v— —v) dv 


2(2+0,) 
ub,. 0:0 %3 ‚, COS WER Al f_’, €08 Be 
+ 2@+e, ad 1 (dw —v,+v) dv oo Jn un (dw—v,—v) dv 
el „_ @w-+o) dv a: ., (2w—r) do 
Toqa+o,) 20% 
wbr.1 Ps cos ub u cos 
+ 2140, ni (2 -Hv—v,+v)dv + — m, i in) @w+v— —v,—v)dv 
Mb Ps ‚ c08 Er Er uk 021.0 Pf. C08 LER 
ee re I ee 
Wbr1 Ps (1 C08 + WO Ps (n C08 
4 TEE BEN „ @w+o)do 35 fa in) Qw—v)dv 
b , c08 b ° ,C08 
Ei u 2.0.0 Yıa u 2.0.0 Yıa 2 EN 
TE ERTL „ 2w— 2v—v) dv ur I Hi (Aw —2v+v) dv 
a nn u Co (Qu v— —vv)dv+ Et a (Qu nd 
1 


uR,y . COS — 4%, 
sh Tr" in (dw—2v-+v)dv = on re (an —2v—v) dv 


Maya) = U(& Ya Ya), COS 
T 1+0, am N (dw—v ee (dv—v—v,—v) dv 


| 2° (dw— 2v, tv) dv 


= 1+8, lem “ (4w—2 v‚—v) dv 
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FUD,.0.0Y 1a ehe | fr a0 il + at + u Di. 1. el Er Zu 
ta) fi, Cu —2v +0) dv + | a“ 5 (Gu ee 

%0,.0.0%15 KERBEREN . Ne )dv & E d2.0.0Yıs , W(bn: 1- En ıP2 2] BER 2ii 

CH)" 2148). Fe, „ (6w v-v,+tv) dv >, str 26, Fan, . (Gw v-v.—o)do 

no ıe ,  WbLn. le 12 eos _2 En En Yıs , ala e cos en 

C+s,)' 2146) Se le a. Wr) 


Und für die A-Glieder erhält man: 


20,u0,Y, f ,C0S 
Ud,YPs im? 


(110) | = —- ode + > _ ae | fat 2° Be (IT— II, +v) dv 
2 


129°: sın 146, 1-8, 
AL uU0,Y; un ‚COS Di en 26 ıb 0; Y; 08 
ir | 1+9, 1-8, Jen sin 1 ar sin ie 


Aus der Neigung kommen noch folgende Glieder: 


2.0.0 930 [* Ne + Bb200Ps (ei ıW— d + Mb2.00P ir 2w—2u —v)d 
nen ° Aw— 2v Da Do). sinjsin,’“  (@w D—-D,—v) eo Be) 2 (2w ‚—v) dv 


| b SE 
= fsntj, ° 0 —2%+ 0) dv + a sin) sin,’  @w-v— vd, +o)do+ web... et fung u , (2w—2,+o)dv 


al 


I. finden ° (610—%0-+ 0) dv + Ser fein) sinj' in (bw—d—d,+tvV)do + Sehe [sin Ds (6w—2v,-+v) dv 


j. 3 b b 2 921.,,CO8 
007 + 892.00 Ysı + 92.0.0732 ey 
wi sin 2 n (Gw—20— v)dv + oe! sin) sin,’ (60 D—d,-v)dv+ va sin IR (6w—20,—v) dv 


Integriert man nun Formel (109), (110), (111) mit Hilfe der linearen Divi- 
soren und setzt das Integral nach 


R = 9,sinv—9,c0sv 
zusammen, so erhält man folgende exargumentalen Zusätze zweiter Ordnung für 
h die ß;: 
ie a 2430) ubrn09 ae STD (2+30,)wb,..0Ys 
u van  aearajers)? Fi Tapdrs)@+o)’ 
ES) RE AD 60, Y, 
pars ß: TR 29° (1+0,)(2+0,) | Ppars Bu: Sram 0, (4—0)) | pers Bus ee 1-40 
we (2+36,)ub}..,Y9: RER Aub,.ooYıs RE 60, u (@,9,+0,Y,) 
Bora are) he aan | PRE Bus 1-48: 
En @+30,)ubi.0Y5 PERL Au b,..0Y1s | = _ 60, wa, Y, 
er raaro)ere) Pe Ta | Pain = 7 
2 2+30,)WwbrY 
ei = eurs)@+e) 
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a 2+56,)wbrr _ 2AH20,)wb, ru 
P a 60: (1+0,)(2+30,) 39(2+0,)(2+30,) 
ars ß, = _ 2+50,) u [b a Habe] 2 120, ar 
el, 6 1+5,)(2+306) 36°@+9,)(2+36,) 
ars ß ua (2 Ir 50,) u bi 0.1 Ys 2 Cr 26,) u Da Yıs 
P 2 6230) 1 3ree)e30)) 
2u b,.0.0%s0 | AD ker I 
pars Br = eno2 (4 Ö%) pars Pas SAN 0? (4— 9°) pars Pa Su 0? (4— 0%) 
2 (1+26,) ub, 0. oY 30 = aus 2(1+20,)wby.0.0Y51 Ka 2(1+20,)wb,..0Ys2 
Bars Pas = — gr. 9) (ar 30,) | 7° Pur = — Bpraro)@+30,) | PR bu = rar) er ze 


Die Integration in (110) wollen wir nachher bei der Berechnung des y aus- 
führen. Vergleicht man (108) mit der Integration der Differentialgleichung für 
(0) im vorigen Kapitel (Formel 62), so sieht man, dass zu den Koefficienten ex- 
argumentale Zusätze hinzutreten, und dass wir sie schreiben können: 


(113) A a Wb,.0.05. 0.0 F9 Seh WdL.noYn 0.0 Pa 
b, 7 ON nee oe b, IT Door Del 
wb,..0F ub,..0r 
EL AzsHl 72.0.0473 A Tt W720048, 
b, TER, Be oT b, Ba Diaact 2-20. 


1 


Dann erhalten wir nach Formel (63): 


ELBE 1 Een Beta 1 DENE Dee Eruee 


und durch Vergleichung mit 
(64) (0) = ncos (w—-II) = #c0s (W—o) + x, 008 (V— @,) 


ergeben sich folgende strengen Werte für die #, und g: 


En 0 28 Be, 
(ia) 2 — bt 12.3, - ie 2 eo 2 
Genähert ist: 
ur um ni b,%,, 
aa ale) 


Bekannt aus der Theorie der grossen Planeten ist g/, und «,, und es ist 
(114b) el ek Au RE 
RR — Ne rerB 


= NT, +0. 
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Damit ist (oe) erledigt, da es erst wieder Zusätze aus dem dritten Grade 
erhält und wir diese fortlassen wollen. 

Die Integration von (110) soll nachher zugleich mit der Berechnung von a, 
und b,, soweit es zweiten Grades ist, und der von y erfolgen, 

Ehe wir jedoch zur Ermittlung der exargumentalen Glieder dritten Grades 
schreiten, wollen wir bedenken, dass in (109) aus den exargumentalen Gliedern 
ersten Grades und zweiter Ordnung wieder solche zweiten und dritten Grades 
und dritter Ordnung entstehen, die wir auch mitnehmen müssen, und ebenso aus 
den exargumentalen Gliedern zweiten Grades solche dritten Grades und dritter 
Ordnung. Wenden wir also auf (109) nochmals die partielle Integration an gemäss 


dV, 
Formel (91), setzen IE 


dies aus, womit wir erhalten: 


gleich in periodischer Form an und multiplizieren 


ur + dr [208 5, 
(115) | = SH), in (2w+v) dv ag 1 Maas (2w—v) dv 
” 2d3 EN 2% 2/3 
= IE RTCHTR am an (Zuw—v+v+tV)de + ie ZU „_ Qu-v+v, —v) dv 


a0 >b, 
a SIR ATCH TAT RUE no S WEN Y ea fm m „ @u+v— vv)dv 


UND lan 1 N LEE ya Ra 
En EIER NICHT AT n (2w+2) dv = upr ep Sm“ en (2w—v) dv 
a ER AT N etc. (analog für 6w), 


Soweit jedoch Glieder dritten Grades entstehen, wollen wir cn selbst in 


den Integralen belassen und nur die Teile mit einem kleinen Divisor berücksich- 
tigen. Dann folgt aus (109) und (111): 


i 2 ITZ > 
mtr in (dw v-o) ; fg u) 
, 008 V, wWbr4Y 
| bel (ye° 1 en De a gen ° (Aut v— vo) 
N cos er Web ds fr C08 
Ben nn a ar nen 


1 w Do Yıa 


la dV, u’ 100% Yı ER Y;] dv, 
ö2 Yin in 2w— a) dv De ö’ Fr; sin in (6u- u) dv en 
b De 0 (0 0-1 d 2. 
i u Eluzu (7 ni gu oe = I Van w al no insle je Yak Pal fm‘ , (60— ‚—’) - 
Is, „cos v, ln one in. 
Den (art aa tn 4 EBeetnthrnne van ar) 
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KR 
Rare 


sin’ ei Au +) Ti dv 


1 1 


Ele u MOV 20 
Zu ö' 


Jjal In „ (60-2, 5 


er 
nn dv 


er ®) 12 

Ssinisiny\; „ (2w-0— v er EARUF ED ad a f sin) sing" „_ (6w—b—v,—) " 
ık 

REN Ya2 —+ Wo Y 3 a oN 

ö\ J: au {op J: el sm 


1 


+ sin’ N  (2w—%, +) (6w— 20, — v) Ds dv 

Wendet man auf (115) nun noch einmal die partielle Integration an, so wird 
man jetzt nur noch Glieder dritten Grades und schon vierter Ordnung erhalten. 
Auch diese sollen noch berücksichtigt werden. Dann sind die exargumentalen 
Glieder erschöpft, denn eine weitere Anwendung der partiellen Integration lie- 
fert bereits Glieder vierten Grades, welche wir vernachlässigen. Schreiben wir 


wieder nur die durch d, vergrösserten Teile des Integrals hin: 


2 ER 
(117) 2 en ne fg # au) = 


72 


N cos 
a + 22200 u 9,002 Ps ’ 
N: a sin 


 @w+v— vv) = dv 


dV, 
dv 
ete. (analog für 6w). 


3 
79.00 3 5 
ups e Lele / Pr 
1 


av, 
ern 


37, = 
dv& & (m er . 


Integrieren wir nun (115) und setzen das Integral zusammen, so erhalten 
wir noch folgende Zusätze dritter Ordnung zu den Gliedern zweiten Grades: 


(118) pars ß, =— en eat a an En 
zur n, 2 ER ESNEh | nun, — Ba 
le En er on 
ee ers ron 


Dann haben wir in den Formeln (58), (80), 


(112), (118) die definitiven Werte 


der ß, nullten, ersten und zweiten Grades, soweit sie zu charakteristischen Ar- 
gumenten gehören, mit der vorgeschriebenen Genauigkeit ermittelt. 


5 ur 
brauchen wir nur für SER den 


Um die Glieder dritten Grades zu erhalten, 
Ansatz in den Gleichungen (106), (107), (116), (117) einzusetzen, dann auszu- 
multiplizieren unter Berücksichtigung der D-Glieder. Darauf ist die Integration 


auszuführen und das Integral zusammenzustellen nach der Formel: 


R, = .9,sinv—9,cosv. 
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Diese recht mühsamen und interesselosen Rechnungen sollen hier nicht an- 
geführt werden, da sie keine Schwierigkeit bieten. Die Resultate für die Glieder 
dritten Grades werden lauten, wenn wir noch die C-Glieder aus S, in R, mit- 
nehmen, die aus A, kommenden exargumentalen Teile in 7.R, dagegen vernach- 


m” 
gleichkommt: 


lässigen, was einem Fehler v. d. Ord. 5 


| GAS) — 

20, cos (2w— v) +ß,,n° cos (4w— v) +ß,,n° cos (4w—3v) +20,,n” cos (60 —3v) 
20,79 cos(2w—2v+v,) +ß,,n’n' cos (dw—2v+v,) +ß,,n’n' cos(dw—2v—v,) +2a,,n’n' cos (6w— Av — v,) 
20,7 cos (2w— v,) +ß,nn' cos (vw — v,) +ß,,nn” cos (dw— v—2v,) +2«,, nm" cos (6w— v—2v,) 
2a,” cos (2w— v) +Pß,,nn” cos (dw— v) +ß,,n" cos (dw—3v,) +20,,n'° cos (6w—3v,) 


er 


2,,nn” cos (Qw+v—2v.) + ßB,,.nn'” cos (dw+v—2v,) 

2u,,n” cos (2w— v,) +Pß,,n” cos (dw — v,) 

'B,, 7° cos (Sw—3v) +20, nsin’j cos (2w—20-+v) +P,,nsin’j cos (dw —20+v) 

B,,n?n' cos (Sw —2v—v,) +20,,n' sin’j cos (2w—20-+v,) +P,,n' sin’j cos (4w—20-+ v,) 

B,,nn'” cos (Sw — v—2v,) +20, sin) sinj' cos (2w—V—d,+YV) +ß,nsinjsin' cos(dw—v—d,-v) 

B,,n" cos (Sw—3v,) +20,,n' sinjsinj' cos 2w—v—d,+V,) +,’ sin) sin)’ cos (dw—d—d,-+V,) 
+ 20,1 sin? 00s (2w— %, + v) +B,,9sin?J' cos (do— 2%, + v) 
+20,,n' sin’) cos (2w—2d,+v,) +ß,,n' sin?j' cos (dw— 2b, +v,) 

8,1 sin?) cos (dw— 2 — v) +ß,nsin’jcos (dw— v) + Ps n sinj sin,’ cos (dw—d-+p,— v) 


wo 


„,n sin’jcos (dw — 2» —v,) +Pß,,n' sin’j cos (dw — v,) +ß,,n' sinj sin,’ cos (dw— +, — v,) 
Zn sinjsiny' cos (dw—n—d,—v) +ß,nsinjsiny' cos(lw+v—d,—v) +P,nsin’j' cos (dw—v) 


3,0" sinjsiny' cos(dw—D—d,—v,) +ß,,n'sinjsinj' cos (dw+V—d,—v,) +ß,7' sin’j' cos (dw — V,) 


3, nsin’j' cos (dw— 20, — v) 


3.,n sin’j' cos (dw—2p, — v,) 

{ +20,,nsin’J cos ((w— 20 — V) +Pß,,n sin’) cos (3w— 24 — v) 

+20,’ sin’) cos ((w— 20 — v,) + ß,,n' sin’) cos (Sw— 20 — v,) 

n +20, nsinj sin)’ cos (6w—D—d,— V) + ß,,n sin) siny' cos (Sw—d—D,— v) 

| +20,,n' sinjsin,' cos ((w—d—b,—v,) +P,n'sinjsinj' cos (&w—n—d,—v,) 
+20,,nsin’)' cos (dw— 20, — V) +ß,.nsin’J' cos (3w— 20, — v) 
+20,,n' sin’j' cos (bw— 2b, — V,) +ß,.,n' sin’) cos (Iw—2u, —v,) 

Die Werte der Koeflicienten sind folgende: 


ul tb) WR +Ub. Ye) Ya + 91 dia] Pr 
(120) , = - 28° a —- 40° 


N RZ BD AIR ZEN 
nn 40: 40: 
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(120) ß zn w(bz, 1. Ya ud Ys ELE w[2 (ö, tb Y:) Yazlı + (26 MOREn otub, Y,) Yan ö, De] Ya 
48 49° 40° 
ß I _ #(b, I 0 Zi LO P3 Sur, w[2(d, br. ıtb,.0.0P5) Y5 +(28, u eb Y;) Y+9, Da Ps 
5 40, 40% 
= rt er) _ RO ter P tie]? 
50 46) 40° 
Be a bunt da) Ps _ WA, Hub 950 Yre] Ps 
51 40° 40% 
Dr 20: 
PB, == u 498 Ya 4 u a Yu 
1 1 
eb Vet 5309), Elta) 
Bss FR 46° Hr 46° 
ß 2 w (d 02 Ya ale b,; 1-1 Y;) E u’ DR (Ps Yıs Er Ps N) 
s 48° 49° 


DEU w DDR 
— Dh 
Pan ge 40: 


lat oral NO 4b) 


Done 80° 80: 
ß ge _ wlbei. ARE 6 2- NER b;.. 0- Pıctedir 1: te u? [2(0,6,7.0+ ub,...0P;) Yıysh (et ub,.0.0%3) y2+206, (Yyıt Pay 
ern 80° telobi 
we 065% 6.0.29 De Wat b70: ist b;,, 1: Waelı. w’[2(0, DE: ‚tub, 0. 0P3) YıYst BRR tub,, ) Y3+26, PerıctYohu 
SA 80° 80, 
Bi — ltr) On + ab P Ya t+ 20 eYe 
Bar Ee 807 80; 
a RG ZU RR 22 a Bbrrnd: , MPao0Y2P 
u, 40° 40° ie 40° 40° 
ß 5 == ub,: 2: oPs Br BD Ye Yo ß —_ Dr Ya .n dl 
ri 40° 40° 2 40° 40° 
U up WON ee nn 
De 2 40° A er 2 
Bere _ MbrochhPa ade | Mdanı?dP 
is 40° 40° oo 40° 40° 
ae te born ge ubn Ps 1 br P3Yn 
100m 40° 40° so 40° 40° 
ub,; y u?b .0.0 Y3 73: IRA Zu ud 2.0.0 93/52 
B% Au u, EIN Fre 32 Bi; ze nz 3 a er 
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unbe) 2Ub,..0Y29ı ben 
(120) Pos TE I) 89° 80° Pa >73 49° 
ul red) AV Yan eben she 
Por EITReN 80? 80° Pas 49° 
1 1 
Bye 2, Fa Yen et ub}h.P; 
Pos REN 80° 80° 84 49° 
ß Se ups A NET RER. ß., er u, 
be 80° 80° = 4ö} 
ß ALBERT uld; 6-0- as b7: 1- Ps] Zu? b,..0P5 Ps2 ß; = urn Pe 
100,00 80% 80° 86 40° 
ß AERUNENL rt Yan] BE 2u? Dosoro Y3Y 3 De = _ wbrnaPs 
EI, 80; 80° H 40° 
A 
Bas =. 40° 
ur ub,. 02V; 
Da 40° 


Wie man aus diesen Gliedern ersieht, ist die Reihe der exargumentalen 


Teile eine endliche innerhalb der einzelnen Grade. Während in R, nur die Ord- 

12 { 

nung F auftritt, — die y, in u vorläufig v. d. Ord. 5 
EHE 2’? 


kommen in R, schon vor “ + —- FR und in R, Fr Kat 5; ge 7 Es entspricht 


angenommen, — 
ei 


dies ganz unserer Voraussetzung auf pag. 65. Der Fehler, der entsteht durch 
Vernachlässigung der Teile des nl, a keinen kleinen Divisor haben, 
m’, m'* 


wird demnach in AR, v. d. Ord. zu, Ey Bo 5: und ist in Anbetracht dessen, 


al 


I 
dass die aus der Störungsfunktion kommenden Glieder v. d. Ord. T schon ver- 


nachlässigt wurden, vollständig gerechtfertigt. Die C-Glieder waren in R, v. d. 
Or Al m"? 


13 
[op 
der exargumentalen Glieder hat Herr Ludendorff in Bezug auf den ersten und 
zweiten Grad mit derselben Genauigkeit hergestellt, wenngleich auch die For- 
meln in etwas anderer Gestalt erscheinen, bedingt durch das von ihm ange- 
wandte Integrationsverfahren. 


‚ und ihre exargumentalen Zusätze zu R, würden demnach v. d. Ord. 
Ö, 


werden. Ihre Vernachlässigung ist also ebenfalls gerechtfertigt. Die Reihe 


Würde man die Reihe der exargumentalen Glieder in R weiter fortsetzen 
wollen, so käme man bereits auf den vierten Grad und zu Gliedern v. d. Ord. 


(122) 
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55 FE Es ist für mittlere Excentrieitäten #° = m’, also wird der Fehler 
für den Grenzwert des Öd, v. d. Ord. der Excentrieität, was durch die hier im 
Divisor auftretenden grösseren Zahlenfaktoren etwas günstiger wird. Im Grenz- 
falle von 6, tritt also die langsame Konvergenz der Reihe schon störend hervor. 
Für die Zwecke abgekürzter Tafeln dürfte die Mitnahme der exargumentalen 
Teile dritten Grades hier vollständig ausreichen, für eine strenge Darstellung 
des Planetenortes jedoch kaum. Für charakteristische Planeten, wo 6 = m!’ ist, 
nl2 

wird der Fehler kleiner als — Hier ist die Vernachlässigung vollkommen ge- 
rechtfertigt, ja sogar schon die der Glieder dritten Grades bei Excentrieitäten 
bis zu 6°. 

Ausserdem ist zu bedenken, dass die exargumentalen Glieder höherer als 
zweiter Ordnung in R, nur in den D-Gliedern auftreten, dass also diese gefähr- 


lichen Glieder in V nicht weiter vergrössert werden, und dass die exargumen- 
13 


talen C-Glieder dritten Grades v. d. Ord. = sind. 


1 


6) Um die exargumentalen Glieder aus W—= K+TV zu erhalten, benutzen 
wir folgenden Ansatz, den man ganz entsprechend dem für $ erhält: 


oz i av, 
(121) 1 — Zuy, [cos 2w SE dv + 3ußt [cos Am dv. 


R, 120 Fonsan EB: 


Fri dv + 3ußl h cos dw a. dv 


+4uy, fa cos (dw— 7 dr, fu cos (dw— WS — N: de+2up, fn cos el 2 


In dem Glied mit ß? ist ö, im Nenner gegen die Einheit vernachlässigt. 


13 s 
ee Die aus (121) und (122) entste- 
henden exargumentalen Glieder dritten a sind fortzulassen, weil ein kleiner 


Der Fehler im Integral ist v. d. Ord. 


12 
Divisor nicht auftritt, und sie v. d. Ord. ar werden. Andrerseits vernachläs- 


sigen wir in K die aus der Störungsfunktion kommenden Glieder dritten Grades 


Ü 
und v.d. Ord. F Wir werden demnach exargumentale Glieder dritten Grades 


nur in V zu bilden haben. Es ist: 
2uy, dv, Zum i dV, 
(123) WM — ma Fa cos (2w — ler —dv+ 5, fa cos (2w—v,) rs 
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a2) 7, = BER FnoonBw—) do + Ref cos un) Zar 


Setzt man für 2 den Ansatz (39) in (121) und (123) ein und multipliziert 
die periodischen Aggregate aus, so erhält man folgende Terme: 
(121a) Re —.Uy, vn cos(Alw—v)dv+ uy, fa’ cos (4w— v,) dv 
+3uß! vl cos (2w+v)dv +3 ußty, fn' cos (2w-+ v,) dv 
+3uß! vn cos (bw—v) dv + 3 uß} fa’ cos (bw — v,) dv 
+ u, vs cos v.dv +uy, yafn' cos v, dv 


(1232) IV, = B2 Al cos (4w — 2v) Dan fan! cos (dw— v— vd [n” cos (Aw 2v,) dv 
up; 2, 2uys Ya f. I ev 7 [I 127, 
+ 5, fa dv AR ‚Inm' eos (v — v,) dv z- ö, Ju” dw. 


Wenden wir auf gewisse Glieder in (121a) und (123a) nochmals die partielle 
Integration an: 


(25) K, = 4u’y,Y, fneos( 4w— DE Y "do + au yıyıfa' cos ( (dw—v,)- nn 


Hier haben a ö, im Nenner gegen die Einheit vernachlässigt. Der Fehler ist 
v. d. Ord. 


r; ‚ also die Vernachlässigung vollkommen gerechtfertigt, da im In- 


tegral kein kleiner Divisor hinzutritt. 


IV = 
(126) P. - 5 2 fr cos (div — 2v)7 - n , dw UT m mn! eos (dw— v—v nr 


ass; - au ya ‚fn" cos (dw— 2v,) a dv. 


Wir werden demnach aus (125) und (126) Glieder zweiten resp. dritten 
Grades und dritter Ordnung bekommen. Die andern Glieder in (121a) haben 
wir nicht berücksichtigt, denn sie geben Glieder zweiten Grades und v. d. Ord. 
m” 
5, Man 
erhält nun durch Einführung des Ansatzes, Ausmultiplizieren und gewöhnliche 
Integration folgende Zusätze ersten und zweiten Grades in W aus den Formeln 


(121a), (122), (123a), (125), (124), (126), indem man die A-Glieder vorläufig noch 
fortlässt : 
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ar im Integral von X, d.h. für den Grenzwert von 6, v. d. Ord. 
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pars W,.= me parsy, — oa | pars y, — van Parse Br 
pars Wi. = 1 parsy, — a 3, ars Win won parsW 4 — ze 

een vr YB)Y: an 2a, 

parsy, = a wem IE? parsy „= 2u —. Y)Ys 
parsy,, = Er parsy,, = muTien = VAN 
parsy,, = a parsy, = nutzt ut 
Bar parsy,, = ertuhaeint BAVARZ 
paray, = we ie a car 
parsY, = Due parsı Wa, ae 
parsy,, = Sr parsy, = as pars W, = ee 
parsy, = , parsy,, = I pars Wi, = ee 
DarS Ras 777 I DALE a. = Fe ER pars W, = ze ja 
in’.V,,; 

ee ee ee 
Damit haben wir für die Koeffieienten in K, und K, sowie V, und V, die 


definitiven Werte erhalten. Ehe wir die exargumentalen Teile dritten Grades 
in K und V hinschreiben, wollen wir bedenken, dass durch die Gestalt der Dif- 
ferentialgleichung auch sehr grosse Glieder entstehen. Wir vernachlässigen ja 
die Glieder dritten Grades, soweit sie aus der Störungsfunktion kommen, d.h. 


I 
Glieder v. d. Ord. r in der Differentialgleichung. 


il 


hier in Frage kommenden Glieder auch vernachlässigen, da sie in K, v. d. Ord. 
I I ale 
— sind und in P, v. d. Ord. n 


2 
1 


Demnach könnten wir die 


Wir wollen sie trotzdem berück- 


N 
resp. r- 
1 
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sichtigen, da sie in gewisser Hinsicht eine etwas andere Stellung einnehmen als 
die aus der Störungsfunktion kommenden Teile dritten Grades; denn sie ent- 
stehen schon aus Gliedern ersten und zweiten Grades und sind dadurch bedingt, 
dass die Differentialgleichungen selbst wieder keine geschlossenen Ausdrücke 
sind, sondern Reihen. 

Zu diesem Zwecke geben wir der Differentialgleichung folgende Gestalt: 


Z — — 2(R,)exarz. + 6R,ncos v-3n’R,—6R, n’cos2v 
Ta — (S-2R da +[ER,—12R MR, R,+6R,S,+6R,S,]mcosv—By'R, 


—2R, Du 2R, 5, 7 6R, R,. 


Multiplizieren wir hier die periodischen Aggregate aus, berücksichtigen wir 
nur die ÖC- und D-Glieder und integrieren diese Gleichungen sowie (124) und 
(126), welche die exargumentalen Glieder dritten Grades in V hervorrufen, so 
können wir dem Resultat folgende Form geben: 


287 Ri = 

Yun Sin (dv — v) +7, 7? sin (dw — 3v) — 2ß,, 7° sin (Sw—3v) 
—2ß,,nn sin (dw—2v+v) +7,77 sin (dw—2v—v,) —2ß, nn sin (Sw—2v—v,) 
+7, sin (dw — v,) +y, m” sin(w—v—2v,) —2ß, m” sin (Sır— v—2Vv,) 
— 2ß,,nn” sin (dw— v) + 2ß,,n"” sin (dw—3v,) — 2,7 sin ($w—3v,) 


+7,77 sin (dw +v—2v,) 
— 2ß,,n" sin (dw— v,) 


+y,,nsin?j sin (dw — 20 + v) +7, sin’) sin (dw — 2b — v) 

— 2ß,,n' sin’j sin (dw— 2b +v,) +2ß,,n' sin’jsin (dw— 2 — v,) 

+y,,n sin) sinj' sin(w—d—b,-+v) + y,,1 sin) sin j' sin dw—v— db, —v) 

— 2, ,n' sinjsinj'sin(w—p—d,+v,) +2ß,n'sinjsiny' sin (do—v—d,—v,) 
+y,,nsin’j' sin (dw—2v, + v) +y, sin’ sin (dw— 2, — v) 

— 2,7 sin’s' sin (dw— 20, +v,) +2ß,,n' sin’j' sin (dv — 2b, — V,) 

— 2ß,nsin’jsin (dw—v) — 2,7 sin) sin’ sin (dw —p +, —v) 
— 2B,,n' sin’j sin (dw— v,) — 2ß,, 7 sinjsinj sin dw—v +b,— v,) 
— 2ß,,n sin) sin)’ sin(d4w+p—d,— v) — 2ß,,nsin’7' sin (4w— v) 

— 28, n' sinj sin j' sin (dw+p—d,—v) —2ß,n' sin‘) sin (do — v,) 

— 2B,,n sin’) sin (Sw— 20 — v) — 2ß,, n sin) siny' sin (&w — db —d, — v,) 
— 2ß,.n' sin? j sin (8w — 2b — v,) — 2ß,.,nsin’j' sin (&w—2p, —v) 

— 2ß,,nsinj sin,’ sin (&o —p—v,—v) — 2ß,.,n sin’ sin (dw — 2b, — v,) 


DE 


92 
Hier ist: 


(129) Vasen A 3(ß, Br Bu: Sr 3 Bis) Ve ee 3(ß, gr Ba DR 3 B;.) Ho, ar; SPzo Bir 2 
Mason lie: 3 Bis) Ne = ÜB,— Bist 3ßs) Ya. SP —Ar, 
Vsol em Bis —2ß,, Maurer, Bis =: 2ß,, Vrai on Sßy, K 2P,, 
Ye SP SI PIsER Vre Ngen; Spy Sir 2P,, Naomi an 3ß,, + Po. 
Dagegen wird: 
da ne 
y,.n’ sin (2w—v) +y,,n° sin (6w—8v) +Y,nsin’jsin (2w—20 + v) 


+Y,n sin (2w—2v-+Vv,) 
+7, n sin (2w—V,) 
+Yy, 79" sin (2w—v) 

+7. sin (20-+v—2v,) 
+7,” sin (2w— v;) 


+Y:0N sin?) sin (2w —_ v) 
sr Yıos 7 sin’; sin (2w — v,) 
Ar Yır sin; sin j' sin (2w 49 D, Eu v) 
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+Y,, 7 sin (6w—2v—v,) +79, sin’jsin (2w—20+v,) 
+7," sin(bw—v—2v,) +9,nSinjsiny' sin (2w—b—d,-+v) 
+y,n” sin (6w—8v,) +Y,. sinj sin,’ sin (2w—b—d,-+v,) 
+7, sin’) sin (2w— 20, -Hv) 
+7, sin’) sin (2w— 20, +v,) 


+9,00 Sin) sin)’ sin 2w—d+db,—v) +7.N sin’jsin (6w—20— v) 


+90, 0 sin) sin,’ sin 2w—d-+d,—v,) +7, sin’jsin (6w— 20 — v,) 
+YN Sin’) sin (2w— v) +7, sinjsiny' sin (609 —d,— 


+7, sinjsiny' sin2w-+0—d,—v,) +9, sin?z' sin (2w— v,) +7Y, 9 sin) siny' sin (60 — dd, — 1) |" 


Die Koefficienten werden hier: 


(151) 120 Se a 131 nl ilen ,)—3ß,(2ß,—% 
ee. 
0: 
= ÜBH )- —8ß,(2ß,— 
1 
z F 
„= B@.-0)-38.28u- 
SI „= 3a,—P; (a on 
DA I 5 E (Bi: nn, &;) je 3ß, (2B, 52 


E (B, ZE PA) —5ß, (2B, TE 3 4) 5 (eu 3ß,,) 0, Bu+3 (B, ß; +B; 1120) Ur ru An = z re | 


RBB tt Be 


+7Y,,n sin’J' sin (6w— 2, —v) 
+7, sin’s sin (6w— 2b, —V,). 


1) BP, (Bu) Bu BR) LBS CE u 


30,)— 3ß,(2P,.— 30,)— B.(a,,— un] = Br h= 


3.0,,) Fe P, ae 3ß,,) 0% But 3ß; ß, ah, 3ß, Pt Se als & eo 2 


Da CB Bea] 


2 N a 
3 &,) St 3ß, Bıı 73 3ß, (2B,. —$ «,,) = ß, (&4 Tr 3ß,.) — Pat Era Ir -. 1 A 
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2) Yu = 5 136.0.) 38. 8-10) + 3B Br BB, (28,30) + Bo ßı BB Bra) Brleı,— 38.) 


B 3 20,2 
Bold ht euer) + Er] 


Ä I 

2 Ma 3? (Bo — 0) — BP, (2ß,;—40,) +83, Ba—3P, (2ß..—3 &)—P: (2, —3ßı)—Bs (2,,—3ß,)—% Bis 
] ee 

a Sa Sn „38 = 


2 
1 


E 30, Ps (de 3ß)— Oz Bis = 3ß, Brszk En ac ae | 


(du, du) 3ß, er 1 0,,) = ß, (du — 3ß,,) —& AICHN az ß, Be | 


i - Ing: — ß, (avamı IP zo) 0 Po A 3ß, Ba; Ar a 
= [3 (2) —3ß, 2% Gr (2, — 3ß,)— &, Pan + 3ß, Ba + Hr; | 

4 De — ER: - 30, = ß; (@,, = Spy) — &, Bar At 3ß, But ur; -—. 

il 

Bon Fr Ba %s) en SP, (2Bs. ze) 5) 2 (&— IB) %ß.+ 3ß, Ps + | 


en —ß, (U 3ß,)— Pat 3ß, [ar ein ns 


Bi 
ur i (Bu) — BB, (AB — 3030) — Br (a Br) — u Br + BB, + FR a) 


Ya = 55. en (Bau — &) —3ß, (2 —t 0) — B, (a — SP) ßsı + SB, Bas + +] 
> 3 300 ß, (an BB) außer + BB + A 
E =, [ (Bus 0) BB, (23 05) —B, (en —3ß2)— & Br + 3ß, | 
| \ Br 5 - IP, (dB) Bat et ., 
Yin = gi +B) Br a abe 
ug But Biße) ne an 


3 3 3 
CE _—_ Yaose tr Pe la 
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Somit hätten wir die definitiven Werte der Koeflficienten dritten Grades in 
K und V erlangt und es gilt dann das auf pag. 64 und 65 Gesagte. Die Reihe 
der exargumentalen Glieder würde divergieren, wenn sie eine unendliche wäre, 


. .. 2m . . 
für den Grenzwert von d,, für 6, > \m' schreitet sie dagegen nach Potenzen 
der Excentricität fort. Während in den Gliedern zweiten Grades in V die ex- 


12 


2 m B & . . . 
argumentalen Teile v. d. Ord. gr sind, sind sie im dritten Grade v. d. Ord. 
1 
12 13 12 13 14 
m m 5 : N mi m m v2 
— +. Im vierten Grade sind sie v. d. Ord. ( sog je) = Also für 
Ö, ö, R 1 il 1 3 
mittlere Excentrieitäten (# = m’) und den Grenzwert des d6, — m” wird der 


durch Vernachlässigung der exargumentalen Glieder vierten Grades begangene 


Fehler zwischen den Grenzen -. und Fr liegen. Der Fehler ist beträchtlich, und 


deswegen kann für die kritischen Planeten die Darstellung der Bewegung nur 
eine genäherte sein für endliche Zeiträume. 


a! 


Bei charakteristischen Planeten wird der Fehler infolge Vernachlässigung 
der exargumentalen Glieder vierten Grades > »ı' sein, und für Excentrieitäten 
bis zu 6° ebenfalls > ın', wenn wir schon die exargumentalen Glieder vom dritten 
Grade fortlassen, denn hier fällt die Reihe rein nach Potenzen der Ex- 
centrieität. Fassen wir dies zusammen mit dem über R, Gesagten, so ist der 
Schluss nicht unberechtist, dass man für die Zwecke abgekürzter Tafeln bei 


charakteristischen Planeten (d, > V m') und mittleren Excentrieitäten bis zu 10° 
nur die exargumentalen Teile dritten Grades in den C-Gliedern zu berücksich- 


tigen braucht; bei Excentrieitäten bis zu 5° und ö, erheblich > \/m' wird man 
den dritten Grad gar nicht mitzunehmen brauchen. Bei kritischen Planeten 
Vm' > 6, > Vm” ist die. Mitnahme der exargumentalen Teile in den C- und D- 
Gliedern dritten Grades erforderlich, nur um den Planetenort genähert (inner- 
halb der Bogenminute) darzustellen. Eine strenge Darstellung der Bewegung 
dürfte, sich in dem Grenzfalle des d, mit Hilfe der partiellen Integration nicht 
mehr erreichen lassen und für kritische Planeten überhaupt nur mit bedeutenden 
Schwierigkeiten zu ermöglichen sein. 

Zu bemerken ist noch, dass dies alles nur für endliche Zeiträume gilt, und 
dass wir hieraus nicht ohne weiteres auf eine Bewegung des betreffenden Pla- 
neten für mehr als 100 Jahre schliessen können. Streng kritische Planeten des 
Hecuba-Typus in unserem Sinne sind bis jetzt noch nicht entdeckt, dadurch wird 
die Wahrscheinlichkeit, die hier gegebene Methode überall anwenden zu können, 
fast zur Gewissheit. 

Zur Feststellung dessen, inwieweit diese Schlüsse in der Praxis auch wirk- 
lich zutreffen, bedarf es selbstverständlich der numerischen Anwendung, und es 
wird im allgemeinen bei derartig kommensurablen Planeten erst bei der numeri- 
schen Rechnung festgestellt werden können, wie weit man zu gehen hat. 


nee 
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Was die Ermittlung der Konstanten y, y,, a, und b, betrifft, sowie der A- 
Glieder in 8, R, V, so soll sie zusammen mit den Zusatzgliedern geleistet werden. 


€) Die Ermittlung der exargumentalen Teile in 3 gestaltet sich wesentlich 
einfacher. Da 3 mindestens ersten Grades ist, so können nur exargumentale 
Glieder zweiter Ordnung im zweiten und dritten Grade auftreten, solche dritter 
Ordnung überhaupt nur im dritten Grade. Da die Differentialgleichung für 3 
zweiter Ordnung ist, so müssen wir behufs Integration die Variation der Para- 
meter anwenden. Die Entwicklungen gestalten sich analog denen für R und 
wir können daher sofort das Resultat hinschreiben. 


(+36, )wc, 9, 


Den ara) Fin eed+a)@+s) 
a Are 
Bann en er a) 
pe) = era 
(dies) 3, — 
&,7? sinjsin (4w—v) +5, 7° sinj' sin (dw—»,) +8,17? sinjsin (dv —2v) 


v +, m’ sinjsin (w—b+v—v,) +8, nn’ sin)'sin (dw—v, +v—V,) +5, nn sinjsin (dw-+b—v—v,) 
+6, m! sinjsin (dw—b—v+v,) +8,90’ sinj' sin(do—b,—v+v,) +5,” sinjsin (dw-+b— 2v,) 
En” sinjsin (dw—b) +8£,,.n” sinj' sin (4w—v,) 


+6,77? sinj'sin(dw+v,—2v,) +8,” sinjsin (dw—n—2v) +8,97 sinj' sin (d4o—v, —2v) 
6,’ siny' sin (4w+v,—v—v,) +5, nn’ sinjsin (w—n—v—v) +8,79 sin)’ sin dw—v, —v—V,) 
| +£,,n” siny'sin(dw+p,—2v,) +8," sinjsin (dw— 0 —2v,) +8,” sinj'sin (4w—v, —2v,) 
ren sinjsin (&w—d—2v) +8, sinj' sin (8w—b, —2v) +8, ,sin?j sin (Sw — 3b) 
LE, nm! sinjsin (So —v—v—v) +8, nm’ sinz' sin (80 —d,—v—Vv,) +8,5sin’jsin)' sin (&w— 20 —Vd,) 
\ 8,n” sinj sin (&w—b—2v,) +8,” siny’ sn(o—b,—2v,) +38,sinjsin’z sin (8w—v—2b,) 
| +8, sin’j' sin (Sw—30,). 


Die Koefficienten haben folgende Werte: 


g +61) "& 2 P; + 65%3 u €, 3 
(134) = el ur; 2 e Ge x RE ) = en 
ae wo Yt 6 Y) u C,YaYs Be w(e, Ar Ci) Par u? [4 y 
ee Ay 20° a 40° 20° 
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BGH}, | WY, 


Blatt) WI Y 


In 40: 20° ve 40: 20; 
0 EP) Me e, — _ ea ta) War 
: 40° 20° u 40° 20° 
& ee, ul, Y, & RR WC, Y3 & WC, Ya 
SERIE 40° = 40° 34 49° 
a ann) ng, ar er) e — Meurı+ 029) 
20 48° ” 40° z 40° 
ware WE;Ys & EEE Ma ZEN UlaYs 
[Sn rer 48° 33 46° Er ZI: 48° 
1 1 1 
g 2 BlinPe &, — MOs9s+ 0472) a Mala 
Sr Den) ® 40° 2 em 49, 
> u (& Yırt Es Y;) ER u’ €, Y; MEIN u(e, Yarzlacy Y,) u? C, v; 
(135) 5 SEHEN 80° 80° Sr WIR 80° SER 80° 
Potter tar) War 5 —_ _P&rchendhen) Auayın 
er 80° 80° z 80° Bon 
2 Mariah eur) MG e — _ Hart Car) _ Wp 
80; 80; n 80: 80° 
a nn FRE 1207202 
46 80 48 80° 
£ PIERRE: U(C, Ya + 6; Ya) Be WC, 9 
47 807 49 80° 


Ueber die Reihe der exargumentalen Glieder und ihre Konvergenz gilt das 
für R Gesagte. Hier werden jedoch alle Glieder um einen Grad erhöht, da 8 
mindestens ersten Grades ist. Die Glieder dritten Grades wird man hier bei charak- 
teristischen Planeten und mittleren Neigungen stets vernachlässigen dürfen, so 
lange es sich um abgekürzte Tafeln handelt. Sie müssen dagegen bei kritischen 
Planeten berücksichtigt werden. Die Glieder vierten Grades können stets fort- 


n m”? mt m* 
Has tr; (Mur Ex 
0,0% 


D ® o N 
gelassen werden, da sie in maximo werden = 
“1° . en Tr 
Mithin wird für 6, > Vm” der Fehler 


% 


centrieitäten und Neigungen bis zu 10". 
Me 
5 liegen. 


1 
i m 
innerhalb der Grenzen FE und 
ı 
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$3. Berechnung der konstanten und secularen Glieder, sowie 
der Zusatzglieder ersten und zweiten Grades. 


S) Die elementaren Glieder hatten wir, soweit sie von der Form B und 
ersten Grades sind, bereits vollständig behandelt [Formel (72), (73) für (3) und 
Formel (60), (113), (114) für (0). Die aus dem dritten Grade hinzutretenden 
Zusätze wollten wir nicht berücksichtigen. Die Konstanten sind, soweit sie 
vom nullten Grade waren, ebenfalls behandelt [Formel (67) und (69). Es er- 
übrigt jetzt noch die A-Glieder, welche mindestens zweiten Grades sind, zu er- 
mitteln sowie die entstehenden konstanten Teile zweiten Grades. Ausserdem 
wollten wir die A-"Glieder in V, während des Integrationsprozesses in seculare 
Form bringen, um das Auftreten eines Divisors m’ zu verhindern. Wir hatten 
die A-Glieder in den Differentialgleichungen hergestellt, ebenso ihre exargumen- 
talen Zusätze, soweit solche berücksichtigt werden, und jetzt ist nur noch die 
Integration auszuführen. Hierbei muss wenigstens in 8 und V, wo kleine Divi- 
soren v. d. Ord. m’ auftreten, die Variabilität von 7, II etc. berücksichtigt wer- 
den, und wir wollen diese Rechnung im Zusammenhange mit den Zusatzgliedern 
durchführen. 

Es war nach (76): 


(136) IS — fa. sin jsinj' sin (6 — 6,) dv. 
Nach Formel (101) wird dies aber: 


2 ee Es — Zu DE 
fi te Zu = 


# 
ä 


(197) 1,8, = I- Er sin ı sin u. cos (9 —#,) 


n mM n 


Ein konstanter Teil entsteht hieraus nicht. = "_ ist v. d. Ord. - 


In der Differentialgleichung für R erhalten die A-Glieder keine kleinen Di- 
visoren, und wir können dort n, II ete. als konstant ansehen. Wendet man auf 
die Formel (78) die Variation der Parameter an und vereinigt die entstehenden 
Glieder mit den aus Formel (110) hervorgehenden exargumentalen Teilen, so 
folgt, wie man leicht ausrechnen kann: 


| DR 
(138) A — [b,..— 28, 00,7,1fr? od a4 at rn u I, +0)do 
2 


4, 10, 
+ 
2 


& EP; cos 
| funiin (H— 17, —v)dv-+[b,...— 28, wa, y.]fn” in dv 


+2..0fsin) °do+ Ver fsinjsing In (-0,+0)# ; . (@- nina 
wo nur ö? gegen die Einheit im Nenner vernachlässigt ist, mit einem Fehler 


v. d. Ord. m’? >< 6, im Integral. Wendet man hierauf die Formel (101) an und 


Abhdlgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band 2,2. 


— [sin ı, sin ı/— sinı, sin) |cos (9,—®,). 


_vdv, 
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berücksichtigt nur den entstehenden konstanten Teil, so folgt für das Integral 
selbst: 
(139) pars const. R, = CR! L 0 Y.] (# ED) +[6,.,— 20, u (9,9 +0, Yo) 0m 
+ [0603 ES, 20, U0, Ys] >> Km 
+D,..(sin®s HB) sin?) 46%, ‚Dsine, sin ıl FB, Dein, 
Wie aus Formel (137) hervorgeht, kommen aus 7',S, nur periodische Zusätze 


in T,R, hinein. Was den Sn Teil betrifft, so wollten wir nur die 


Ordnung 35 resp. m’ und 7 nesuckeiehtden Deswegen können wir (138) in 


Hinsicht auf Formel (101) che 


sin 


(140) 2 == [dan 2m +3 ar Dr ale Br (9 — I ESOR , (@- On -2)| dv 
je 1-1 I I ! cos 
+|b, 200m Be en (B — DES 1 (on—an—0)|ds 
Bei dem Neigungsteil von 7, R, ist noch das aus 27,5, kommende A-Glied 


zu berücksichtigen. Wir können demnach mit Hilfe der bekannten Formeln für 
sin’j ete. die Differentialgleichung (75) genau genug für die A-Glieder schreiben: 


dB, = 


aa) T (Gt+R 3 |-2psinsinu-(B, 2 a 


W 


+8|-2p, sin „sin — (1% E )sinusind,- (+, SER: "sin sinn —2p,sinch sinus cos 
mTen m ji 


Integriert man nun (140) und (141) und vernachlässigt die g, und r, im 
Nenner der Einheit gegenüber, so folgt: 


(142) Jh Rh, 7 > Din coS (o Se 0.) = Shumn cos (On Fr 0.) ar > din cos (9 NRRT 9) Eh: Shıymn cos (In— On); 


wo über die Summenbezeichnung auf pag. 71 das Nähere gesagt war. Hier ist 
hinreichend genau: 


(143) in = [CB +, +). +(-P, +39 +0,0,)#1]* | 
Bann r (29, + 91 Sr ©) Hunt (— PD, A 4 A, + &, &,) %] Ant I B, ı [fi + &, &,) Hy + (— 2p,+@;) “] AR ö j 


din: = - 2p,sinm+ (- Di 4) sin | sin: 


") sinı,—2P, sin | sini).. 


Drmn = I 2sinu+ (- p,+ 29, sind) sinm+|(- DI 


Tm— Tr San Tu 


Demnach ist durch (142) und (143) T,R, gegeben unter Berück- 


„r n! 
sichtigung der Glieder v. d. Ord. m’ resp. w und - ‚ wie wir es beabsichtigt 
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hatten. In (139) ist der konstante Teil von R, gegeben und zwar auch die 


ml? 
Glieder v. d. Ord. — mit eingeschlossen. Zu diesem Werte kommt jedoch noch 
1 


ein Teil aus den Zusatzgliedern, bedingt durch die Form der Differentialglei- 
chung, welcher zusammen mit den Zusatzgliedern ermittelt werden soll. 


IV. 
2 ) her- 
dv 


leiten. Wir wollen bedenken, dass wir für den konstanten Teil auch Glieder 


v. d. Ord. . mitnehmen. Nach Formel (81) war: 


TV, = Tsd + Ti, fm’ cos (T-IL)dv+ T,,,f nd 
ED fsin: jdv TH, fsinjsinj' cos(6—6,)do+T. RER fsinzj dv. 


Jetzt wollen wir den konstanten Teil sowie die A-Glieder in 7, 5 


Die Koefficienten wollen wir aber noch genauer geben, als es in Formel 
(82) geschehen, da wir T,R, incl. der exargumentalen Glieder ermittelt haben, 
ebenso kommen nach (123a) einige exargumentale Glieder hinzu. Nach Formel 
(100) und (101) lautet das Integral, wenn wir uns alle diese Zusätze hinzugefügt 
denken, für den secularen Teil: 
d4) 79 = [T.@+23%)+ 712% + Too. 3m ]® 

DAN (sin20- Slsin!.,) 4 742 > sın. sind t-7,, > sin’ı,]v. 

In den T-Koefficienten haben wir uns den exargumentalen Teil aus (123a), 
sowie 7,$, und 7,R, einschl. des exargumentalen Teiles enthalten zu denken, 
und zwar sind alle Glieder bis auf Grössen v. d. Ord. 7 mitgenommen. Dies 
ist für den konstanten Teil notwendig. Nun wollten wir diesen konstanten 
Teil zerlegen in +y9-+7,, wo c, rein v. d. Ord. der Masse ist, und y, erst 
durch die Integration aus . entsteht, also aus der Integration von (123a) her- 


rührt. Zerlegen wir die Konstante in dieser Weise, so folgt, gleich in defini- 
tiver Form geschrieben: 


(145) = ya a um nn 
146) pasy=EE@ +3) u Din 
+8, (sin ı + Dsin?ı„)+8, sin, sin, + 8,2 sin?ı,. 
Die Koeflicienten sind hier: 

dar) 5 = -—,(,-3B,)-B,(,+6B,—-2ß)+2Bi+ 3ßıß: 

& SIR —20,(0,—2ß 1 = P,@ 3 38) ß,(&, + 6ß,—3ß,) + 3P,ß; + 3Pı(Ps + B,) 

2 Ei ——B,(0,—2B,)+3B; + 3ßıßi 

& Fr SB, ßss» & m SP, (Bart Ps); En; —= BP 


13* 
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Aus der Bedingung: u, = 0 = ,-2b, folgt: 


(148) pass, = HN) + Dan td 
+2, (sin: + Dsin?ı,) +2, I sin, sin, +2, 3 sin’ı, 
parsd, = to,, 
wo: 


(149) zz =-29, 49, +9, ++, -22)+B, a ta)HB 3a) 
+B,(.+%-38..046R..)+Bı(+m)—40,uo,Y, 
2, = —-29,+%+0,—20,9,+%,(,-2p)+B, (a t+%+a+a)+ß,4+B.(u-3) 
+, ta) ++ 38,0 r6R..)+ Bet B,) (+) 49, u (0,94 0,7,) 
= 29, 20,9, + (ut )t Butt) tt) EI, un, Y, 
—= — 2, +P, (ta) + Bl +) 
= dat tt tt) 
Dt ht) tt 9). 


4 


x 
X, 
%, 
% 


Zu y kommt noch, bedingt durch die Form der Differentialgleichung für W, 
13 Alk! 
ein Teil aus den Zusatzgliedern hinzu, der v. d. Ord. Ir resp. Fr ist. Die 
Werte für a,, b,, 9, Sind dagegen definitive. 

Wir müssen jetzt die Werte der A-Glieder ermitteln, und zwar kann dies 
gleich in definitiver Form geschehen, da die aus den Zusatzgliedern resultieren- 
den Teile hierfür nicht in Betracht kommen. Formel (81) können wir unter 
Benutzung der bekannten Reihen und Fortlassung der konstanten Glieder, wenn 


m". m” 


nur die Glieder v.d. Ord. m’, an mitgenommen werden und die Formeln 
(137) und (142) für 7,R, benutzt werden, folgendermassen schreiben: 
TV, = [3.(2%,%,+%,#')#cos(@—@,)dv 
+/[S (2%, #,+%,x#))».+ (%,x*, + 2%, x) #'|cos(®,— ®,)dv 
a 125, sinı,+ (.- — sin a sin. cos (#—9,) dv 


T 


n 


+[8 m. sin, + (7,- 0: ) sin | sin ı, 
U, 


Jr (®. ar 84, ) sine, + 2%, sin ı) | sin l cos (9, —#,) dv. 


a 
Weiter führen wir eine abgekürzte Bezeichnung ein: 


(150) TV, = [BE.c0s (o-o,) do+[SE,.,cos(0,—o,) dv 
+ | (2 Er cos (F—9,) dv+ J Ss Ei cos (9, — #,) dv. 


a um 
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Die Werte der Koefficienten sind: 


(151) &, = [2%,x,+%0,x.]% 
Bun = 120, 2,4%, #1», +[90,%, +9, #], 
E. - 3% w,sinı +(®; Are ) sin. sinı 
T—T, 
34, ANA NRr = . 
Em = 20, sin, +[w,—  __ jsin,, sin:„+ ||”, anE —) sine, +2w,sinı, ‚|sin«. 
®, Zn 2p, 4, =m++7 . w, I 2p,+ 8, 
iR Zu YYs ea 
w — 2p,— ei Bar, aim, ee 2 Wi 2.6 
2, pr DM 


‘ Ehe wir an die Integration von (150) gehen, müssen wir diese Gleichung 
in seculare Form bringen. Zu diesem Zwecke nehmen wir die konstanten Teile 
aus den Cosinuszeichen heraus, da ja ist 

oe 


(132) ee — 8 .cos(, BD.) En = 8.008(0- 9,) 
En = -5.sn(D-T,) &. = &.sin(0-0,) 
Enn = Emm cos (I, —T,) En = Eanın 08 (0, — O,) 
N gr sin Fi) En = 5... sin(0,-9,). 


Dann geht (150) über in: 
Ba — [2 & „cos (g—8,)vdv > &,„sin(e— g,)vdv +/[S Ezumın COS (8, — 8,) vdv 
+/[S &,... sin (g„— 5,) vdv 8 &,,cos (T—T,)vdv +[S &,, sin (T—7,)v dv 
E- J Ss &,.... 08 (T„—T,)vdv+ | Ss &,„.„ sin (T,—T,) vdv. 


Wenden wir hierauf jetzt die bekannte Reihe für Sinus und Cosinus an und 
schreiben abkürzend unter Vernachlässigung der dritten Potenz: 


(153) Y a Di Et er 5 mat Er 
g Zum % DB (8 (EN; $,) re (T—1,) a S (Gi g,) Se Ge) En 
g = 3 D- ten E nnt en Ta)" Ermns 


so geht die vorige Gleichung über in: 


(154) TV, = [7,Ww+2/[godv+3 [Tv do. 
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Wie hieraus hervorgeht, tritt durch die Verwandlung in seeulare Form noch 
ein konstantes Glied zweiten Grades auf. Nicht aber in der Differentialgleichung 


day, " ; \ DR U ; = 
Er denn sonst hätten wir es mit u, vereinigen müssen, vielmehr während des 
AV 

Integrationsprozesses, und ist dem y, gleich zu achten. Integrieren wir nun, so 


erhalten wir als definitives Resultat: 
(155) Tr, = WHY tr, tgeV + gr). 


Hätte man nach dem Integrationsprozesse 7',V, in seculare Form gebracht, 
so wäre, abgesehen von einer Konstanten, das Resultat dasselbe geworden. Das 
Auftreten dieser Konstanten bewirkt, dass wır das Element A anders erhalten. 

I 12 
m m 


7, ist v. d. Ord. — und zweiten Grades, g ist dagegen v. d. Ord. 5 


5, und 


1 
m"? 


d, 

Grades und kann wohl meistens fortgelassen werden. In Fällen mittlerer Ex- 
centricitäten und charakteristischer Planeten wird man nur y, zu berücksichti- 
gen haben. 


zweiten Grades, also schon beträchtlich klein, 9 ist v..d. Ord. und zweiten 


Hätte man 7,V, in periodischer Form integriert und dann die trigonometri- 


schen Funktionen in Potenzreihen entwickelt, so hätte man erhalten: 


TV, = a+bw+ao’+-:- 
nt+A = v+D DB, sinnv+K+V = a+(l+b+c0+---)v+ pars per. 


oder, da v —= nt gesetzt werden kann, abgesehen von periodischen Gliedern: 
nt+A = a+(l+b-+ct+---)nt+ per. Glieder. 


Lassen wir also 7,V, ganz fort, so wird nicht nur A einen um a anderen Wert 
erhalten, sondern auch n wird um 5b anders und sich ausserdem proportional der 
Zeit ändern. Da wir vor der Integration die seculare Form herstellen und 7, V, 
berücksichtigen wollten, so erhielten wir nach (155): 


TV, = bnt+ent’+---+per. Glieder, 


wir werden also A ebenfalls um « anders erhalten, n dagegen richtig und fast 
konstant, sicher für den hier betrachteten endlichen Zeitraum, da wir nur höhere 
Potenzen der Zeit vernachlässigen, die merklich werdenden aber mitnehmen. 
Das Resultat wird einmal genauer, und dann ist das Auftreten von Gliedern 
von der nullten resp. (ten Ordnung vermieden. 

Da die A-Glieder in 3, keinen kleinen Divisor erhalten, so könnten wir sie 
fortlassen, und dies wird auch in den meisten Fällen gerechtfertigt sem. Es 
soll jedoch 7, 3, mit derselben Genauigkeit gegeben werden wie 7, R,. Hier tritt 
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der Sinus in der Differentialgleichung auf, demnach sind konstante Glieder aus- 
geschlossen; ebenso sind, wie früher erörtert, die exargumentalen Teile ohne 
Bedeutung. Der Wert für 7,3, ist ohne Schwierigkeit aus Formel (89) zu er- 
mitteln. Ich will hier nur das Resultat geben: 


(156) 7,5, = sin (%—-o) +2 ce, „sin (®—@,)+D2 C,.,„sin(9,—o)+D c, „sin(#,— o,) 


+82, ,„sin(®,—®,)+S8c,,,„„sin(9,—o, 
= —(„+$q)#sinı 
re relor B +(3.+39)%,] sin ı 
un = -[&+tg)sin., +3, sin] 
mat ns +(3,+44,)#]sinı,— |3,%,+3,#/] sine) 
En = +3). + +3) sinı,— [0,4 3,%,] sine, 
ern = [+3 sin, +3 sinn]. [a t3M)sinı +3, sinı]a,, 


wo hier wieder in den Divisoren die g gegenüber der Einheit vernachlässigt sind. 


9) Wir haben jetzt die aus der Veränderlichkeit der langperiodischen Funk- 
tionen n, II, sinj, 6 ete. hervorgehenden Zusatzglieder aufzustellen. Wir wenden 
zu diesem Zwecke die am Anfange des Kapitels auseinandergesetzte Methode der 
partiellen Integration an und werden die ersten Differentialguotienten dieser 
Funktionen bei der Integration schon als konstant ansehen mit einer hinreichen- 
den Genauigkeit. Diese Zusatzglieder werden wir nur dort ermitteln, wo die 
Terme im Integral einen kleinen Divisor von der Ordnung 6, erhalten. Wo der 
Divisor g, resp. r, auftritt, ist ja die Veränderlichkeit dieser Funktionen im 
vorigen Abschnitte von vornherein berücksichtigt worden. 

Wir werden also Zusatzglieder in $ nur bei den charakteristischen Gliedern 
der Form Ü erhalten. Es war: 


— — —[e,]nsin 2w— v)—[e,]n' sin (2w— v,) 
ur [@,.] 7? sin (40 — an) [« ‚|n' sin (div a [e Lg m ’sin (dw _ 2v,) 
— [«,,| sin?j sin (4w— 2v) — [e,, |sin/ sin j' sin (dw—dv—v,)— [«,,|sin?j'sin(dw—2p,). 


Die Klammern der Koefficienten sollen anzeigen, dass hier die Divisoren 
und die exargumentalen Glieder zu unterdrücken sind, hier also die reinen Koef- 
ficienten der Differentialgleichung stehen. 

Vorher soll jedoch untersucht werden, ob es gerechtfertigt ist, den Einfluss 
der aus der Veränderlichkeit von n, IT etc. resultierenden Glieder erst nach Er- 
mittlung der exargumentalen Teile zu berücksichtigen. Gegeben: 

dX 


ee ansın (2w—V). 


104 JULIUS KRAMER, 


Dann ist in bekannter Weise: 


T= const. T= eonst. d ip 
(a) N afnsin @w— v)dv + 2u [a mcos (2w— v öl 
Betrachten wir nun n, IT im ersten Gliede als variabel, so ist nach den bekann- 
ten Formeln: 


V— const. V— const. 


(b) X, = ancos IL [sin (20 —0) do + ansin ILf eos ( (2w— v) dv 


V= const. TV const. 


ji sin (Qu —v) dv? — a cos (2w—v)dv’+-- 


Bei Ermittelung des Doppelintegrals in (a) können wir einmal n und IT als 
konstant ansehen, da wir sonst den zweiten Differentialquotienten dieser Funk- 
tionen erhielten, und dieser soll unserer Voraussetzung nach‘ null werden. Wir 
können den zweiten Teil in (a) schreiben, indem wir im zweiten Integrale nicht 
bloss V, sondern auch n und IT als konstant ansehen und diese Integration so- 
fort ausführen: 


2ua 5 dv 
(e) a sin (2w—v) na dv — parsX.. 


Wir wollen in diesem Integral erst mit Y auch und IT als variabel betrachten. 
Wir machen also zur Ermittlung von (c) folgende Annahme: 


V — const. „n, ZI variabel ‚N, IL, V—= const. n,II, V variabel dv 


(d)e 0 a/msin 2w— v)dv +2u/ a m eos (2w- v) ie. 


Es möge nun durch Multiplizieren mit = das zweite Glied in (d) folgende 
Form erhalten, während das erste jetzt als erledigt gilt: 


N + 5° (m? sin (de —2v) dv'—= parsX.. 
1 
Dies können wir offenbar mit dem betreffenden Gliede zweiten Grades aus 
der Differentialgleichung vereinigen, welches lauten möge: 


Ru —ag) fa sin (dw—2v)dv, 
also 


X,+X = («+ 52) orsin (dv — 2v) dv. 


Lassen wir die hieraus entstehenden exargumentalen Glieder als von höhe- 
rem Grade fort und integrieren, wobei jetzt », IZ als variabel anzusehen sind: 
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7 Ale as: 
I 36 n’ cos (4w— 2v) 
‚, WaP, 
a+ 
ö, dry’ cos2II . dy? sin 2IT 
+ 20° | EB sin (dw — 20) + TR cos (dw — 2v) 
4 ter 
Setzen wir eos —= «', so wird hiernach der Koefficient des Zusatz- 


1 
! 


& 
Er 
mittelbar aus (b), weil dort Y = const. für das Doppelintegral ebenfalls gilt, 
also exargumentale Teile nicht mehr auftreten können. Mithin ergiebt sich: 

»Bei Differentialgleichungen erster Ordnung wird der Koefficient der Zu- 
satzglieder im Integral derselbe, wie der der Hauptglieder, nur dass das Quadrat 
des Divisors auftritt. Wir brauchen in den Zusatzgliedern also nicht noch ein- 
mal die exargumentalen Teile zu berechnen, insofern wir diese zuerst ermitteln 
und dann erst die aus der Variabilität von n, II resultierenden Zusätze«. 

Für die Differentialgleichungen zweiter Ordnung gilt dies nur näherungsweise, 
wie wir nachher sehen werden. 

Die Reihenfolge, in welcher wir die Ermittlung der exargumentalen Teile 
sowie der Zusatzglieder vornehmen, ist demnach berechtigt und wir brauchen 
auch in S, nicht weiter auf die Werte der Koefficienten zu achten; es bedeute 
demnach die Bezeichnung [«,] hier nur, dass der Divisor zu unterdrücken ist, 
dass die exargumentalen Glieder dagegen schon darin enthalten seien. Wenden 
wir nun die zu Anfang des Kapitels gegebenen Integrationsformeln hierauf an und 
nehmen nur die zweiten Teile hier mit, aus welchen allein die Zusatzglieder 
folgen, so ergiebt sich: 


pars Ss — He, 1 sin @w- v) dv? HE feos(w—r)aw] +. 


gliedes gleich — Der Koeffiecient des Zusatzgliedes ersten Grades folgt un- 


+[e,.] Fr sin (dv — 2») dv’ + u cos (4w — 2») dv’ | len 


dsin’ ACOE2ON | » dsin’jsin2o pr. } 
+[e,,] Fr Ss in (dw — 20) du? +—— 7 — / [J eos (Aw — 2) dv + 
wo wir die andern Glieder nicht hingeschrieben haben, da sie ganz analog sind. 
Führen wir die zweifache Integration aus und berücksichtigen wir den vorhin 


abgeleiteten Satz, so folgt: 


pars 8 — ee nn in (2w— cos @u-.)] 
— es E n. 2 sin no REN I m cos @u-») 


Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band 2, ». 14 
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dn’ cos21I 
dv 


dr? sin 2II 
dv 


sin (dw — 2v) + cos (dw — 2) 


dnn' eos (IT+IL,) Br dam’ sin a 


dv dv 
dn'” sin 2II, 
dv 


cos (dw — 2) 


An sin (4 —2v) + cos (Av — 2») 


dv 
dsin’j cos26 
dv 
dsinjsin)'cos(6-+6,) 

dv 


dsin’jsin 26, 


sin (40 — 20) + — FE 


os (dw — 2) 


dsin) sin)’ sin(6+6,) 


sin (dw — 2v)-+ EB 


| 
| 
li je cos 2IZ, 
3. | 

| 


cos (dw — 2») 


an d sin? . sin2o, 


=>. 

Benutzt man die zu Anfang des Kapitels, sowie in Brendel, Th. d. kl. Pl. 
gegebenen Differentialformeln dieser langperiodischen Functionen und multipli- 
ziert die periodischen Aggregate aus, so erhält man: 


sin (40 —2v) + — 


| dsin’j' cos2o, 


7 cos (dw — 2)| \ 


pars$ = 
= = s# cos Aw —v+o)— > 9%, 008 (2 —v-+0,)— > 9,%, c08 (2w— v+0,) 
d: 1 


1 


46, 


g &,,% cos (dw — 2v +20) — er le Leere) 


Sn 
248 ut ©" 40,008 (Aw—2+o,+ 0,)— 0,2 au a cos (dw — 2% -+@-+0,) 
4,2 c0s(4w— 2 +20,)— a,,S Du (#0, + x.) cos (dw —20+ 
> mon w—2v +20,) sun 0,-+0,) 
lu 5 x. cos (dw— 20 +20,) — ,,D ar Sn, x\.cos (Aw —2v-+0,-+0,) 


ö, 


+0, = sin’ı cos (du 2 +20)+.,2”5 " sinısinı,cos (dw—w+9+9,)+a,D— : inarees (din 20429 


se ” sin: sin, cos (dw— 2 +9,+9,)+ 0,2 un sinısinı,cos (dw— A +9-+9,) 


& i ni De ö : i 
+0,2 r. sin ı, sin, cos (dAw— 2v+29,)+ 0,8 [sine „sin, + sinı, sinı)| cos (dw —2v+8,-+%,) 
1 


Hl >, — sin?ı/ cos (dAw— 20 +29,)+ 0, gem sin 1, sin. cos (Aw—2v+9,+9%,). 


ö, 


Es ist hier die Rechnung ausführlich wiedergegeben, um den Gang derselben 
besser veranschaulichen zu können. Wir wollen jetzt bezeichnen: 


(157) v-0o =yg v9 = h 
v—0o, = v—-9, —=h.. 
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Dann schreiben sich die Zusatzglieder am besten in folgender Form, wo die 
Symbole I, und 8, die zu Anfang des Kapitels erläuterte Bedeutung haben: 
(158) parsS — a, cos (2w—9) +) a,,, cos (2w—9,) 

+ a, cos (dw—2g) + a,, cos (4w— 2) 
+Da,,cos(Aw—-g—-9,.) +Da,.cos(dw—h—h,) 
+ a,,, cos (dw — 24, + a,..cos(4w—2h,) 
+Sa,..., cos (dw—g,— 9.) +8 a... cos dw—h,—h,). 


Die Koefficienten haben folgende Bedeutung: 


Fe 5 = Sn 
19), = - ar a at 0] 
1 1 
a Fi g E 
ZEN FR 8,,% 
al 
= s+$ a 
Or E 5 = [a8 + z % 
1 
yes Sn en, 
Os. — ar (m %, + — K, + Ex + IHR 
Ö, ax F 
== Gut Sn us, &s I I 
A,6.mın en f) (aux. = 2 An or an 2 16°’ %, 
1 
= T Fr 9 
Oyg = 57 &,,s10n L 
1 
FIR TET, 
Ay, > 5, e,,sinı,+ 2. sin:,| sine 
a. En Fer 1 1 sin inı'|sin ı' 
An > 5 Sind, +7 —-sinı))sinı, + 5 sını + 0«,sını, \sınz, 
1 
nn ee T, +7, A 
Agaman 5, ,,sint,—+ 2 sin«, sin, + = 0 HSINZLN 


m” 
od; 
Grenzfall der charakteristischen Planeten, sowie für die kritischen = m’. 


Diese Koefficienten sind, wie schon erwähnt, v..d. Ord. und für den 


10) Die Zusatzglieder in R sind bedeutend schwieriger zu ermitteln. Wir 
wollen diesmal jedoch die Rechnung nicht so ausführlich darlegen, da sie nach 
den vorigen Angaben leicht zu übersehen ist. Analog den Formeln (106) und (107) 
werden wir hier bekommen, indem wir nur die zweiten Teile der Formeln für 
die partielle Integration berücksichtigen, die allein die Zusatzglieder geben, und 

14* 
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indem wir in den partikularen Integralen nur die Teile mitnehmen, welche 
kleine Divisoren erhalten: 


cos (dw — 20) — ag 


lerne] EB 
ah: 40, dv 


sin (dw — 2u)|+-- 


b 'si _ 
+4 Parc] An EEE v)+4 Pau] u sol 2) cos en 
0: .1.v ö: dv dv 
rl ns cos (II— IL) es könn! sin (ZH) .- 
+1 3: To cos (2w—v) es @w-2)| + 
22.0] [| An’ cos 2 ’si ; 
+1 a [2 ms zur 005 a) E sin(2w—n)|+ 
b23.0] [ An’ cos 2II dn’sin2II . 
+1 1 BE N cos (in 30) sin (in) +: 
nn REED 
,=—-4 _ Erz sin (dw — 2v) + a cos (ie n)| + - 


dnn’ sin (IT— IL) 


ne v)— , a. (Ann eos); 
dv 


1 : sin (Aw — 
ra Ö dv 2 


cos (2w =o)) 


, la. ‚| [dam'eos(H—IL) 1, Anm’ sin (IT— Il) 
Fr | de sin (2w—v)+ Fr cos (2w— o) AL 
b73,.) [ dm? cos21I dr” sin2IT 
+1 | 5 J | A To sin 2 0) EN cos (w—r)|+ 
; Bes Juindn coszE Da el 
— 90° | re sin (6w— 30) + Fr cos (6w —3v)| + 


Die Vernachlässigung der Integral-Teile ohne kleinen Divisor giebt im In- 
tegral einen Fehler v.d. Ord. wi, ist also gerechtfertigt. [b,] soll abkürzend 
anzeigen, dass der zugehörige exargumentale Teil mit einbegriffen ist, also: 

[65.0] = ds; + pars exarg. aus RB... 


Wir dürfen so vorgehen, da die Differentialgleichungen für die Parameter 
g, und g, erster Ordnung sind, also für sie voriger Satz gilt. Man muss nun 


cos 
dy. 

ae etc. die im $ 1 dieses Kapitels gegebenen periodischen Aggre- 
gate einführen, dann die Ausmultiplizierung bewerkstelligen und die Integrale 
vereinigen nach der Formel: 


für die 


R = 9,sinv—9,cosv. 
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Wir wollen dies an einem Gliede zur Probe ausführen und daran einige Be- 
merkungen über die hierbei begangenen Vernachlässigungen knüpfen. 


Zug 8 
„= 1 [d ul | dn? - ZART or (20 —») en sin (2 —o)| 
1 
SR 
I; — 1 [d nn | dr? en 2II sin (2w—v) ER eos &w-)| R 
Mithin wird: 
pars RK, = — en Bi 5 au sin (2w — 2 ne ns (2u—20)|. 
Nun ist: 
nl —= Dis 0 + Kb, Yıs 
207 20) 2° 


wie aus Formel (78) und (109) hervorgeht. Wir wollen nun versuchen, dies analog 


dem Ausdruck für S auf die Form zu bringen u *__, In diesem Falle ist: 
Divisor 
EInEN Da Zub, zer 03.0 { 1 $ 1 wb, 0.0Y14 1 2-1 
oder : 
Eon DER f ED 00 Fis m' m” 
ee PT a 
Fl 
Da nun diese Glieder in den Zusätzen mit nn d.h. mit - multipliziert 
5 1 1 
werden, so können wir in der That ganz wie in 5 verfahren, also auch schreiben 
12 „13 
P» > Zusatzglied mit einem Fehler = resp = Dieser ist im Ver- 


Divisor 4, 693) 
hältnis zu den vorigen Vernachlässigungen erlaubt. Mit derselben Genauigkeit 
lässt sich dies auch für die andern Koefficienten nachweisen, was ich hier wohl 
nicht näher zu erörtern brauche. 

Ohne auf weitere Einzelheiten dieser äusserst mühsamen und ermüdenden 
Entwicklungen einzugehen, die sich nebst den Controllrechnungen über 23 Folio- 
Seiten hinziehen, werde ich hier die Schlussresultate der Zusatzglieder in R 
geben. Ich will nur bemerken, dass die aus den D-Gliedern resultierenden Zu- 
satzglieder in % berücksichtigt sind, und dass die O-Glieder aufgeführt sind, so- 
weit sie aus 


ER 
DarE dv? TR (25 )zusatz 
herrühren. Es wird dann: 


(160) pars R, = 2a, cos (2w— 9) +2 a,., cos (2w— 9,) 
+b,cos (Aw—g) +D)b, „cos (dw—9,) 
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(160) pars AD, b,,cos (wg 


+8, cos (Qw 


+b,,cos (6 — 24) 


—g,) +b,cos (2w— 29) 
+2 b,, cos (2w—g+9,) 
+SD, „„cos(2w+9, 
gt) ES D.,. cos (2W 
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+ 2a, „cos (Av — 24) 

+3 dcs Qw—9—9,) +2Da,,cos(dw—g—g,) 
—9,) + ,,cos (2w—2g,,) +23) a,,, cos (dw — 29,,) 
II) +28 Re. 008 (Ag, —9,) 


+ )25,.cos(2w+h—h,) +b,cos (2 — 2h) 


+ 5, cos(6w—9—9,) + Ib, cos Zw—h+h,) + Db,.,cos(2w—h—h,) 


+2 Di. cos (bw — 29,) 
tr S) Dee cos (bw = gm 


+ 2a, cos (dw — 2h) 
+2)2la,„cosdw—h—h,) +5, cos (6w— 
+22 a, cos (4w— 2N,) 


+8p,,.. (cos2w-+n,—h,)+ 2b, cos (2w—2h,) 


os Bi, cos (2w—h,+h)+B Re cos 2w—h,—h,) 


+ b,,c0s (bw —2h) 
h—h,) 
+2, cos (6w—2%,) 


+28a,,,.,cos(4w—h,—h,) +8 by... cos (6w—h,—h,) 


Die Werte der Koefficienten sind: 


(161) = - 
Dr %,+Pß,x,)% 
b.= nt BR) % 
b, == 5 5 Br? 
du. an (Bu 11 %t+ Ber +.) 
09 27 ; 
b,, Den 38 Bir% 
..— an (Bar. + «)r 
Dis ei (ß,, sine, + P,,sine/)sinı 
Bu (Bu sinetP,,sinai)sine 
= 2r Be 
b,, = 5, Pr sın Lt 
Di, m In r (B. sin, + a sint ) sins 


5 


I In 

36 B,% b,.. Sr 290: [B,%. +Ps% % 
Di: = = 2 [(B, %r ß; %,) Rt (P, Bo %,) x.) 
7= m G, I I I 

IMmn ER 2 Ö [(B, %+ß, x) X. (Br, Bo %,) x.) 
RS == 25: (Bar, + ) % +. +Pßis x.) 2 
De 37% Un em 2 (B.% + ) % Sa (& Rt Pis% x.) 2 
Bien es = ; (ent ers; Pro, «) %t (ar %,+ Bis* ı)" «| 
er Sr OLE le %, ‚r Ps se) Rt (8 % a ER *.) "| 
m In [(P,, sine, +ß,,sinı)) sin: +(ß,, sin, + ß,,sinı))sinı] 
PR ne [(P,,sinı,+Pß,, sin) sine, +(ß,, sin, +P,,sins/)sine/] 
= 27, : Bas i Ba S SM 
Da TU ((& sın tr —* sin ) sin, + & sinz, +ß, sin “) sın 2 


Ba 


7 Tas T, = 
Dan TE 2 Se ((B- sın ui) 7a%= sinz 
1 


) sine, + (% 


sine, +ß,,sins ‚)sin« sinu) 
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2r 
- 39, 
ae 


, Dan = 3 |(Businı ee sint ‚sin + (sin, +ß,,sins) ‚sin: | 


old 


: — AELRR a 5 
" (Ausine, e- sinı ‚)sinı Ua — SE (f sın + sin.) ‚sin. (2 sin: +P,,sin:) sine, |. 


: 5 ; ß m" 
Die Glieder sind hier alle von der Ordnung FE abgesehen von den exar- 
1 
gumentalen Teilen. Die Reihe der exargumentalen Glieder ist die gleiche wie 


in R, und R,, nur dass hier der Faktor -,- noch hinzutritt und die Konvergenz 
etwas erhöht. Wir wollen nun noch in R, den aus gewissen Zusatzgliedern 
resultierenden konstanten Teil berücksichtigen, denn für die A-Glieder kommen 
diese wegen ihrer Kleinheit nicht in Betracht. Wir nehmen nur mit 


2 


OR = = 
DS de Br R= (8) 1/Zusata 3 H air 3 > RR 
also hinreichend genau 


(162) parsconst.R, 4a 1a, 


4 
Diese Glieder sind v. d. Ord. Fr und wohl stets zu vernachlässigen. 


1 


41) Wir haben jetzt die Zusatzglieder in K und 7 zu ermitteln. Wir 
werden hier nur für V neue Zusatzglieder aufzustellen haben, da nur dies einen 
kleinen Divisor erhält. In X brauchen wir nur die aus 2R kommenden Zu- 
sätze der Form D mitzunehmen und zwar unter Vernachlässigung des jetzt ent- 

12 
mitnehmen und müssen auch die Funktion # berücksichtigen, d.h. die aus der 
Mittelpunktsgleichung entspringenden Zusatzglieder. Zu dem Zwecke schreiben 


stehenden Divisors. Ausserdem wollen wir noch einige Glieder v. d. Ord. 


wir: 
art ER, 2a NOS — 
wir setzen hier: 
MCoSsV = %COS9g+D}%, 0089, 
Ferner ist nach Br. Formel (228b) und (253b): 
EEE LLIEIr ee in ng CE CREN on ET md, 


Mit Hülfe dieser Formeln, sowie der zu Anfang des Kapitels gegebenen 
Relation erhalten wir, wenn wir ausmultiplizieren, integrieren und in den Divi- 
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ara 
soren die d, gegen die Einheit vernachlässigen (Fehler = ): 
1 
(168) pars[X,+K,]| = —2srsing— 2) 5.%. sing, 
+3 gr’ sin2g +3 DI (+ 5,)Rr, sin (gt )+EDsmsn29, +48 (8.4 8,)%,%, sin (g,+9,) 


— 2b, sin dw—g)—22 db, sin (4w—g,) 


+52 (a, xta,,r,)sin2w -+7,sin(2w—29) — 2b, „sin (6w—29) 
a Ko sin (2 w+g9—9,) a Ya sın (2 w—g9—9,) aD don sin (6w—g—9,) 
+23 Yon sin(2w—g+-9,) + D 9. 5in (2w—24,) — 230 „sin (6w—2g,) 


‘ + yon sin (2w +9, —9,) An D De sin (2 w In —9,) —2 So sin (bw 70% —9,) 
HS Yan sin (2w—9,+9,) 
2320, sin2w+h—h,): +20, sin(2w—2h) — 2b, sin (6w— 2%) 


—230,,sin(2w—h+h) +23 d.,sn@w—h—h) —-2D5,..sin(bo nn) 
— 282, sin@w+h, —h)+22b,.sin2w—2h) -220,,sin(6w—2N,) 


—28),,,..sin@w—h,+h)+280,,.sin 2w—h,—h,)—285,,.. sin (6w—h,—h,). 
Hier ist: 
(16) u. = -Bi.-5%.%] = 2b,-5a,x 
Di = —[25,,—-5a, %,] Pro SE 2b, De n —B(a, %, ‚ta, „*) 
m 73 — [25,... „—da,. n%,] Yırn Ze aD... —5a,,, %n 
ZN > — 125, “men — 5a sm Ru] Kagımıy Fr 2b. MEN —5(a,,% te Ay. % %,). 


Um die Zusatzglieder in V zu berechnen, soweit sie durch die Differential- 
gleichungen aus solchen niederen Grades der aus S und R entstehen, wollen 
wir setzen: 


an — [S—-2R]+6R,[R,|+ (6[R,]— 24R,[R,|+6R,[S,) necosv. 

Die eckigen Klammern zeigen an, dass in den betreffenden Funktionen hier 
nur die Zusatzglieder mitzunehmen sind. Ausserdem werden aus den C-Gliedern 
selbst noch neue Zusatzglieder entstehen, die mit Hülfe der bekannten Formeln 
zu rechnen sind aus 


ve v2 ver cos (Aw—v v)— a w]+ 


Talg 
En Er cos21/ a ._ sin (Au 2n)|+--- 
nn le dsin’ . cos ‚dsin’J cos20 COS s (dw — Do, u ynae) a. een sın (dw — 2») inte: 
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Rechnet man diese, sowie die vorige Gleichung durch, so wird man zu fol- 
gendem Resultate gelangen: 


(165)  pars[7, +7] = Zsin@w-9) 3 Ze ng)! 
Ö, Ö, 9) ') 


+y,sin(4o—29) +y,sin(4w—2h) 

+Dy..sin(dw—g—g,) +3 7,.sindw—h— h,) 

+) y,,., sin (Aw — 2g,) +D 7, sin (dw — 21,) 

+ Syn. in (dw —9,—9,) + 8Y „sin (4w—h,— h,) 
Die Werthe der Koefficienten sind: 


(166) 2 > d,-7,—3P,ß,]% 


"3. 
() 
IE Sn N 
es SE 5 8%, 7, — 3B,B).+&0,—y,—3ß,ß,)%,] 
1 


25W a 3a,,+3ß,(b, +b,)+3% (28,—7B,a,)) 


—2(6-k8,) rim +71 2) 2) 3a... „+3r(2b, ‚n —7B,a,. +3%.(2b, —7Pß,a Auen] 


fr 
1 Bin, Yis — 3a. +3 Op 7 FR 7 
Fi) —2 Sn Vs Kn Ar IE 21%, ai 2 Von =: Y 16 % Rn A .n 2 Km ( Dun 7B, 4.) Ar 3ß, (Der +D 0) 
- 2 (er SF [7 „) Ir. % IE E Mt Ep (2 N ı a 2 DA hr 3 Rn (2d,. ge 7B, 4...) 


al 3 Hn (25,., Zr 7B, + 3 ß, (Diva Ei] 


[2rsin’ıy,—3a,+ 3ß, (b,,+b;,)] 


E (T-+7T, (r% sinı,—+ ia sins ) Sins 3a, +3ß, (bunt Ze) 


il. \ Mae: : Re ß i — _ — 
5 E T, I sin, + n sın ) sinı,+ (# { ' sin ) sin | — IA, t3ß (dr t Du 
1 


E (T„+7T, 1? sin, + 2 . ) sin, + (a sing +Y, sinı ) sin - 8GB Haan) 


1) Bei der numerischen Anwendung auf (108) Hecuba hatte es sich als notwendig erwiesen, 
in den C-Gliedern ersten Grades in W bei der Berechnung der Zusatzteile aus n, II insofern weiter- 
zugehen, als dass auch der erste Differentialquotient als variabel betrachtet wird, dass man also die 
dritte Potenz der Masse hier noch berücksichtigen muss. Das Resultat ist: 


(1658) pass ya a (2w—g) + Da » 2 sin (20—g,) 


(1663) n = % In 2 n-e) #936) Hi]. 
1 1 
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Ferner haben wir den bei der Bestimmung von y erwähnten Zusatzteil 
noch zu ermitteln. Er geht ebenfalls aus der Differentialgleichung für 
hervor, und es ist sein Wert folgender: 

(167) parsy = ER + DE. + DE aD En“. 

Hier ist: 


a 5 = et) 
g 5 


1 


&. = z[ele+ at (2-2) 100-5) 
u. las ee =) 2m +0 (58-20)-388.(1-&) 
lien] 


abgesehen von den exargu- 


12 
Die Zusatzglieder sind in V v.d. Ord. ir 5 
mentalen Teilen, und es gilt hier ebenfalls das für die Reihe der exargumentalen 


H 
Hauptglieder Gesagte, nur dass die Zusatzglieder mit . multiplieiert sind. 


12) Die Ermittlung der Zusatzglieder in der Funktion $ geschieht in gleicher 
Weise wie beim Ausdruck R, nur treten hier einmal infolge der Gestalt der 
Differentialgleichung neue hinzu, sodann haben wir die aus der Veränderlichkeit 
von sinj,6 etc. bei den D-Gliedern entspringenden Zusatzteile zu ermitteln. 
Es geschieht dies nach den Formeln (96) und (99), die im $1 dieses Kapitels 
gegeben sind. Insofern tritt hier eine Erleichterung ein, als die C-Glieder gar 
nicht berücksichtigt zu werden brauchen. Ich will hier auf die mechanische 
und wenig interessante Herleitung dieser Glieder nicht weiter eingehen, sondern 
sogleich das Resultat anführen. Der Ermittlungsprozess ist genau derselbe wie 
bei R. 


(169) pars[3,+3,] = «sin(4w-—%)) +), c,, sin (dw—h,) 


+c,sin(2w+h—9) +c,sin@2w—h+.9) 
+NDe,,sin@w+h-g) +2c.,sin@w—h+g,) 
+Ne,,sin@w+l,—9) +2 c..sin(2w—h, +9) 
+Dc,,sin2w+h,n—9) +2 c,, sin (2w—h,+9,) 
+Sc, „sin@w+h,—9,) +8... in @w—h,+9,) 
+Sc,.„sin2w+A,—g,) +8... sin (2w—h,+9,) 
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| +c,sin20»—h—g) +c,sin(6w—h—g) 
+. sin @w—h—g,) +2) 65. sin (6w—h—g,) 
+De,„in@w—h,—g) +Ne,,sin(6w—h,—g) 
+De,„sin(2w—h,—g,) +26, sin (6w—h, — 9,) 
+ Sc... sin 2w—h,—9,)+8c,,.., sin (6w—h,—9,) 
+ aaa Sa UI) + Seren Sin (6 —h, —g,) 


Die Werte der Koefficienten sind: 


er _ T, 3 RE 
€ = 5, 5, & sin A 2, [&, sin: +8,sinı/] 
= -Etnsin gs = ze &,xsinı 
Be ' = Bin 
= (8%, +8,%)) sinı Or (&,%,+&,%/)sin: 
= & = (£, sinı, +8,sin:/)%  — ei (£,sinı, +8,sinı))% 
1 1 
BT a cn — : : 
= N x,)sinz, +(&%,+5% %,) sinı Al Con Z = [(&%,+&:%,) sin, +(&%,+8,,%,)sin«/] 
te ent eadeintntadenen an TEE u Hd sts] 
Bit I es 
Inn = En = [(&sinı,+&,sinı,)x,+(& sine, +6, sin4,)%,] Cum = 2 Zu ——— [(&, sin: +&, sin,)x,+(&, sin«, +8, sinı,) x, 
Ö, 
T— ß ie 
u rein: >= En meint 
a ne a + &.n')sinı en yereal)sine 
1° f) n 12 'n 22-n 30, 15 %, 16 
„8 : Re _ T,— 
r Se (&,,sinı,+&,,sinı,)% Be Ey 8 (£ sins, +& „sine! )% 
1 


T 


In u [(&ı %t 6 %,) sin ut (& %t Ei %,) sin 1, Cr == ar z [(&: “rt 1 %,) sin ut (er Rt is %,) sin 4] 


T 


23 T— “ & _ = & R 
mn 5 z [(&ı %-+ Cs %,) sın Fa (&13 %+ &0%) sın 1.) os. mn Fe 3 m Ne; %t Es %,) sın beste (ar %r en %,) sın u] 
1 


DIT 


(= I [(& sin, +8 sine), + (&,,sinı, +8 ,sini))x,, Ten. = Er ”[(&,,8ine,+8,,sins))x,+(&, sine, +&, sine/)r/ ] 


Die Glieder en hier wieder, abgesehen von den exargumentalen Teilen, von 
n'? 


der Ordnung s: - 


15* 
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Hiermit haben wir die Funktionen S, R, (oe), W, 3 und (3) mit der vorge- 
schriebenen Genauigkeit berechnet. Wir haben nicht nur die von der Neigung 
abhängigen Teile dieser Funktionen berechnet, sondern auch diejenigen Glieder, 
welche eine Folge des hier angewandten Integrationsverfahrens sind, d.h. die exar- 
gumentalen Glieder und die aus der Veränderlichkeit von n, II ete. entsprin- 
genden Zusätze. Erstere gaben nur zu den Koefficienten der trigonometrischen 
Funktionen Zusätze ab, letztere dagegen Glieder mit neuen Argumenten. Ferner 
haben wir die aus den Gliedern zweiten Grades entstehenden Teile der Glieder 
dritten Grades berechnet, soweit sie kleine Divisoren erhielten, sei es, dass 
sie durch die hier angewandte Integrationsmethode entstanden, sei es, dass sie 
durch die Gestalt der Differentialgleichung hervorgerufen wurden. Die aus 
der Entwicklung der Störungsfunktion entstehenden Glieder dritten Grades 
sind dagegen durchweg vernachlässigt worden, und es wird dies auch in den meisten 
Fällen der kritischen Planeten, in denen der charakteristischen wohl stets, aus- 
reichen, so lange die Excentricitäten sich in mittleren Grenzen halten. Ihre 
Mitnahme hätte eine Weiterführung der Störungsfunktion bis zum vierten Grade 
bedingt. Ausserdem wird die Mitnahme dieser Glieder weit eher durch starke 
Excentrieitäten erforderlich, als bei starker Kommensurabilität, und dies würde 
mehr einer Ergänzung zur Theorie der gewöhnlichen Planeten entsprechen, als 
es für kritische Planeten von Wichtigkeit wäre. Aus diesem Grunde ist bei 
unserem Specialfall des Hecuba- Typus von der Ermittlung der Glieder dritten 
Grades, soweit sie aus der Störungsfunktion kommen, Abstand genommen worden. 

Hiermit wäre die eigentliche Entwicklung des Problems abgeschlossen, und 
wir wollen im Schlusskapitel nur noch verschiedene für die numerische Rechnung 
erforderliche Transformationen dieser Resultate geben. 
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Fünftes Kapitel. 


Transformation der Koefficienten der Störungsgleichungen in eine für 
die numerische Rechnung geeignete Form. — Ueber die Reduktion auf 
die Ekliptik und die Berechnung instantaner elliptischer Elemente. 


$1. Transformation der Koefficienten zur numerischen 
Rechnung. 


4) Die Werte der Koefficienten für die Störungsgleichungen, soweit sie 
elementare, charakteristische und koordinierte Glieder enthalten, hatten wir im 
dritten Kapitel gegeben, im vierten waren die hierzu tretenden exargumentalen 
Teile abgeleitet worden, sowie die Werte der konstanten und secularen Glieder. 
Des weiteren waren dort die aus der Veränderlichkeit der langperiodischen Funk- 
tionen entstehenden Glieder nebst den Werten ihrer Koeffiecienten angeführt 
worden. Alle diese Grössen haben eine für die numerische Rechnung recht wenig 
geeignete Form, welche hauptsächlich deswegen nicht verändert worden ist, um 
die Art der Entstehung, sowie die Grösse der einzelnen Glieder in aller Deut- 
lichkeit veranschaulichen zu können. Ich will jetzt die Grössen in eine für die 
numerische Rechnung mehr passende Form bringen und den wiederholt auftre- 
tenden Termen bestimmte Symbole beilegen. 

Ausserdem muss hier auch von der Art der Bestimmung der ß, und &, ge- 
handelt werden, welche ja in allen Koeffiecienten als Unbekannte gelassen worden 
sind und deren Kenntnis zuerst erforderlich ist. Mit griechischen Buchstaben 
wollen wir auch hier nach Möglichkeit solche Grössen bezeichnen, welche durch 
einen kleinen Divisor vergrössert werden. Durch 4, wollen wir Verbindungen 
der d, mit numerischen Grössen charakterisieren, %, bezeichne derartige Relatio- 
nen mit der Grösse pP. 

Für die Glieder nullten und ersten Grades rechnet man zuerst folgende 
Hilfsgrössen : 


d71)2, = 1+9, Am 2.1.0: I, 1-8, I. = 4+380,+56) 
A — 1.1.20, I, = 2-+50, I, = 1-2), I, = 4+125,+110). 
4, = 1+36, I, = 2+50, I, = 2-0, 


(172) k, = 1-+2p® k, = 21-400) 
k, = 1+4p® k, = 2(14+pP). 
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Dann die Koefficienten: 


a +p 
ne nen 
+ —— —p +4r 
1 4 dA 1 2u 


parsb, = 4a 


I =hmtrnh: 


0) 


Darauf ermittelt man: 


(174) = 4—P, htm, 
2ub,.o.0 
ie mn nme 
Ah, = Zuß. 
Mit Hilfe dieser Grössen folgt: 
(176) parsy — IB DI, Wan = I Rent 24, 


JI,Yı FIT 4—2P,. 

m’? 
o 
mit sind die Koefficienten nullten Grades, soweit sie charakteristischen Gliedern 
zugehören, erledigt, nämlich «a,, a,; b,, ß,; 9; 9, und W,... Die Rechnung für die 
Glieder ersten Grades stellt sich folgendermassen dar: 


W,... wird mit einem Fehler v.d. Ord. in diese Gestalt gebracht. Da- 


(177) 42). =-k W2), — ++ 2)8, 
dr ar), 
(178) B, = Syrah B, = Hl, 
B, = 


wo mit den BD, wiederholt auftretende Hilfsgrössen in R bezeichnet werden 
sollen. 


19) U) = A4+HD 0.1) = B+B,g1) 
2 (4) 
wid (9) = 48,4, +B,(y,2) 
Q se e i 9 [69] 
62) = + + 004200], 


go 2g® 
a las =D + |} | ß, 
“ 1 
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ag w 
(179) (b, -4) = Be HER Er ‚ag ne ß, 


2” 
N (0) __ 5 
(b, 5) P; I, 002 


0 worin. 


Sind diese Koefficienten gerechnet, so ergeben sich, wie man leicht einsieht, 
für die ß, bis P, folgende vier Bedingungsgleichungen : 


(d,-1)8,+(d,-2)ß, = (b,-2) (d,-1) ß,+ (b,-2) ß, == (b,- 8) 
(d,.1)B;+(P,-2)ß, == (b, 4) (d,-1)B,+(b,-2) ß, Sa; (b,-5) 


Hieraus folgen weiter die f,, wenn man mit Hilfe von Determinanten auf- 
löst und setzt: 
= 9.12) —(8,:1)(6,-2) 
480) D, — dd 9d-0,969)  D,= 6,3)6,-9)-(,-5)0,-2) 
D, = b,:9(b,-1)—(,-2)(b,-1) D, = (b,-1)(d,-5)—(b,-8)(b,-1) 


DiP; — DD, DB, an D, 


a): 
Duß: = D, DyB; Fe D, 
Die Koefficienten in 5, werden dann: 
g® g® g® 
(181) = =k, 3 u s an, F) -B, N mA, JI,a, = 4,+4, 
© g@ ge (8,). 
0%, — B Ö, a, J en I —— 0,74, JI,a, = VE a 


Hier ist, ganz entsprechend den B, in R, abkürzend gesetzt: 
(182) A, = a (+ W7,) 
4,= nos tun): 
mit einem Fehler v. d. Ord. m’. 
Des weiteren hat man: 
(183) = WW DR+r AR, 
—= 4 )+9.DB,+9::2)B; 


Als Hilfsgrössen seien ferner bezeichnet: 


(N). 


= nMemtöh-i Auen = mt3ß—5h, 


= m = %—3ß, Al, = Wr; A, = %—ß,. 
1 
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Dann folgt zur Berechnung von sg und der x, in (oe): 
(185) bu = 2 tt) ht hs 
00 = 2, tat )hıtsrt B 


[>] 


b, 3 Dat 1205.06 b, br, 


0-.1:0 


| 


9, (O))- 
ai N A, DR 


Ö 
Da bin AD = bt 15. 
N) 42.0 4 0 Z, 4 92.0.0 ) 


Zur Berechnung des kurzperiodischen Teiles von W hat man dann: 


(186) 4I,Yi = 2 Aaron Senke 

I,Y m a 
JI,Y FIR Syn Ani Ass Wir m + —AB+4B, (A —a)tA, (K,) 
I Wi = ER Se Wo Ser AG AsBı Faß, a) A, = 


4, Ws: = Ser. 2 op heat Davon dalz 
We: TE 901 2 Reoıt 3ßıßstArY; 

Die 8,0, R... ete. gehören zu gewöhnlichen Gliedern und sind nach den 
Formeln in Br. Kap. 6 zu berechnen. Für den gestörten Sinus der Breite ist: 
(187) (e.1) = 49,4,+2)° (1) = 31-27 -2ß, 

(Co: 2) BI: ae 
und zwar folgt hier ohne weiteres: 
DS Tmz (61) 1,07 3 Istrßıtär 6 
(ce) De (602) 02. rl, 

Hierzu will ich noch bemerken, dass die g'”, p®, z2® im zweiten Kapitel ge- 
geben sind und dass die zwischen verschiedenen derartigen Koeffieienten be- 
stehenden Relationen bereits benutzt sind. 

Die Berechnung der Zusatzglieder ersten Grades geschieht nach den Formeln 


(159), (161), (163), (164), (166), (166a) und (170), da eine weitere Transformation 
dieser Koefficienten für die numerische Rechnung nicht angebracht ist. 


(188) (3:+6)- 


2) Die Rechnung für die Koeflieienten der Glieder zweiten Grades gestaltet 
sich in folgender Weise, wenn wir einstweilen von den konstanten Teilen, den 
A-Gliedern und den Zusatzgliedern absehen: 

(189) 4, = 2%,+2up, 4, = 39% +uP, 
A, = 30,+2u7, 4, = 34+uP.: 


Damit erhält man: 
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II | 1 
(190) (a,-0) Ze nn (a,-7) So Gate 1,4, A, (@,' 14) Fur 39 [f, Gerd] 
6%) | 
(@,-1) FI) h, 2 (a,-8) 7x 9+2,% +94; («,-15) = 39 [%, 915.1 +%,A,+0,A,] 
al 


(a,-9) er 94134, Ar («,-16) =S 


ID 


d [, Gt; A,] 
(a,- 10) Sr Itr2, 5 A,- 


Wir führen nun in W eine den A, und 5, entsprechende abkürzende Be- 
zeichnung @, ein: 


(191) G, = 3m AP, (192) A, =; 3q,+tua, 
G, = 3, 0,— A,ß,— A,ß, 4, = 3ua,ß,+wa,G@G,+ 4,(e,- 14) 
G; — AP; A, = dua,ß,+ ua, G,+ 4, (a,-15) 


Ai, = wa, @,+ A,(e,-16). 


Unsere Aufgabe besteht jetzt darin, mit Hilfe der bisher abgeleiteten For- 
meln die a, zu berechnen. In den «a,,, 4, 4,, treten nun auf ua,Y,,, UA, Yıs, MA Yıo 
und diese sind ebenfalls unbekannt. Umgekehrt treten aber auch in den y,,'°"Yıs 
die @,,-'-a,, wieder auf, und man wird demnach hier näherungsweise vorgehen. 
Wir nehmen zur Berechnung der a,---a, nur die Teile aus den y,,'7,, mit, 


I 12 
welche v..d. Ord. > resp. ie sind. Ebenso verfahren wir bei der Ermittlung 


von 4,,':-a, und machen zur Berechnung dieser Grössen folgenden Ansatz: 
Yu = [a 14)+3B,+@,]+ 18, (a, 1)]B,—2P.+[3ßı+ @,1)]R,. 
I = 1 15)+3;+ @,]+13P,— (DJ. —2ß,,+[3B,+(@,-1)1ß,: 
Yı: = 1: 16)+ 6,]+ 138, (@ 1)]Bs—2ß,,+[3B,+(@,1)]P,o- 


12 13 
er Ä . m 
} 1 Pe Q 7! ... 1 ] = - - 
Wir vernachlässigen hier m, Eu er und da 9,'''7., in diesen a-Koefft 
al 


cienten noch in m’ multipliziert auftreten, so wird der Fehler in den a,,---« 
13 14 
m m 


Ay‘, gleich m’, 2.00 d. h. diese Näherung reicht völlig aus. Jetzt lösen 


wir die a, nach den ß, auf und erhalten für die Koeffieienten: 


139 


(195) (a, 2) To 3wa,ß,— A,(e,:1) (a,-11) nn 300, 0.,,14, 
(a, 8) = 4 —2wa, (a, 12) == 3. (9, 0,0, &%,) a 
(a, &) Zee (a,-0)+3ua,ß,+A,(e,:1) (a, 13) Fa 300. 47 Ar 
(a,:5) mr (a,-0)-+(a,:2) (a, 17) mo ade As 
(a, - 6) m (a,-4) — (a, 0) (a,-18) = a A AHA, 


(a,-19) == 43,19, 4,7 Ar. 
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Jetzt ist man in der Lage, fast alle Hilfsgrössen für den zweiten Grad zu 
rechnen. Es sind dies: 


dd bi = an +3rn tn - WB rtLle, 
,=a-p, bu = 29, +3) + le, 
,=a,-p, k, = 3-2p —a, 

„= a-», = 1-30 
,= %-2, k, = 2(1+49)) 
„eb Ne N LEN 


7, "1.9017; 28°4,.4, 


G, = G,+kB.+3B,.& Ren) +3 - ut, 
GT RB, tk +3 Sn Ra )+E hm 
G, = %-0ß, 

G=4A-k(e 1) 

G;— A, 4%, (0%; 1) 

B, = v,4,+v,JI,0Y: B., >= 4: D)+4PB,g® 
DB, = 14, +v,d 0%; B,=m 34-184 
Di a) B,= v,I,+v,Jırr 
B, =tr + B, = v I tv IPs 
B, = 4-29,+0, B.= 4a 1). 
B, = 93% 


Nachdem diese Hilfsgrössen bekannt sind, rechnet man folgende Werte: 
(195) (9-14) = Gt kl 14) — PB, [(a,- 11)+ (a,:17)] 
(p, x 15) IR Gt h, (@, h 15) 177 ß, ((@, i 12) air (@, ’ 18)] 
(9,16) = @,+k,(a,:16)— PB, [(a,:13)+ (a, 19)] 


(7,1) = G,— B,[(%-2)+ (a,-5)] 


(9,2) Br —k,—2P,(a,-3) 
vd) = Bla H+ (a, 6)]. 
(196) &, 1). —ıp? —0,4,2B2, 


(b, -J) Some 2»? —0,4,+4B, 
(b, 2) = PP’ B,—4B, 
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2 (a,-2 
(196) ee un N 
2 (a,-3 
6.) = - ED o-:2) 
2(a,-4 
(bs: 8) = u pen eB)—B 


(ar) = k,(e,-1)+B,, 
se) —= 4,94% —B, dm 


(d,5° 3) STE —k(&-1)+-B, 
2 
6,1) er en 2) Pr +47, 49,4, -1)—- Bu 
(d,,°2) De 2.3 3 rtv, I, (9-2 
(B.-3) — 20.0 —- m +30,4,+v,4,(y-3)+B,, 
I; 
2 (a,-7) 1! 1 
= 4, 913 -r)+4ß, A, +0, (,+B)+4B,(,+r)+ BY 
2 2a,:8) ei 
To a 39+% a tr Ant t,l,+4 hr, +4, + Bir; 
2 (a,-9 
= Sn. I inthef- tt At +a, B,+4B,n,+4 ß,r,+B,Y, 
2 (a,-10) 


)) = BERN — Pro ar ß, Ara 0%; (+ 1,) +3 ß, (9; +2), Ys 


1 


| | 
1) — = N [= 20620] 0%, ,+3B,r, Hl (a, 1) Ev, (9:14) 
2(a,-12 
D) == 2.12 sale 2b,...1+ 4... |+%,+0,1,+3ß,r,+4ß;,r,-+1,(e,-15)-+v,(y,-15) 
| 2 (a,-13 
£ ) Zu N, anni 10-010 
7 


| D) - k,(e,-14)— pP, a Pa U men Ir. ‚+3e, B: my Prgu bug r, 
) zz CR De lee zB, ar +4ß,,.+3Pß,q,—6u (qy,+0%7,) 
) — k,(@,-16)— 9,1 —3B, 192.1 — is. B, +3, -6u 9 


| 2 (a,-17 u 
) 7 Be N) wa) rel. A %B,+3B,%-Ba9%-Vı4,(y, 19) 
8 
2(a,.18) en 3 BB, B 
) —N 4 — — },(e,.15)—3r,+3B, [9.427.814 0, 40.9130, 19: Bay, —-v,4,(y, 15) 
3 
2 (a,.19) 


1) — Bo —t ‚(&% -16)+4 ß: aa Aral —0,4,+4B,9— Bar VıI,(Y, 16). 
E 8 
16* 
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Man erhält dann folgendes System linearer Gleichungen zur Bestimmung 
der ß;: 


(d,-1)B, = (7); (d,-1)B, oa (d,-10) 0,:D)Bi +0 Bet ld Ira (d,-11) 
(,-YB+b,2P, Sn: (0,8) du Bu +02) daß Sm (d, 14) 
(b,-2)P, +01), Sm (d,-9) Bas OR IT On RR 2 m (b, 17) 


bu: Bat DB t bu d) Bis = (0,12) (6,1) Pas (0,2) Br (05 3) Bio me (0,13) 
(u) Be (0,.:2) Bist (dis 8) Bıs m (b,-15) VE N 3) Bis m; (d,-16) 
bb DR 00)P Er (d, 18) (by: Bst: (01:2)8 4.03), 7: (d,-19). 


Auf die Gleichheit der Koefficienten der Unbekannten in diesen Gleichungen 
hat zuerst Herr Ludendorff!) aufmerksam gemacht, nur gilt dies bei ihm 
unter Vernachlässigung der Grössen g,. Bei uns sind diese Koefficienten völlig 
streng, da wir einmal II und n anders definierten und dann in den Gliedern mit 
kleinem Divisor die Veränderlichkeit von n und I] berücksichtigten. Infolge- 
dessen tritt bei uns die Grösse g im Divisor nicht auf. Bei den Neigungsteilen 
sind die Koefficienten der Unbekannten genau dieselben wie hier, nur die rechten 
Seiten sind dort anders. 

Löst man diese Gleichungen mit Determinanten auf, was bei der Beschaffen- 
heit der Koefficienten sehr vorteilhaft ist, und zerlegt man die Determinanten 
dritten Grades, welche für die numerische Rechnung wenig geeignet sind, in 
bekannter Weise in Subdeterminanten, so erhält man ohne grosse Mühe die Un- 
bekannten. Zur Abkürzung soll gesetzt werden: 

(197) D, = (d.- 1) 0,.2)), DD: Fa @, 1) Du 021) D. +6, DD 


D, = b,-8(,-1)—- (8,9) (d,-2) D, = (lt?) 
D; == 1), 9—(,-8)(d,-2) 12 639), 1)—- (du 1), 8) 
13 m (du, 2b) (bis 2) = bi 2) (b, 5 1) 


D 
D 
D,, Se: (b,; i 3) Non i 2) 23 (bi ; 2) (bis m 3) D, N (bus : 2) (dis (b,; ‘ 3) (b,; | 2) 
Di Ber (d.ı > 1) (d;5 r 8) un (d,; 2 3) (bu, 5 1) Di = (0: ; 8) (bu 1 1) rg (b,, 5 1) (dis : 3) 
Di; es (d., ; 2) (d, ; 1) E (du i 1) (ds ; 2) Di; zur (du S 1) Ka 5 2) a (b,, \ 2) OR ; 1) 


Ist dies gerechnet, so erhält man ohne Mühe die ß, aus: 


1) Ueber eine bemerkenswerte Eigenschaft gewisser Gleichungen in der Theorie der charakte- 
ristischen Planeten. Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen. Mathema- 
tisch-physikalische Klasse. 1898 Heft 4. 


== 3 
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| (198) (b,-1)P, = (b,:7); (d,-1) Dr Er (d, 10) D>Bu Dr (d,-11)D,,+(d,-14)D,,+(b, 
DB, =D, DiPn = (0,-12)D,,+(,:15)2,,+6, 
2b, a Ds De Sr, (d,-13)D,,+(,-16)D,,+(b, 


| D;ß.. Tr (b, Y 11) D,+6b, £ 14)D,.20, ö 17) 20% D; BR == (b, 5 11) D,+(b, A 14) D.,rß, 
' D; Br: at (b, 5 12) D,+%, i 15) Dr, . 18) D.: D; (5ER ee (b, \ 12) Dt (b, h 15)D,,+(b, 
D; Bee = (b; © 13) te (b, n 16) Dorn (b;- 19) DS D; Bis Dar: (b; 5 13) Di (b, - 16) Det; 
Die Koefficienten für S, rechnet man dann durch folgende Formeln: 
I, 9. (a, a 7) = (@, x 0) ß: Ver (&, r 14) = (@, 5 1) Bu a (@, i 1) B.: 
4, Is. (@, R 8) TR (@, -0) ß, sn (@, 5 15) FE, (@, > 1) Bis Tr (@, i 1) Bis 


I, =: (a,-9) +90), MAT (e,-16)— (@,-1)P,,+(&,-1)B,. 
4,0, = (a,-10)+(a,-0) Pi. 


TEE eG ee EEE 
BEER - de) 
(de) 
N 


Des weiteren ist: 


(200) UA on (P , 14) Te v2 ö 1) PB. A: (P, : 2) Bu Ir (Y, ö 8) Bi: 
1615 range v2 X 15) ats (P ö 1) [126 T (Y, x 2) Diss (P, ö 8) Br | (V,). 
Yıe (P; ö 16) ar (P° 1) Bis: (Pr 2) Diss WE 8) [126 
Es sind dann noch folgende Hilfsgrössen zu ermitteln: 
(201) I, = 2u (% ae A,) G, ae ß, @ ß, ZN A,) 93 Au 


A, = Buy th) A BER —A)+YA, 
A, = ku Pu 
, — 080, 
A 0 00 


110 mom a 
1 mr — PB, Aut Yadıe 


As Ds 40,—2ß, 
A, = 40,—2ß, 


NL KA hie Te ß, Ay 


G 
G 
G, Ss ee 
G 
G, Som BY I Bid 


Damit ergiebt sich: 


125 
1n)D, 
.18).D,, 
-19)D,, 


(R,). 


:17)D,. 
15)D,, 
.19)D,, 


‚a, — (q, 2 11) Ir (a, \ 2) Put (a, & 8) Bısch (a, ! 4) PB. I; I, = (2, ; 17) Ai (@, 5 5) ("Fk (a, j 8) But: (@, z 6) Bi, 
a — (@, j 12)+ (a, 2 2) Base: (q, 1 8) Basal (a, & 4) Bis I, A: = (a, 3 18) ale (a, R 5) Diseln (@, 2 8) B.,+(@; ö 6) Bis 
ds — (a, 13)+(a,- 2) Bist (@% ? 3) Pie t (a, ; 4) Pre I; Ag = (a,: 19)+(a, N 5) aerE 3) P..+(@, E 6) [12 


(8). 


(202) 
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IıY: EZ u—2B,—4,+ ro Ssıo Ta Paı Dr a,—2ß1—%—65B,ß,+3a,+G, 
I,Y; TE 20, An Ira = aß An—6B,ß,+ G, 
4Iıyı Ze %—-2B,+G,+3R.,.1 8. rs mon anne, 

I as mE a 2ßuot Ge 


4, Yır — 94T 2 P.: Sr 3 eher DER nr 2 So — 83 Resot G,+ Gi 
Dis ae A SEE Gut Guck Gu 
De Yss m a2 tete 


(3+6,) Yo. SR t+3Ri It 23h: 


Ay = SR +3 Ri San —3R.0+3Bı+3B, (+) +uPY, 
2,95 = Sa 2 Rat dB rs Bet An) — A tUu Ye 

24,W, = Sa DR Bla. Soı 3ßıB, 

24, Ws = Sana 2Ranat3bıßu 

31, Was — Sen ZB Rent oe Denon Sons S Re 0Biß: 

32. Wi, — Sei Ben öllenı Daoı 00.B, 


24, Wer = San 2 Rent Rear Darot 2 Dano SRanot3ßit3ßßnt Arru 
24, War = Ss 2Renı 3 Rasa Das t3ßeßst3ßıßıat Ar Yı5 
249, We m Ss Rest het hir kr Pie 


3) Die Berechnung der von der Neigung abhängigen Glieder gestaltet sich 
insofern bedeutend einfacher, als einmal alle Koefficienten der ß, in den Glei- 
chungen für diese selbst, sowie in den a, und y, dieselben sind, man also nur 
die von den ß, freien Glieder zu rechnen hat. Dann ist für den gestörten Sinus 
der Breite die Berechnung der &, einfacher, da hier immer nur zwei Gleichungen 
mit zwei Unbekannten auftreten. 

Bei der Berechnung der «a,, ... @,, und a,, ... ad, muss ebenfalls näherungs- 
weise vorgegangen werden, weil in ihnen die y,, ... 7, auftreten, und in diesen 
wieder die a,. Man setzt hinreichend genau mit demselben Fehler wie früher 
für die Berechnung der a, diese y,, -.. Y5, folgendermassen an: 


Yso. muz (a;-30)+13ß,—(e,- 1] —2ß, +13, +(e,-1)1B% 
Ysıı r (0,-31)+[3B,—(@,:1)]ß,,—2ß, +13, + (a, IPs 
Hs) roE (e,-32)+[3ß,— (&,-1)] Ba — 2, +[3B,+(a, 1) Ps 


a 


(R,). 
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Hier sind bekannt und sofort zu rechnen: 


(203) 


Benutzt man die vorhin gegebenen Ausdrücke, so kann man jetzt die 
Agp**"Qggy Ag‘, mach den ß, auflösen. Die Koefficienten werden: 


(204) (a, ; 27) Door A, (@, ; 30) — Aa (q, ; 33) 3 A, (&, ö 30) F 98.1 
(a, 28) = A, (&, i 31) — Aga.ı (a, i 34) Zen 4, (@, } 31) T Agaı 
(a, i 29) 2 4, (@, ü 32) — Ag. (a, i 35) a 4, (@, : 32) + 955.1" 

(206) (9,:30) — ku(a 3) Bla 27)+(a,- 33] 


(92:31) = Rk(a, 31) — B, [(a, 28) + (a, -34)] 
(9:32) = k,(a,-32) — PB, [(a,-29)+ (a, 35)]. 


Dann sind die rechten Seiten in den Bedingungsgleichungen für die ß, noch 
zu rechnen: 


2 25 
(206) 0,:28) = er p,,+4B, Asa 
2924. 1 AH 

(b, ; 24) = SEE Dust ßı re re Gl 
28: 1 1-1 

(b, 3 25) nor SEIEN —Paıt % ß, Arıı ft 9.1 


1 


2 26-1 7 
(b, - 26) Fe ru FE TE 


(b, 5 27) er aa) — Parı st 3 ß: Ia0.1 nr I, (@, ü 30) + v; (Y, 5 30) 
0,28) = I, +4 But 347,031) 
(b, 5 29) er u — Po9.1 ale 3 ß, I32.1 at A (@, 7 32) Sr v, (Y ö 32) 


(b, ‘ 30) == k, (@, R 80) — Pa. 3 ß, [0.1 | 
(b, ; 31) Zar k, (@, i 31) de ß, RE — pl 
(d, % 32) Fo; k, (@, Ä 32) et P. ß, ke Tu sl 
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(b, .38) Pose: mn (Mn -ı 


+43 sB, o Alm &, Ee- 80) 


a 
Be ee een) 


2, 38) 


(b, . 35) a ER an ß, a N A IT A (@, ; 32) ta I, (Ps : 32) 


Man erhält dann für die ß, ein dem vorigen ganz ähnliches System linearer 
Gleichungen, nur dass hier die rechten Seiten andere Werte haben. Ich will 
dies System nicht erst hinschreiben, sondern gleich seine Auflösung mit ne 
der Determinanten geben. Es werde abkürzend gesetzt: 


(207) D,= (b,:24) (b,.1)— (b,.25)(b,.2) D,= (%,:25)(d,.1)=.b,.24)(,\2).. 
Dann erhält man sofort mit Hilfe der früheren Subdeterminanten die Werte 
der Unbekannten: 
(208) (b,.1)B,, = (b,.23) D;ß., = (0,27) D,+(0,.30)D,+(b,.33)D,, 
(b, e, 1) B,; Sur (d, se 26) D; Bas = (b, “ 28) Du: = (b, N öl) Du+ (b, . 34) Dr 
D, [VER ee D,, m: Ba Fe (b, 2 29) Di Zr (b, ! 32) Dur (b, % 35) Dr 
D, ß;; = Ds. 


(R,) 


D:ß,, = (b,.27) D ,+(b,.30)D,,+(b,.33)D,, | Diß., = (b,.27) D,,+ (b,.30) D.,+(b,.83) D,, 
D;ß;, = (b,.28) D,,+ (b,.31) D,,+(,.39) D,, Dyß,, Tun (b,.28) D,,+ (b,.81) D,,+(2,.84) D,, (R,). 
D;ß;. == (b,.29) D,,+(b,.32) D,,+ (0,.35) D,, D;ß,; SZurs (0,.29) D „+ (b,.32) D.,+(b,.85) D,, 


Jetzt ist man in der Lage, die Koefficienten für $, und V, rechnen zu 


können. 

(209) I de: — Ieıt (@, 6 0) Pas bs — (@,. 30) Ip (&, 5 1) Bart: (@, © 1) Pos 

Id = Iaıt (@, 5 0) Ps; = (@, ; 31) ER (&, 2 1) Ps = (&;. 1) Ps 

Id = Iasıt (a, © 0) Bzi Oo (&,. 32) Ku (&, : 1) Dei (&;. 1) Bas 

Id = It (@, . 0) Bas 
II, = (a,.27) fe (@, ‘ 2) Part (a,.8) Pat (a,.4) Pas | I,0 = (a. 33)+ (a. 5) Bart (@,. 3) Bot (@,. 6) Pos 
Id, = (a,.28) TR (a,- 2) Ps, + (@, 5 3) Pat (4,. 4) B.| F,a, = (a,. 34) +(@. 5) Past (a,- 3) Pat (@,. 6) Ba2 
I ,dg = (@,- 29) Ar (az. 2) Bat (@, Pet (@, . 4) Pas] Is = (&; © 35) + (@. 5) Bat (@,. 3) Baal (a,- 6) Ps; ) 


(210) Yo = (92:30) +: DBa+ Dot Ps) Ba | 
ONE (Y, 3 3l) an (P, : 1) Basti (Ys & 2) Ps, nr (Y: 2 3) Ps: ( m): 
YA 
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Des weiteren sind noch einige Hilfsgrössen zu rechnen: 
(211) As = Po Ges > WI — Pıkıs 
A, = Au IPs, Gun = Wa Bd 
A, =0,-8B, GUN Ya Bil 
Dann ergeben sich sofort die Werte der Koefficienten in K,: 


(212) Ilse = 4 — 2P,; LP sr == 2 ah me: 5 2Bu+ Gi 
ARER Fe 07 2ß, I, Ya = a ale I yı = a 2aßut+ Gi 
I Yo = De 2 A Vas = GA Gns I Y Bann 0 28: 


A Ya Ser On Ass 

Rn _ (R,). 
24 "Was Zo7 I 2R,.ot+3ß,ß.s 24 Mm a SE Rat BB, Bst Ay Yan 
24 W., — — ‚—2RH,+3ß,ß, 24 We SE iS —2R2,+3ß Bat A, Ya, 


24, WW... = S4.—2R,i,+8ß,ß,, 24,W,.. FR Se Rt 3ß, Best As Ya 
24, Ws = Ss A Biss +3ß,ß% 
Es hat nun noch die Berechnung der Breitenstörungen selbst zu erfolgen. 


Diese ist auch ohne grosse Schwierigkeiten zu erledigen. Man rechnet zuerst 
folgende Hilfsgrössen : 


(213) I, — 27% T, C, —— 05} (08 == 20, & 
ul, ER — 1 
” 720,7, Ben, Madame a de 
De MR G= 09% G=39%5 
s 4 


Q, — 0% @ Sr 30,80 


Damit rechnet man die Koefficienten der &, in den Bedingungsgleichungen: 


(214) (e2) = -9,4,— 2 (3) = 2,3, Ir + 0 

cd) = Hr, (dd) = 2,,-Ir,+0,1,+ 0, +v,4,Y; 

(c-4) = d,4,— 2) (Dd) = 31-34 -3r,5+6 

(c-5) = —30, 4,— 2” (6) = 2,1, —-3r,+0,1,+ (,+V, 4,9; 
N) = a1 -tnb+6, Gl) = 2..-34 +30 — 
(8) = 2, ++ 0, +49, (6.12) = 2.444,60, 
(9). = 2.1 -+r,5+C, (13) = 2.1+3r,5— 0. 
(10) = 2,.+%,%+ 0,41 IsY5 (14) = 2... +30, 
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(e,- 15) en N 
(ec, 16) en ea 
(17) Ten ee 
(c,.18) Se N 
Man erhält hiermit je zwei lineare Gleichungen mit 2 Unbekannten zur Be- 


stimmung der &,, deren Aufführung ich mir hier ersparen will. Dieselben lassen 
sich leicht durch Determinanten lösen; ich will zur Abkürzung setzen: 


(215) D, = (e:2)’— (ce: 8) D® = (e-4) (e-5)— (c.3)”. 
Dann folgen die &, ohne weiteres aus: 
(216) DE = (02) (3) —(e-3)(& 4) DE = (ed) —(e-3) (8) 
DE, = (02) (6:4) —(e3) (63) Di = (da: 8) —(e3)(&-7) 
Di&; = (e:2)(w 8) — (3) (& 6) D,& = (e2)(&9) —(e:3)(& 10) 
Di& = (0:2) (&:6) —(e-3) (6-5) Di5 = (*:2)(&10)— (3) (9) 


Di6., = (3) (15)+ (5) (& 11) Dz& = (63) (0: 11)+(c-4) (15) 
Di. = (e:3) (c0:16)+(e-5) (c,- 12) Di& = (3) (@-12)+(e-4) (o: 16) 
D38,, = (e:3) (-17)+(e-5) (c,- 18) D5&. = (e:3) (0 -18)+(e-4) (eo 17) 
D35, = (6:3) (:18)+(e:5) (c- 14) Di8,. = (63) (&:14)+(e-9 (18) ) 
Hiermit wären die Koefficienten der Glieder ersten und zweiten Grades 
unter Einschluss der exargumentalen Teile transformiert. Ebenso hatten wir 
schon die konstanten Teile nullten Grades und die Zusatzglieder ersten Grades 


behandelt, und jetzt wollen wir die konstanten Glieder zweiten Grades nebst 
den A-Gliedern transformieren. Wir rechnen zuerst folgende Hilfsgrössen : 


an) h = 245 A, = ap, „aut Ge = 2-4 
kon = 24 PR — -. ga, G,„ = 29-60, 
ll) me) Learn Bu=-mtate 
hun = ı(1- nn = Ze B, = -P, +44 +%0% 


r Der 3+3%0 CH Zar 443 %- 
Damit rechnet man: 


No an A, (a ED %) F 2 Ay; >53 %, %n Ar A, > R 
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(218) 5 = mr3ht3ß + Re, & = IB, Bas 
= == = 20,0,789B,72B.B.+B)4G; 5; BEL 3ß, (But B;;) 
& —= +3 +3ß,ßo+@; £, Syei Sp, By 


Für den Zusatzteil von y: 


[« &, (A,, re, k,) As ß; Ro] 


ser] ser| 
[7 - 
Ss 
» „ 
nn ee 


[a (A, +@,',,)— BiRo.| m). 
= AR) t Rt AB Boke.] 
1 
a Ey I, (2 El N ßz% | 
yvas@+D)+E Di +E Dr +5, (sinı+Dsin’,)+8,D sin, sin +&,D sin?! 
Em H DE. DE U DE m 
Für die übrigen Konstanten gilt dann: 
219) 2, = ,(,-2P,)+B,(+)+B,(—80a)+B,(,—28,)+ Pl, uud, 
= 20,9, +0, -p)+B a tntata)+BG+B nF )+RL, 
at ß; (dar 21,)+ Li (B,+B,) 37 a 4u (G9..4.057,) 
I — 29, 20,9 +, ut) Rt Bet Bu ee ER, (a, und b,). 
u —2Pp.+P, (Gt )+ Bas I 
EI Ta a Ce) 
N DB Get) Baslın 
Dann ergeben sich die Koefficienten der A-Glieder in folgender Weise: 
20) br. m [B,%, Ds; %,]% 
bumn = [B%. + Bur]%. + [Bu en m, 
dumm = I- 2p,sinı, s Pt = )sinu]sin. (7,R.). 
ee 24 A nn => 
biv.mn = \—2P,sinı, + |— I == sin s/ sine, +|(—P, PR sine, —2p,sinı/ sin.) 


(221) w, Dee EG A, ©, ar &,+2P, 
W, DER Eee, ©, Sm 820, (T, V,) 
©, mem &,+2p, +4, w, &t2n, 


17% 


(221) E 


Eeige == [2 w, Rn Sir w, %,| %, SIE [w, %, zb 2 w, %,] Kon, 


Eu 2%, sin, + (m, 
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39, 


T—T, 


) sin | sins 


&.. = 12%, sinı, + (#, = u ) sin A sing, + (. r an ) sinı, +2%, sin A sin u), 
Ei Se Ei cos (T— T',) El om Be cos CI, I, T,,) 
EN a on En sin (e= T,,) Eicn ren al sin (1 Su T,,) 


; Er = Br c0S (O I, 9,) RS Mn cos (9, Gen 9,) 


— En 
& FE EN sin (9—9,) EN = &, 
nn NDErtE, SE, EN 
I—= ID: Frl) HD, — 5 En ta Een 


.„. sin (0, — ©,) 


9 er hose: ı >= (s DI Bu)» en ar (7 Ze T,) En a 1 IS) (8, Zu 5) En a (7, Sa Te) En 
(222) (c”-1) = 0,%,+00% (3) — Zorn te, 
(c”-2) = (,sinı, +2, sin: (c”.4) = (sin, +3, sinı) 
a = -O,asinı ev» = —-(c.1)sinı,—(c”-3)sinu (T, 82). 
u» = —(e®-1)sinı vn = — (e®.1)sinı,— (c”-8)sinı,, 


= — (Ce . 2) % CVI.mn = — (C% 3 2) Ne: (ec E 4) %, 


4) Wir wollen jetzt auch die exargumentalen Glieder dritten Grades in 
ihren Koefficienten einer Umformung unterziehen, und für die hier besonders 
häufig wiederkehrenden Koefficientenverbindungen eine abkürzende Bezeichnung 
einführen. 

Zuerst wollen wir die von der Neigung unabhängigen Glieder behandeln 
und für die Berechnung des S, folgende Hilfsgrössen ansetzen: ; 


Yır 
(223) I, = nn A, Sm = Ulm Ast Ay 
1 1 
ZU MY 
EN A = VE — A, +4 
26 0° 29 ö, 8 26 29 
2,2 
Ay, = r. Ay 7 rn. vs — At Ag 
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Dann wird: 
(224) &, = Aula t 0% (Ass Ass) 30, = Au, t0,V, 
u > Aurhet Ughge— Ag fye 30, = dA; +a,A,t0,v,+0,V, 
bs = Orsist 0% (Ay, — A) + Rzd;5 30, = Als + a,,R,+0,v,+0,v) (5) 
ds = Orshat Oghzn tz (Ay — Az) 30, = ud, +0,V, ap 
04 = What ish Url 


45 oh, +6, (A, Z. A) 
Für die Berechnung der ß, sind folgende Hilfsgrössen nötig: 


8 
| 


25) —d,,.= AB +Br Di, Aha rvıra ba 30,4 Bu+ Boyıtrn dar 
bu, 9 J4ßs+ Bar: bi Ih —YıYıs br = 30, I, ßıs+ Bisya+ Bas ya tv ArYız 
bi hIßtPBy dia > Isis vYır —dnn = 30, I,ß+ Bay tv IYyıs 

—b,. — Ihr PBsP%; 


= (b2:% a h; D3b) Ya = Nut A, 
beiten) Yu = Put 2, 
1 
ur 


Van; f) bit 2D,.0) te Part Ay 
1 


Bar Dash Assbeoo DB, = 52.04 Mo502.0.0 
BD = barıt Rnob2.00 Da = barat Abano 
B. — b? + 1,003.0.0 D, = Dat Ada 


60.2 
Dann erhält man die ß, aus folgenden Gleichungen: 
(226) — 40, ße = Ayla t Ba) + Ada 
40 Abt BDuat 2A,v 
— 40, B, = A (bi, + Bi) + Arbeno + 2A Vıa + Ay vr 
46, Bo >= Abu t hört Dis) + 2 Ass Yırt Asa Yan 
— 40, ß, = Mbit Rs Dit 2AssVıa 


R.). 
A6, ß; =4, (ar B,)+24,,v ( 2 


AODe AB, 80,» = Put rorız 
40,ß; = A, Bath Do — 80, Pu = hPutr%s Pit VYıarıst YıoYıa 
40,05 — A, But A2D, —80,ß, = Dit Rs Pot VYıarat VıoVYıs 
40. — AD. —80,ß, = Bist YısYıs 
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Die Berechnung von V, und K, gestaltet sich dann in folgender Weise: 
Zuerst rechnet man die Hilfsgrössen: 


(227) 1, = 2, —ß, 
Ga da she ahureAsvın On hehe dB Ad 
Gr BA, ut hd GG Ada Ihe het hr 
Ge; hrla Ih Gh t Ara Aa Bis — hist Ar 


Dann ergeben sich die y, aus: 


228) 6,90 = 3(B,—etBß)+3ß A +BHB + Ga 9,95 = S[-+B,)Bı— a] +3ß, Ar tB th )t+ Or 
Ö, Ysı = 3(B,— Cutß,B)+3ß, (Au tß)+ G,, Ö Ya > 8 (Bat BsBot+Pß.ßio)+ G,, 
Ö, Yı2 = 3 (Bi— &utß)+3P, (Bot Bi) +3 ßs(Autß)+ G% Ö, Yıas > 3 —- u (B.+B.)] ar Gas 


30 Aa) At )t Aer 

IA At) At) et A 
30th) +3 At Be) + Art 
It 


(229) Vase 7; lerne E1:20) Me 7 le in 3 B;.) 
N maß Bit 3ß,) 1 — er 3ß,,) O) 
UNEON var Bi 2ß Meder ße t2ß, 


Die Koefficienten in X, sind also ungeändert geblieben. 


Wir wollen jetzt die Koefficienten der Glieder dritten Grades, soweit sie 
von der Neigung herrühren, oder in dem Ausdrucke für die Breitenstörung 
auftreten, einer ähnlichen Transformation unterziehen. Es folgt als Resultat 
fürasıe 


(230) A — u Ays SEE Ze Ag sd _ 


1 


und für die Koefficienten «, ergiebt sich: 


(231) A Ad Ah Bl = Band Hd 
ER SAUER 30, = Oydıt de 
G — Od di, Dem Os hat Bakss (s) 
Cor. bh sie; Id, = RyA, + 0,4, a 
a A Orhe I = Oypdst fs, 


—ı 


Oggy — On A, 0, Aga I, — 0, A, +0, Ass 
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Für R, sind folgende Grössen zu rechnen: 
(232) Fe 0A Bd Vas b u 90,4 ,Bssh v4 
er ar 05 De Ye ber: von 80, I,ßaı YırdaYıı 
UE > Oro U Pen en = 30,4, B 19, I Ya 
Bas SE Dt Ay De Di — D2.0+ Ass ER, 
8 == Dat Ag Deo Jaye == Dt An be 
JE, = u DB. ES Dt Da: 
Damit erhält man: 

(233) —Ad,ß% = A, Da 40, Pr: = A, Bis —80,B5 Aa: A, Bst Vo Yo 
A000, Ira MB, 46, ß,; mag \,B, — 80, ß,: FRE A, Bss+ Vı2Yoo 
0, m 1,B,, 0,8. == A, Dan —80,P% Er A Dat Yıoyar 
—40,ß, Su A, Dr, 40,55 Ze AD, = 80,ß% =: A, But VieYa 
ZE£0nD,. Ze 1,B,; 40, Bo = A, Ds 80,9 Si hs Bst Vıo Ya 
Za0,ß,; IT A,Bi 40, ß,, Zen A, Bas 80, == MDst2,V SD: 

AB. = AI,R,ßas AB, — IRB 

4ß,, FE I;,A,ßos 4ß,; Far Ih, Pas 

4ß,, = JI,hsßaı Aß,, = Ih, Ps 

4ß,; 7I= IA, Ba 4ß, mr I,h,ßz 
Des weiteren erhält man für V;: 

(234) Gr: Im Ayedsı 3 Pils Bent AsYe Gi et — Polo ha FA Par 
Gr Fee —Beka Beot As Yo Ga = Koks — EP Ps t AsYıe 
Gas m Ayla EPs aß + As Ya G, er PA — hat Ay 


Worauf zu rechnen ist: 


(235) Ö, Yoa B (Ba; IrE% at ß, [12) sb GE, 


Oo = I Ast Bsßss) + Ars 
Ya = IB ot Buß) + Fr 
ya It Beh )t Ar 
I Yo IP Lt Buß) + Ar 
I, = IE art A 


30, Yo =3 Bas: 


Lot B.B,) a G,, 


3 Ö, Ik Se B) @ + ß; B;.) <fe G% 
B) Ö, a2) va 3 (Ba, 0,+ B.ßz) + G% 


3 ö, Hosen 3 = + ß; B;s) AR GE, 


(N) 


36, ET 3 (Ps; 0, ß, B,) Ir Gy 
30,9, —: 3(- + BB) + G, 
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6, Yı = Et B) Bo Ö, Yo = 8 (Pz,+ Buß,,) 
ÖYıos = Bas Pro = SBeßss TA 
Orr = At Bl) Yin — BIt BB: “ 
0, Yı0 = 3ßsßs O,Yıo = Bußss 
(236) = Pa Pr I Ihn — 2 Ya Eh +2 Br ” 
Ya Pa Mr Pa Hot Io = Pat 2ß% nn 


Jetzt sind noch die &, für den dritten Grad zu rechnen. 


zur Abkürzung: 


(237) 
Re 6, — 
— Cz — 
Co BR 
Dann folgt: 


(238) —40, 6, = Alte) +2 N, 
—40, 6, Ast Act al Age 
— 40,55 Rz + Ast ah A, 
—40 6: hl + Ci) +2 Ay 


4,— I,h,5 
4,= IE + RE) 
4, = Ih, 
Ar AN, 
4, = I, +A,5,) 
4a, 


allen 0,46 Ay, 


1 0,446, 9,4,% 


= 30,1 der: 
806,4. +9 IP; 
30, It IP: 
— (0 = 80, I, + VI Ye 


0,256 EVA P; ee 
0,24% +v,JI,Y, 


—40 Alt CF 22 Ag 
—40, 5 N Ct AsCt 22 d 
— 40 Ast Ara 22 Nee 
—40, 85, = A,(lCo ts) + 2225; 


—80, Sr er I, Ay 
= 80, er Tr l,A,t2, A, 


— 80, 6, Aut Eds 
801% =2A, 


Me IA, 
46, — Iz(h, Et Ask) 
AE,— I NE 

An — Ih ba 

46, I (Abt Ad) 
4, Ih Eu 


80,6. = A;c, tv, 
— 80,8, = Als t Az t lv A,,) 
80,6, = Gt lv, 
— 80,6, > Act 22V, 
— 80,54 = AyCın + AsCı + 2, (Ws A,,) 
— 80,6, — Aula + 7, 


Die Berechnung der Zusatzglieder zweiten Grades geschieht nach den For- 
meln (159), (161), (162), (163), (164), (166), (168) und (170), indem bei diesen 
Koeffieienten eine weitere Transformation für die numerische Rechnung nicht 


angebracht ist. 


Damit wäre auch die Transformation der Koefficienten der Glieder dritten 
Grades für die numerische Rechnung erledigt, und es ist hiermit zugleich eine 
Zusammenstellung der Koefficienten gegeben, wie sie successive gerechnet werden 


müssen. 


Selbstverständlich sind hier nur die Koefficienten der charakteristischen 


Hier setzt man 
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und elementaren Glieder behandelt, sowie einiger koordinierten in X, die Koef- 
ficienten der gewöhnlichen Glieder müssen nach den in Br. Kap. 6 gegebenen 
Formeln ermittelt werden. Ebenso setzen die hier gegebenen Koefficienten die 
Kenntnis der dort und in der vorliegenden Arbeit im ersten Kapitel gegebenen 
A-, B-, C-Koefficienten voraus, sowie der für die charakteristischen Planeten 
notwendigen »-, g-, 2-Koefficienten, welche hier im zweiten Kapitel berechnet sind. 

Um die Zusatzglieder rechnen zu können, sowie die konstanten Teile zweiten 
Grades, ist auch die Kenntnis der Elemente erforderlich. Andrerseits ist die 
Kenntnis der Störungen wieder zur Elementenbestimmung nötig. Es wird wohl 
in den meisten Fällen ausreichen, für den Zweck der Konstantenbestimmung in 
den konstanten Teilen zweiten Grades die oskulierenden elliptischen Elemente 
anzunehmen und die Zusatzglieder ganz fortzulassen und sie erst mit den defi- 
nitiven Elementen zu ermitteln und nur für die Rechnung der Störungen zu 
verwerten. 


82. Ueber die Reduktion auf die Ekliptik 
und die Bereehnung instantaner elliptischer Elemente. 


5) Wir hatten bisher die Störungsbeträge zu ermitteln gesucht, wie sie an 
den Radiusvektor, die Zeit, sowie den Sinus der Breite angebracht werden 
müssen, um die augenblicklichen wahren Werte zu erhalten. Da wir aber in 
der Praxis nicht diese Koordinaten gebrauchen können, sondern entweder die 
heliocentrischen Ekliptikalkoordinaten oder die augenblicklichen elliptischen Ele- 
mente verlangt werden, so sollen jetzt die Formeln zur Berechnung dieser 
Grössen hergeleitet werden. 

Es wird sich zeigen, dass hier zwei neue Störungsbeträge zu berechnen 
sind, der Differentialquotient des Sinus der Breite und die Reduktion auf die 
Ekliptik, ebenfalls eine auf 3 basierende Relation. 

Nach Br. Kap. 5 wird mit : die Neigung der momentanen Bahnebene zur 
festen Ekliptik. bezeichnet, in welcher auch die kurzperiodischen Störungen ent- 
halten sind, im Gegensatze zu j, welches nur langperiodisch elementare Glieder 
enthält. Mit Z wird die in der Bahn gezählte Knotenlänge bezeichnet, mit 2 
dagegen die in der festen Ekliptik gezählte. Zu ihrer Berechnung dienen fol- 
gende Formeln: 


(239) sinisin®—-2) = 4)+3 
sinicos( @—-2) = u 


Hier kann man im Falle kleiner Neigungen und charakteristischer Planeten 
für die Zwecke abgekürzter Tafeln setzen: 


(240) sin?" —  81nJ Di 16, 


Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band 2, >. 18 
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Mit derselben Genauigkeit ist dort auch statthaft 
(241) = v—1smjsin2b+H,+H, 
zu setzen, welche Formel a. a. ©. abgeleitet ist und in Verbindung mit 
(242) tg(-N) = cositg(w— 2) 


uns die Knotenlänge I giebt. 
Doch ist es im Falle kritischer Planeten und grösserer Neigungen sehr un- 


vorteilhaft, diese abgekürzten Formeln zu benutzen, da dort einmal 3 und = 
nicht vernachlässigt werden darf und andrerseits die Funktion H, im wesent- 
lichen aus J ()3dv besteht und dieses infolge zweimaliger Integration sehr 
stark vergrössert erscheint. Denn, wie man sich leicht überzeugt, giebt (4)8 
zu C-Gliedern der Form 4&,sin’jsin(4w—2v) Veranlassung, und diese werden 
m! 

Um diesen Uebelstand zu vermeiden, wollen wir nicht die Reduktion auf 
die Ekliptik für die Länge des Planeten direkt geben, sondern die für seine 
Knotenlänge. Nach Br. Formel (99a) ist: 


(248) dA(N—- 2) ie = 


dv 2.0008 


dann im Integral v. d. Ord. also v. d. Ord. des Neigungsteiles in V,. 


+], 


in welcher Formel nur Glieder vierten Grades vernachlässigt sind, entsprechend 

der hier erstrebten Genauigkeit. In der Klammer steht die Differentialgleichung 

für 3, d. h. ein Ausdruck v. d. Ord. m’ und es müssen dementsprechend die Koeffi- 

cienten der C-Glieder in (243) mindestens erster Ordnung sein. 

Aus der Integration dieser Differentialgleichung erhalten wir die Reduktion 

auf die Ekliptik für die Knotenlänge, welche demnach zweiten Grades und nur 
I 

v. d. Ord. F wird. ; 
i d 


Es handelt sich jetzt um die Aufstellung der Ausdrücke für z und. > 


Wir hatten bisher für den elementaren Teil der Form B gefunden : 
() = sinjsin(v—0). 


Daraus folgt sofort durch Differentiation unter Einschluss der aus der Ver- 
änderlichkeit von sin) und 6 entspringenden Glieder: 


ad _ 


dv 


ES dsinjcos6] . RN 
SI BL re sınv+|sın) cos 6 — 


Führt man die Differentiation aus, so folgt: 


dsinjsino 


cosv, 
dv | 


l RD, i E 
(244) Au = sınjcosb--rsinı cosh+D) r„sinı, cos h,. 
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Bei gewöhnlichen Planeten wird ferner 2 direkt durch Differentiation des 
Ausdruckes für 3 gebildet, indem auf hierbei entstehende exargumentale Glieder 
und Zusatzglieder keine Rücksicht genommen wird; zu den früheren Koefficienten 
treten also nur gewisse Faktoren n,»+1,n»+2 hinzu, und wir brauchen uns 
hiermit nicht mehr zu beschäftigen. 
ds 
dv 
fach. Die C-Glieder können wir dann offenbar ganz fortlassen. Sie werden 
v. d. Ord. m’d, infolge der Differentiation. Dagegen werden wir aus den D- 


Gliedern ersten Grades noch einige exargumentale Glieder zweiten Grades mit- 
12 


Die Ermittlung von gestaltet sich bei kritischen Planeten nicht so ein- 


m 
2 
Ö, 


entstehenden exargumentalen Glieder dritten Grades v. d. Ord. 


werden. Die durch die Differentiation 


nehmen müssen, welche v. d. Ord. 


m” 


9; 
berücksichtigt haben. Ebenfalls brau- 


lassen wir 


m’ 


fort, da wir in 8, nur die Ordnung 


chen wir bei der Differentiation die RN von sin J, 6 ete. nicht zu 
berücksichtigen, da diese Glieder v. d. Ord. = werden. Das Resultat der Dif- 
ferentiation wird dann für die D-Glieder: 

(245) nm — 4,6,5injcos (Aw—v) + 1,8,sin)' cos (dw—v,) 


+4, &,nsinjeos(2w+b—v) +&;nsinjcos Qw—b-+v) 
+4, 8,7 sinjeos(2w+p—v,) +&n'sinjcos(2w—d-+ v,) 
+4 E,nsinJ' cos 2w+d,—v) +&nsin)' cos (2w—b,+v) 
+4 &n siny’ cos 2w+v,—v,) +&,n sin’ cos 2w—d,+v,) 
— 4,8 ,nsinjecos 2w—v—v) +8&,nsinjcos ((w—d—v) 
— 4,6. sinjcos 2w—d—v,) +&,7 sinj cos (bw—d— v,) 
— 4,6,nsinj' cos 2w—p,—v) +&,nsinj' cos (bw—v,— v) 
— 4,8, sinJ' cos (2w—v,— v,)+&,n'sinj' cos ((w—d,— V,). 


Hier ist: 


(246) 5 2. 2usy, = Ib 2uhr: 
5 = 4:5 2u5,9; a I 208: 
5 = 4,5 2059; & — Ibn Zu 95 
0 Iıbo 2059 ° Ge Is Zur 


Hierzu kommen noch die exargumentalen D-Glieder dritten Grades, nur so- 
weit sie schon in 3 vorhanden sind und soweit sie direkt durch Differentiation 
unter Vernachlässigung des d, im Faktor entstehen. 

18% 
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Wir müssen jetzt die Relation für &—2, welche mindestens zweiten 
Grades ist, herstellen. Für gewöhnliche Planeten reicht es vollkommen aus, die 
Differentialgleichung folgendermassen anzusetzen: 

72 


A = 3 sin) sin u | +]. 


Integriert man mit Hilfe der linearen Divisoren: 


(247) 2-2 Did, sin’jsinnw +D d,,,., sin) sinJ' sin (nw+v-+V,) 
+D di, sin’j sin (nw+2v) +D d;.,., sin) sin,’ sin (nw-+b—d,) 
+D d,., sin’) sin (nw— 20) +) d,\., sin) siny' sin (nw—d-+%,) 
+» dz,,., sin) sin)’ sin (nw—v—d,). 
Diese Funktion ist, von den A-Gliedern abgesehen, rein erster Ordnung 
und zweiten Grades bei den gewöhnlichen Planeten und sie braucht dort nur bei 
grösseren Neigungen berücksichtigt zu werden. Der langperiodisch elementare 


Teil ist nullter Ordnung und zweiten Grades und stets zu berücksichtigen, er 
ergiebt sich aus Formel (253). Die Werte der Koefficienten sind: 


(248) A = C NE Ca de == Ga 
° 0 = allzu) = ed )rR 
a Es Oh ee zu: BER 1 
re = Im 5 Tu) 
er Eis de Ca 
ee een 
ee 


durch die Integration vergrössert werden, 


i 5 hi m 
cienten bis auf Grössen v.d. Ord. 5 
1 
nen. Wir machen den Ansatz: 


(249)  pars ar) 


And) 
Bei kritischen Planeten wird man dagegen die C-Glieder 
sowie die A-Glieder in den Koeffi- 


‚ welche diesmal 


2 
genau in der Differentialgleichung rech- 


= d,sin’j+d, sin, sin,’ cos ( —,)+d, sin? j’ 


+d,sin’j cos (4w—2v)+d,sinj sin,’ cos (dw—v—v,)+d, sin?’ cos (Aw—2v,). 


Die Koefficienten sind: 


(250) d= 11, hc] = 411. +3] 
d, = [245 Goa 10 : tert 
dm 48,0 d,= 4: 
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Hier ist 
m 1 Re) L er. 
(2508) O0 en A-3N (u = ®r 


In den A-Gliedern sind hier die Terme rein zweiter Ordnung fortgelassen, 
also im Integral die rein erster Ordnung, und dies entspricht ganz der bisher 
eingehaltenen Genauigkeit. 

Von den Zusatzgliedern werden wir bei der Integration nur die aus den 
m” 
9; 
wie die aus den C-Gliedern resultierenden exargumentalen Teile dritten Grades, 


12 


werden, so- 


C-Gliedern stammenden berücksichtigen, da nur sie v.d. Ord. 


soweit sie v. d. Ord. sind. Lassen wir zuerst die A-Glieder und Zusatz- 


9, 

glieder fort, so lautet das Resultat: 

(251) pars(Q—2) = 9, sin’) sin (dw— 2p) + 9,sinj sin)’ sin (dw—b—Vd,) 
+9,sin’j' sin (4w—2v,) 


+9,nsin’j sin (2w—20-+Vv) +19, nsin’j sin (6w— 2b —v) 

+9,n' sin’) sin (2w—2p-+v,) +19,n' sin’) sin (6w—2v — v,) 
+9,nsinj sinj' sin (2w—%—ı,-+v) +19, sin) sin)’ sin (6w—v—d, —v) 
+9, ,n' sinj siny' sn 2w—d—d,+V,) +49, ,n' sinj sinj' sin (6w—d— db, — V,) 
+9, ,nsin’)' sin 2w—2p,+v) +19, ,nsin’j sin (6w—2v,—v) 

+9, ,n' sin’j sin (2w—2v,+v,) +19, ,n' sin’) sin (bw— 2b, —Y,). 


Die Koefficienten haben folgende Werte: 


1 
(252) Merz a %,—= 24,9, 9, 219, ss 3 
d ’ RR 
ag HM nein = 
d 
Ku = oT) % I 21,9, D =; 21,9,. 


Für die A-Glieder erhalten wir dann: 
(253) pars ( N-2%) = [HA+D 9.]v + In. sin (9-9) + Sdıy.mnsin (Im— On)» 
Die Werte der Koefficienten sind: 


254 #ı — d, sine 

un = d,sin’ı,+d,sinı,sinı,+d,sin?ı, 

sin ı \ s 
io Ir; [2d, sin, +.d, sin ı/] 

. = I 

sinı ; } sinı i ; 

nn en dd sm. td,sin.] > 5 =. [d, sin ı,+2d, sin ı)]. 
m 


Tu—T 


N n 
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Die Zusatzglieder lassen sich in folgender Form schreiben: 


(255) pars(Q— 2) = d,sin(Aw—2h) +Dd,, sin (dw—h—h,) 
+Dd,,sin(4w—2h,) +8d, 


Mn 


sin (dw—h,—h,), 


wo die Koefficienten folgende Werte haben: 


3 — T : — c+r i KUREN 2 
OL re 9, sin’ı a — 5 “ (9. sin „+ Do sin “) sin 
1 1: 
en Tv 2 ER ö AL : $ 
= 2 (» sin, + > sin ) sin, + (3: sin, +®9,sin 4) sin . 
1 Lad 
- o.T Ä DEN: i RE 3 : 
a ae 5 (® sinı, + 5 sin ) sını,+ (> sin ı, + %,sin ı)) sine) |. 
1 


Damit haben wir auch die Berechnung der Reduktion auf die Ekliptik in 
einer für kritische Planeten und grössere Neigungen geeigneten Form erledigt. 
Für charakteristische Planeten und mittlere Neigungen wird im allgemeinen 
Formel (241) ausreichen. 


6) Wir sind nun in der Lage, den heliocentrischen Ort des Planeten in 
Bezug auf die Ekliptik zu ermitteln, oder auch die instantane Ellipse für den 
betreffenden Zeitmoment, die Rechnung wird sich folgendermassen gestalten. 


ENG, 2 ; 
Nachdem W = K+V, R, 3 sowie en und Q— 2% ermittellt sind, rechnet man 


die mittlere Anomalie aus: 
M = L-NI-W 
& die excentrische Anomalie aus e&-nsine = M. 


(257) 


Dann folgt sofort: 


a v 1+4n,,8 # 
(258) tg len tg 5) V VCH. 
Ferner die B-Glieder in o und 3 aus: 
(259) (0) = ncosvV (3) = sinJ sind 
aß) 


— sinjcosp +rsinscosh+d r, sin 1, cos. 


Man kennt dann: 


dz d(3) 


“eo (OR 3200 ge os 


dv 


En 
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Des weiteren ist zu ermitteln: 


(260) ‚sinisinw—-2) = 3 
dz 


sinicos(w— 2) — In’ 


d.h. i< und I), die Neigung und die in der Bahn gezählte Knotenlänge, und da 
Q— 2 bekannt ist, haben wir auch sofort die in der festen Ekliptik gezählte 
Knotenlänge &. Wir kennen also i und SL, die Elemente der Bahnlage. 


Die übrigen vier Elemente folgen aus: 


a R 
(261) d, = Jay? wov = Jerte)) 


en, mn: M, = (L-II-W), 


ist, 


a, ist die halbe grosse Axe der Bahn, e die Fxcentrieität und x die Perihel- 
länge, während M, die mittlere Anomalie zur Zeit der Epoche bezeichnet. 
Zu bemerken ist nur noch, dass wir für die mittlere Bewegung die Bewegungs- 
konstante n nehmen müssen und nicht denjenigen Wert, welcher a, entsprechen 
würde. 


Diese Elemente nennt Herr Brendel die instantanen elliptischen Elemente 
und sie dürfen nicht mit den oskulierenden identificiert werden. Durch sie wird 
die instantane Ellipse festgelegt, welche für den Augenblick der Epoche die 
wahren Koordinaten des Körpers giebt, ebenso wie die wahre Bahn. Aber sie 
giebt nicht die wahren Derivierten dieser Koordinaten. In dieser Hinsicht unter- 
scheidet sich die instantane Ellipse von der oskulierenden, welche nicht nur den 
wahren Ort, sondern auch die wahre Geschwindigkeit, mit der sich dieser Ort 
ändert, für den Moment der Oskulation ergiebt. 


Die instantanen Elemente werden daher die Planetenbewegung nicht mit 
gleicher Genauigkeit darstellen, wie die oskulierenden. Herr Brendel wendet sie 
jedoch aus dem Grunde an, weil ihre Rechnung eine wesentlich einfachere ist 
und die damit zu erlangende Genauigkeit für den Zweck abgekürzter Tafeln 
ausreicht. Man ist dann sofort in der Lage, mit diesen Elementen eine Ephe- 
meride rechnen zu können, innerhalb der gesteckten Genauigkeitsgrenze und für 
nicht zu grosse Zeiträume 

Nach längerer Zeit wird diese Ellipse mehr und mehr von der wahren Bahn 
abweichen, wie dies im allgemeinen in nicht so starkem Masse auch bei der osku- 
lierenden Ellipse der Fall ist, und dann werden auch die Unterschiede zwischen 
Beobachtung und Rechnung grössere Beträge erreichen. 


Will man dagegen für einen gewissen Zeitraum die heliocentrischen Eklip- 
tikalkoordinaten des gestörten Körpers haben, so muss man sich zuerst auch die 
“3 md Q—X verschaffen. Dann rechnet man: 


5 Ü 
Kenntnis von oe, 3, W, Er 
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(262) L—-NI—-W = e—ysine 
een, 
tg. = ee B) v—= v+l 


(263) sına — 3 


Die Transformation auf geocentrische Ekliptikalkoordinaten und geocentri- 
sche Aequatorialkoordinaten geschieht dann in der gewöhnlichen Weise und kann 
hier übergangen werden, ebenso die Reduktion der instantanen Elemente auf den 
Aequator als Fundamentalebene. 


Einige Vereinfachungen, welche die in der vorliegenden Arbeit gegebenen 
Entwicklungen für den Zweck abgekürzter Tafeln und charakteristischer Planeten 
zulassen, habe ich in meiner Dissertation in Verbindung mit einer numerischen 
Anwendung auf Planet (108) Hecuba gegeben. 


Zum Schluss sei noch erwähnt, dass die vollständigen Gleichungen für die 


Gylden’schen Koordinaten R, W, 3 sowie ı und Q—2Z in folgenden Formeln 
gegeben sind: 

Für R; Formel 37, 119, 142, 160, 162. 

Für W; Formel 65, 68, 83, 85, 128, 130, 155, 163, 165, 167. 

Für 3; Formel 41, 133, 156, 169. 


Für a und Q— 3; Formel 244, 245, 251, 253, 255. 


Die Koefficienten in diesen Gleichungen sind nach den Formeln 171 bis 238 
sowie nach Formel 246, 250, 250a, 252, 254, 256 zu rechnen und dürfte die An- 
gabe der obigen Formeln ausreichen, um sich über die Zugehörigkeit dieser 
Koeffieienten zu den bezüglichen Argumenten zu orientieren. 


Berlin, im März 1901. Julius Kramer. 
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Tafel I. 
Die charakteristischen Argumente für die Planeten vom Hecuba-Typus. 
= = an. 
Nullter und erster Grad. 
Argument | Faktor vn» | »n=2 n—4 n—=6 

nw I(m-+n6,) | 1+6, == — 

nw—v | 4(n+nd)—1 ö, 1+20, -- 

nw—v, | 4(n+nd,)—1 Ö, 1+26, —- 

nw—vd | A(n+nd)—1 Ö, 1+20, u 

nw—d, | 4(n+nd)—1 Ö, 1+20, E= 

Zweiter Grad. 
Argument | Argument | Faktor vnvo| n=2 n= 4 mw==6 
nw— 2v nw— 2d In+nd)-2 | -1-+6, 20, 1+306, 
nw+v—v, | nw+v—p, | 4(n+n6,) 1+6, — — 
nw—v+tv, |nw—b-+b, | I(n-+nd,) 1+6, — — 
nw—v—v, | nw—d—d, | A(n+nd)-—2 | —1+6, 20, 1+36, 
nw—2v, nw—2v, I(n+nd)—2 | —1+6, 20, 1+30, 
nw+p—v | nw+b,—v || 4(n-+nd,) 1+6, = —_ 
nw—b+v |nw—d,+vV | (n+nd,) 1+86, u x 
nw—d—v | nw—vd,—v | I(n+nd)—2 | —1+6, 20, 1+306, 
nw+d—v, | nw+b,—v, | 4(n+nd,) 1+6, —_ = 
nw—d-+v, | nw—d,+v, |) 4(n-+n6d,) 1+6, — — 
nw—d—v, | nw—d,—v, | I(n+nd)—-2 | —1+8, 20, 1+30, 
19 


Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. 


Math.-phys. Kl. N. F. Band 2, 2. 
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Tafel LI. 
Die charakteristischen Argumente für die Planeten vom Hilda - Typus. 
BERN) 2-0, 
a ee 


Nullter und erster Grad. 


Argument! Faktor vnv| » =3 a —36 =) 
nWw I(n+n6d,) 1+6, — — 
Nnw—V Ii(n+nd)—1 Ö, 1+28, — 
nw—v, | 4(n+nd)—i Ö, 1+26, — 
nw—db |Im+nd)—i Ö, 1+26, — 
nw—d, | 4(n+nd,)—1 | Ö, 1+20, —_ 
Zweiter Grad. 
Argument | Argument || Faktor vnv| n=3 = n=9 
nw—2V nw—2d I(n+nd,)—2 | —1-+6, 20, | 1+36, 
nw+-v—v,  nw+d—n, | 4(m-+n6,) 1+96, — — 
nw—v+v, |nw—v-+b, | 4(n+n6,) 1+6, | Bu: er 
nw—v—v, |nw—n—d, | In +nd)—-2 | —1+6, 20, 1436, 
nw—2v, nw— 20, In+nd)—-21 -1+6, 26, 1+30, 
nw+b—v |nw+b,—v | 4(n-+nd,) | 1+6, | — | == 
nw—b+v | nw—d,+v | I(n-+nd,) 1+6, —_ E= 
nw—d—v | nw—d, —v | 4(n+nd)—2 | -1+6, 20, 1-+306, 
nwtV—v, nw+b,—v, | 4(n+nd,) 1+96, 2 | —_— 
nw—db+YV, | Rw—b,+V, I(n+n6,) 1+6, - — 
nw—d—v, | nw—d,—v, |4m+nd)—2 | —1+6, 20, 1+36, 
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Die charakteristischen Argumente für die Planeten vom Thule- Typus. 
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Tafel LLI. 
3—06 
LE — 2, U a 


Nullter und erster Grad. 


Argument) Faktor von v | n.— 4 n=B8 n=12 

nw I(n-+nd),) 1+6, E— _ 

nw—v | 4(n+nd)—1 Ö, 1+20, -- 

nw—v, | 4(n+nd,)—1 Ö, 1+206, — 

nw—d | A(n+nd,)—1 Ö, 1+20, — 

nw—d, | i(m+nd)—1 Ö, 1+20, —_ 

Zweiter Grad. 

Argument Argument | Faktor vnv | n=4 n=8 ne 12 
nw—2v nw— 2 Im+nd)—-2 | —1+$, 20, 1+306, 
nw+v—v, | nw+p—b, | I(n-+nd,) 1+6, — — 
nw—v+v, |nw—b+b, |) i(n+nd,) 1+6, = — 
nw—v—v, | nw—v—o, | 4(n+nd)—2 | —1-+9, 20, 1+36, 
nw—2v, nw—2p, im+nd)—2| —1+6, 20, 1+36, 
nw+b—v | nw+v,—v | 4(n-+nö,) 1+6, — E 
nw—-b+v |nw—d,+v | A(m+nd,) 1+6, | = — 
nw—p—v | nw—v,—v | I(n+nd)—2 | —1+J, 26, 1+306, 
nw+p—v, | nw+p,—v, | in +nd,) 1+86, — _ 
nw—b-+v, | nw—d,+v, | (n+nö,) 1+6, — _ 
nw—d—v, | nw—d,—v,|i(n+nd)-—2 | —1+6, 206, 1+30, 
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Tafel IV. 


zweiten Klasse. 


Hestia-T'ypus 3-Typus 3-Typus 
eh m =etle=h nz lu=h, u = 
Argument | Faktor von v |n=3| Faktor von v |\n—=5| Faktor von v 
nw 1(2n-+n6,) — (4(2n+nd,) — |[4(2n+n6d,) 
nWw—V ı(lan+nd)—1j1+9,|2 (an +nd)—1|1+9,|4(2n +nd)—1 
nw—V, (an +nd)—1| 146, | @n+nd)—1|1+0,| (an +nd)—1 
nw—d (an +nd)—1|1+49,|4@n+nd)—1|1+9,|t (an +nd)—1 
nw—d, 3(2n+nd)—1/1+9,|4(2n+nd)—1|1+9,|4(2n +nd)—1 
nw—2V Ian +nd)—2, 6, I4lan+nd)—-2| 9, |4(2n+nd,)—2 
nwF£(v—v,) |4(2n+n6d,) — |4(2n+nd),) — |4(2n+n6,) 
nw—v—v, |$(2n+nd)—2| 6, |1@n+nd)—2|) 6, |4(2n-+nd,)—2 
nw—2v, Ian +nd)—2| 6, |t@n+nd)—2| 6, |tl@n+nd)—2 | 
nw— 2v (an +nd)—2| 6, |42an+nd)—2| 9, | +(@n+nd,)—2 
nw£(v—V,) |1(2n+n6,) — |41(2n+nd,) — [4(2n-+nd,) 
nw—vd—d, 3an+nd,)—2]| 6, |@n+nd,)—2| 6, |+(@n-+nd,)—2 
nw—2v, i@n+nd)—2| 6, jilan+nöd)—-2| 6, 42m +nd,)—2| 
nw£(p—v) |4(2n+n6,) — |4(2n+n6,) — |4(2n+n6,) | 
nw—d—V ilan+nd)—2| 6, |4an-+nd)—2| 6, |+(@n-+nd,)—2 
nw*(v—V,) 1.(On + nd,) — |1(2n-+n6,) — |1(2n+n6,) 
nw—d—v, |$(@n+nd)—2| 6, |1@n+nd)—-2| 6, |4(2n+nd)—2 
nwt(v,—v) | 4(2n-+nd,) — [4(2n+n0d,) — !4(2n-+nd,) 
nw—b;—v |4lan+nd)—2| 6, (an +nd)—2| Hd, |tlan+nd)—2 
nwE+(d,—v,)||4(2n-+nd,) — |4(2n+nd,) — |#(2n+n6,) 
nw—b,—v, |4@n+nd)—2| 6, I4lan+nd)—2| 6, |H(an+nd)—2 
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Matel V. 


Verwandlungstabelle für die Koefficientenbezeichnung 
Ludendorff (L) — Kramer (K). 


dw, av 
ZENENENLDEI 
RL Seen e| : K 
1. I|% |» |“ |“ IA IA | |? &, 2 
am lad || im 1.9 &, Ps 
BR N, Ber. 9 | Yo 2“ Pas 
Yn Ps; P, 0%; | &, ß, ß; Ps Y E13 Yıs 
I, Pi Ps re ER, ß; ß; Yr Yıı Eur Yıs 
1%» |, 1% | Be Nor | Hr 
a Be | De % 1 0 | BD: | Dir | 210 | Pe 
GN | a Es a (koordiniert) 
In | 222 | Ga Ba Ru rc re BE K 
Ya | Ps P,ı en 4, Bo ß; Yıa Yıs 
Iir Pro Ps 10 4 Ba ß, Yıs Yıo Kr Y, 
q, Pı P en 4; Bis Bus Yıs Yıs %5 V, 
Is Pı> P, Is 4; ß:s Bis Yıs Yıs Lea T, 
gs Par p, van 4, Pıs Bis Yıs Ye V, Tz 
G12 Die p, ur As Bis [v2 Y20 Yaı V, V, 
I; Pıs P; 16 15 Bis Bis Yaı Yo 
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Primzahl bedeutet. 


Von 
Ph. Furtwängler in Potsdam. 


Eine von der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften in Göttingen 


preisgekrönte Arbeit. 


Vorgelegt von Herrn D. Hilbert in der Sitzung vom 8. Februar 1902. 


Einleitung. 


Die folgenden Entwickelungen beruhen auf den Methoden, die von D. Hil- 
bert zum Teil in dem der Deutschen Mathematiker- Vereinigung 1897 erstatteten 
Bericht über „Die Theorie der algebraischen Zahlkörper“!), zum Teil in der in 
den Math. Ann. Bd. 51, Seite 1 bis 127, 1898 erschienenen Abhandlung „Ueber 
die Theorie des relativquadratischen Zahlkörpers“?) entwickelt worden sind, 
Der Gang der Beweisführung schliesst sich eng an denjenigen an, den D. Hil- 
bert in der zweiten Abhandlung durchgeführt hat. 

Auf einen Unterschied sei schon hier aufmerksam gemacht. Während für 
das quadratische Restsymbol nur die beiden Werte +1 und —1 existieren, hat 
das Restsymbol der !!® Potenzreste ausser dem Wert 1 noch /—1 verschiedene 
Werte. Während sich also in der Theorie der quadratischen Reste die 
Gleichheit zweier Restsymbole, die den Nichtrestcharakter ausdrücken, auch da- 
durch nachweisen lässt, dass man zeigt, dass beide von +1 verschieden sind, 
versagt dieser Schluss in der Theorie der /" Potenzreste, wenn 1>2. 


1) Citiert mit Hilbert A. Z. 
1) Citiert mit Hilbert Rel. quadr. Z. 
1* 
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Diesem Umstande — oder der eigenen Ungeschicklichkeit — schreibt der 
Verfasser es zu, dass es ihm nicht gelungen ist, die Reciprocitätsgesetze der 
Iten Potenzreste in gewissen algebraischen Zahlkörpern zu beweisen, ohne die- 
selben bereits für den Kreiskörper der /® Einheitswurzeln als bewiesen anzu- 
sehen; das sogenannte Eisenstein’sche Reeciprocitätsgesetz bildet daher einen 
wesentlichen Bestandteil des Fundamentes der folgenden Entwickelungen. 


I. 


Definitionen und vorbereitende Sätze. 


81. 


Das Symbol () im Grundkörper X. 


Es sei ! eine ungrade Primzahl und %(&) der durch eine /! Einheitswurzel 
& definierte Kreiskörper. Der Körper, der den folgenden Betrachtungen zu 
Grunde liegt, ist dann ein beliebiger Oberkörper %k des Kreiskörpers k(&) vom 
Relativgrade m, also vom Grade m(!—1). 


Defirition 1. Es sei p ein in dem Ideal [= (1-8) nicht aufgehendes 
Primideal des Körpers k und « eine beliebige zu p prime ganze Zahl in X. 
Wir nennen dann « einen I!" Potenzrest von p, wenn es eine ganze Zahl ß in 
k giebt, die der Congruenz 


« = ß'(p) genügt. 
Satz1. (Hülfssatz), Wenn im Körper %k eine Congruenz 


«= pp) 


besteht, wo « zu p prim ist, so giebt es auch eine ganze Zahl y in %, die der 
Congruenz 


«= y(p) 
genügt, wo e eine. beliebige rationale positive ganze Zahl bedeutet. 
Beweis: Es möge in k die Congruenz 
« = P(p”) gelten, aber 


«—ß' nicht durch p/*! teilbar sein, 


Wir weisen dann nach, dass man stets eine ganze Zahl y in % bestimmen 
kann, die der Congruenz 


e = y'(p’*) genügt. 
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Bedeutet x eine ganze durch p, aber nicht durch p? teilbare Zahl in % und ß, 
eine beliebige zu p prime Zahl in %, so gilt offenbar die Congruenz 


B+B) = PH" ). 


Bestimmt man nun, was stets möglich ist, ß, so, dass 


IB”, @, 


so ist offenbar y = ß+Pß,”’ eine Zahl, die der Congruenz 

«= y (p") genügt. 
Wir fügen hier gleich den entsprechenden Satz für ein in ! aufgehendes Prim- 
ideal I, an. 


Satz 2. (Hülfssatz). Es sei [, ein in dem Ideal [ genau zur 1,stn Po- 
tenz aufgehendes Primideal. Sind dann « und ß zwei zu I, prime ganze Zahlen, 
die der Congruenz 


«= (ih) 


genügen, so ist auch die Congruenz 


 ) 
wo e eine rationale, positive, ganze Zahl grösser als 1 bedeutet, in 7; lösbar. 


Beweis: Es sei A, eine durch die erste Potenz von [, genau teilbare 
ganze Zahl in k. Es gilt dann die Congruenz: 


BHRA) = PH Bat (ei) f>0 
da stets: (d—-1),+21,+2fZzU+f+1 
+ fzlı,+f+l. 
Gilt nun bereits die Congruenz 


ß 9) \ 


3 
Il 


und bestimmen wir ß, so, dass 

de ß = Ip Arıt? ß, (Lara), 
so gilt offenbar, wenn wir 

v= ß+B4 setzen, auch 


= y' a); 
Um nun das Symbol (=) in %k zu definieren, müssen wir vorerst noch 


einen Hülfssatz über die Normen der zu [ primen Primideale in % ableiten. 
Dieser lautet: 

Satz 8. (Hülfssatz). Ist p ein beliebiges zu I primes Primideal in % 
und bezeichnet n(p) die Norm von p, so besteht die Congruenz 


.)=1 M 


op) 
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Beweis: Es sei p? die durch p teilbare rationale Primzahl und 


» == p, ee p, 
die Zerlegung von p in %(&). Ist dann »° die Norm von p, wenn man p, als 
Ideal des Kreiskörpers betrachtet, so ist 
yazıla..(). 
Die Relativnorm von p, genommen in (8), die ich mit n,,(p) bezeichne, ist nur 
durch p,,. . : p, teilbar... Es sei... 


%..() = Pipae .... 906 
dann wird offenbar 
np) = var) el (N. 
n)—1 


Aus dem bewiesenen Satze .eergiebt sich, dass, wenn p zu I prim ist, « 


eine ganze Zahl in % ist und aus dem verallgemeinerten Fermat’schen Satze 
n(p)—1 

folgt dann, dass « ° stets einer {fr Einheitswurzel nach p congruent ist, wenn 

« zu p relativ prim ist. Wir können daher definieren: 


Definition 2. Ist p ein zu [ primes Primideal und « eine zu p prime 
ganze Zahl in k, ist ferner 


np 
I 


” ®), 


wo a eine ganze rationale Zahl bedeutet, so soll 
() 16.2. gem: 


Mit Rücksicht auf diese Definition können wir folgenden Satz aussprechen: 


& 


Il 


Satz 4. Ist « eine zu p prime Zahl, so ist « stets dann und nur dann 
= Potenzrest von p, wenn 


Der Beweis ergiebt sich leicht, wenn man eine Primitivzahl nach p im 


Körper k heranzieht. (Vergl. A. Z. Satz 139 8. 366). Für das Symbol 5 


merken wir ferner noch folgende Formel an: 


Satz 5. Sinn « und ß zwei zu p prime ganze Zahlen in k, so gilt: 
Ye 
p/\P p 


Das Symbol (=) werden wir den Potenzcharakter der Zahl « nach p nennen. 
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Ein vollständiges System von n(p)—-1 zu p primen und nach p einander incon- 
gruenten Zahlen zerfällt offenbar in ! Teilsysteme, so dass alle Zahlen eines 
Teilsystems denselben Potenzcharakter besitzen, Eins dieser Teilsysteme mit 
dem Potenzcharakter 1 enthält speciell Au it Potenzreste nach p. 


Endlich definieren wir noch: 


Definition 3. Ist a ein beliebiges Ideal in k, so ist 


-- 


die Zerlegung von a in Primideale ist. 


82. 


Der relativ-cyclische Körper K vom Primzahlrelativgrade ? in bezug 
auf k. Seine Relativdiscriminante und die Zerlegung der Primideale des 
Grundkörpers in ihm. 


Ist u eine beliebige ganze Zahl in k, die nicht die / Potenz einer Zahl in 
k ist, so entsteht durch Adjunktion von Yu zu den Zahlen des Körpers % ein 
neuer Körper K(Yu,k), der relativ-cyclisch in Bezug auf k vom Relativgrade I 
ist. Ersetzt man in den Zahlen des Körpers K die Zahl \w durch Zw, so 
entsteht aus X ein zu K relativ conjugierter Körper. Wir bezeichnen die an- 
gegebene Substitution mit $. Die sämtlichen relativ conjugierten Körper gehen 
dann aus K hervor durch Anwendung der Substitutionen: 


BB 


Es ist nun zunächst unsere Aufgabe, die Primfaktoren der Relativdiscriminante 
von K aufzusuchen und die Zerlegung der Primideale des Grundkörpers %k im 
Oberkörper K aufzufinden. Wir trennen zu diesem Zweck die Primideale des 
Grundkörpers k in zwei Kategorieen, nämlich in solche, die zu dem Ideal 
= (1-8) relativ prim sind und solche, die in [ aufgehen. Bezüglich der er- 
 steren gilt folgendes: 


Satz 6. Es sei p ein zu | primes Primideal in k. Geht dann p genau 
zur at Potenz in p auf und ist erstens a & OÖ (l), so geht p in der Relativ- 
diseriminante von X auf. Das Primideal p wird dann in K die Ite Potenz eines 
ambigen Primideals: 


Up=#. 
Ist zweitens a = 0 (l), so geht p in der Relativdiseriminante von K nicht auf. 
Wir können dann a = 0 annehmen, da wir, ohne den Körper K zu ändern, mw 
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durch eine geeignete Zahl #* ersetzen können, die zu p prim ist. Es zerfällt 
in diesem Falle p in das Produkt von / verschiedenen Primidealen in X oder 
bleibt auch in X Primideal, je nachdem 


>) — 1. oder ) +1. 


Die Beweise für diese Behauptungen beruhen auf ganz analogen Ueber- 
legungen, wie sie Hilbert in Rel. quadr. Z. $ 4 und $ 5 angestellt hat. Ich 
gehe deshalb nicht weiter darauf ein. Ausführlicher muss ich dagegen bei der 
zweiten Categorie von Primidealen, die in [ aufgehen, verweilen. Für diese 
werden die in Betracht kommenden Verhältnisse durch die folgenden Sätze 
klargelegt. 

Satz 7. Ist I, ein in [I genau zur /,t Potenz aufgehendes Primideal in 
k, das in w genau zur at Potenz aufgeht und ist « & 0 (l), so geht I, in der 
Relativdiscriminante von Ä auf und wird in X die /* Potenz eines ambigen 
Primideals. 

Die Ueberlegungen zum Beweise dieses Satzes unterscheiden sich nicht von 
denen, die für die zu [ primen Primideale gelten. 

Ist a = 0 (l), so kann man wieder a = 0 annehmen. Wir setzen daher 


im Folgenden voraus, dass u zu I, relativ prim ist. Es gilt dann: 


Satz 8 (Hülfssatz) Ist I, ein in [ genau zur Ist Potenz aufge- 
hendes Primideal in % und u zu I, relativ prim, so geht I[, in der Relativdiseri- 
minante nicht auf, wenn eine Congruenz 


v=«d (M) 

erfüllt ist, wo « eine ganze Zahl in % bedeutet. 
Beweis: Es sei A, eine durch [,, aber nicht durch Tl} teilbare ganze Zahl 
in k, ferner sei og eine ganze Zahl in k, die durch a teilbar ist und zu |, re- 


1 
lativ prim ist. Es ist dann, wenn wir 


oe \ı I 
a= (2) (Ve) 
1 
setzen, A eine ganze Zahl in X, da die aus A und den zu A relativ conju- 


gierten Zahlen gebildeten symmetrischen Funktionen ganze Zahlen in % sind, 
wenn die Congruenz 


"=u (9) 
gilt. Die Relativdiseriminante der Zahl A ist nun 


(or. a-af“ 


also zu I, prim. Folglich ist auch die Relativdiscriminante von X zu I, prim. 
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Satz 9. (Hülfssatz). Ist der grösste Exponent e, für den eine Con- 
gruenz 
w= u, .l) 


besteht, kleiner als /,| und incongruent Null nach !, so geht [, in der Relativ- 
diseriminante von K auf. 


Beweis: Ist 
e—=rl+s r<l—1 Ve sı<ı 


so kann die Zahl «&—- M, wo M gleich Vu ist, höchstens durch I/ teilbar sein. 
Daraus folgt, dass die Zahl: 


= («—-M)- ca 


eine ganze, nicht durch |, teilbare Zahl in X ist. Anderseits kann B nicht zu 
I, teilerfremd sein, da die Relativnorm von B durch I, teilbar ist. Es sei der 
grösste gemeinsame Idealteiler von I, und B gleich %,, dann ist %, = SX,, wie 
aus der folgenden Gleichung sich Be 


em) =«-m(z)+a-9.(4)-M 


Da r kleiner als /, ist, ist der zweite Bestandteil der rechten Seite dieser 
Gleichung eine durch I, teilbare ganze Zahl, also in der That &, — S%. Hier- 
aus folgt, dass 2, ein ambiges Ideal in % ist, mithin I, = % ein Faktor der 
Eee erimmante von K. 

Wenn das Primideal I, in a Bed ee mante nicht aufgeht, so sind be- 
züglich des Verhaltens von I, in X noch 2 Fälle denkbar, entweder zerfällt I, 
in Z von einander dere Primfaktoren in K oder es bleibt auch in K 
Primideal. Um diese beiden Fälle zu trennen, beweisen wir die folgenden Sätze: 

Satz 10. (Hülfssatz). Das Ideal I, zerfällt dann und nur dann in / 
verschiedene Primfaktoren in K, wenn eine Congruenz 


= (it) 


besteht, wo « eine ganze Zahl in %k bedeutet. 
Zum Beweise nehmen wir erstens an, es zerfalle I, in ! verschiedene Prim- 


faktoren in K 
I Ne Sa Sn NOTEN, 


und weisen dann das Bestehen der angeführten Congruenz nach. Bezeichnet 
allgemein N die Norm in K,n die Norm in k, so folgt aus der Gleichung 


Ne) = rl), 


dass jede Zahl in K nach 2, einer Zahl in % congruent ist. Sei nun etwa 
Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band 2, 3. 2 
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M= ee, (%), so ist 

[% 

„& 


e: (2%), also auch 
er (). 


Da anderseits ,, wenn die angegebene Zerlegung stattfindet, nicht in der Re- 
lativdiseriminante von K aufgeht, so muss nach Satz 9 auch 


li 


u ec! (l) sein. 


Haben dann A, und oe die Bedeutung wie in Satz 8, so ist 
(Ma) ;- 
eine ganze Zahl in K und als solche einer ganzen Zahl ß in Ak nach 8, con- 
gruent: 
M-a): = 8 @) 
oder 
(M-a,)e = BA, (18) 
d. h. es gilt, wenn man «, geeignet bestimmt, 
M-ea, = 0 (8). 
Durch Uebergang zu den relativconjugierten Zahlen findet man: 
£EM-o,=0 (15%) 
E-IM—o, =0 (STR). 
Aus der Gesamtheit der Congruenzen folgt: 
m = a (hr) 
und deshalb wieder nach Satz 9 
= (M). 
Dies Verfahren können wir fortsetzen. Sei etwa 


v = ad (E), we—sl. 
Es ist dann 


(M—«) . I) eine ganze Zahl in K. 
1 
Wir folgern daraus genau wie vorhin die Existenz einer ganzen Zahl «,,, sodass 


“= 0, (RL): 


Aus dem Bewiesenen folgt dann offenbar, dass unter der gemachten Voraus- 
setzung stets eine sanze Zahl « in %k existieren muss, so dass 
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Setzen wir umgekehrt voraus, dass 


u= a (let), 
so sind die Zahlen 


eo ]" 
(EM-.). 4) N 


ganze Zahlen in X, die nicht durch I, teilbar sind. Denn wäre eine von ihnen 
durch I, teilbar, so müssten alle durch [, teilbar sein und folglich auch die 
Differenz von irgend zweien unter ihnen, was gegen die Annahme ist, dass I 
höchstens durch die /#° Potenz von [, teilbar ist. Andererseits muss sicher 
eine unter ihnen mit I, einen gemeinsamen Teiler haben, da das Produkt der 
genannten Zahlen durch I, teilbar ist. Hieraus ergiebt sich dann sofort, dass l 
in K das Produkt von ! verschiedenen Primidealen wird. 

Wir haben jetzt noch den Fall zu erledigen, dass [, im Körper K Prim- 
ıdeal bleibt. 

Zu diesem Zweck stellen wir die Zahlen des Körpers X in der Form 


+0, M+0,M’+ -- «,M" 

ß 
dar, wo die Zahlen «a, & ..., &_,ß, ganze Zahlen des Körpers % bedeuten, 
von denen wir annehmen, dass sie nicht sämtlich einen gemeinsamen Teiler 
haben; ß nennen wir kurz den Nenner der Zahl A. Es gilt dann der folgende 
Hülfssatz. 
Satz 11. (Hülfssatz) Es sei I, unzerlegbar in K und es sei M ein 
Modul in X, der alle diejenigen Zahlen 


DAN = 


%+a,M+a,M’+...«,M" 


umfasst, bei denen # durch keine höhere Potenz von |, als Li: teilbar ist. Jede 
Zahl des Moduls M ist dann nach [, einer ganzen Zahl in % congruent. 
Beweis: Es mögen die Zahlen 


RAN 4 


des Moduls M ein volles Restsystem nach I, incongruenter Zahlen für den 
Modul M bilden und es mag die höchste Potenz von [,, die bei der angegebenen 
Art der Darstellung in den Nennern der Zahlen A aufgeht, I; sein, wo 
0<se=1L!,—1ist. Ich behaupte dann, dass auch die Zahlen 


ANIAL OMA 
ein volles Restsystem nach [,, für den Modul M bilden, und dass die höchste 
Potenz von [,, die in den Nennern dieser Zahlen aufgeht I} ist, wo 


r 


e <e ist, wenn e > ist. 
2% 
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Zu diesem Zweck weisen wir zunächst nach, dass die Zahlen A’ nach I, incon- 
gruent sind. Wäre nämlich 


AN, 2. (ly) 
so müsste, da I, in X unzerlegbar ist, 
A,=8£°A4A, (h) sein, 
wo a eine ganze rationale Zahl bedeutet. 
Da nun © A,= A, (l), so würde folgen 


A,= 4, (l) gegen die Voraussetzung. 


Es sind daher die Zahlen 4’ in der That nach [, incongruent und bilden infolge- 
dessen ein volles Restsystem nach I, für den Modul M. Um zweitens einzu- 
sehen, dass e' < e ist, wenn e > ist, beachte man, dass, wenn 


ne © +, M+0a,M’+:..«,M" 
ß 


4, sich in der Form darstellen lässt: 


ist, 


; etnu+au+.- cd, WW! IB o, IB 
A I en ER Ss nr 
ß ß 0008 
wo B eine ganze Zahl in X bedeutet, die ohne Nenner darstellbar ist. Ist nun 
ß genau durch I}: teilbar, wo e, Se ist und ist 


eb, 1), 


3 IB 
so ist der Bruch = offenbar so darstellbar, dass im Nenner eine ganze Zahl 
aus % steht, die zu I, relativ prim ist. Dasselbe gilt von er und folglich auch 
von A. 
Ist aber eb >|, (l-1), so ist doch 
et-ı(dt-1N)<e Se, weil 


he ll =e), wen L>e;, 


was nach Voraussetzung der Fall ist. Daraus folgt dann, dass en als Bruch 
darstellbar ist, dessen Nenner eine ganze Zahl aus %k ist, die höchstens durch 
I; teilbar ist, wo e' < e. Dasselbe gilt dann von A. Wenn wir das ange- 
wandte Verfahren nun mit dem neuen Restsystem 


Al Al ne 


fortsetzen, indem wir wieder die It Potenzen bilden, so gelangen wir schliess- 
lich zu einem Restsystem 
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BER SB 


dessen Zahlen mit zu [, primen Nennern, also auch ohne Nenner darstellbar sind. 
Bilden wir dann noch einmal die /*® Potenzen 


Bir Be Bi 


rn 


so sind auch alle diese Zahlen wieder nach I, einander incongruent. Ist nun 
B: os (BF BM-T , B._, Ma): 
so wird 
b! = Bu + Pi RE P.,w” DE 
Daraus folgt dann aber, dass alle Zahlen 2’ und somit alle Zahlen des Moduls 
M nach [, einer ganzen Zahl aus % congruent sind. 


Unter Benutzung des letzten Hülfssatzes können wir jetzt den folgenden 
Satz ableiten: 


Satz 12. (Hülfssatz). Ist I, ein in I zur sten Potenz aufgehendes 
Primideal in % und bleibt I, auch in X Primideal, so giebt es eine ganze Zahl 
« in k, die der Congruenz 


uw = « (l) genügt. 
Beweis: Die Zahl M gehört dem in Satz 11 betrachteten Modul M an, 


und ist deshalb einer ganzen Zahl «, in % nach I, congruent. Folglich haben 
wir die Congruenzen: 


M-a=d0 (l) 
SM-a,=0 (I) 


ST"M-«=0 (I), 
aus denen folgt 

u=o (Rh). 
Es möge nun die Congruenz 


Il 
8 


u : () erfüllt sein, 


w oe=sIlı-l. 
Es giebt dann, wie wir zeigen wollen, eine Zahl «,,,, die der Congruenz 
=, (9) 
genügt. Haben e und A, die bereits früher erklärte Bedeutung, so ist die Zahl 

(M—«). (*) 


1 


eine ganze Zahl, die dem im vorigen Satze betrachteten Modul M angehört und 
ist als solche einer ganzen Zahl ß, aus % nach I, congruent: 
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(M- a) io) = 6, (), £elglich 
(M-.). !=ß. 4 (WM). 
Es giebt daher eine ganze Zahl «,,, in k, 
sodass M-ea., =09 (). 
Hieraus folgt dann wieder 
SM-a,=0 () 


S’M-e,=0 (® 
und somit besteht endlich die Congruenz 
Sa, 


Durch genügende Fortsetzung des Verfahrens gelangen wir dann schliesslich 
zu dem Resultat, dass eine Congruenz 


u=a () 
bestehen muss, wo « eine ganze Zahl in % bedeutet. 
Die in den letzten Sätzen abgeleiteten Resultate können wir in dem fol- 
genden Satz zusammenfassen: 
Satz 13. Ist die ganze Zahl vu in % zu I, relativ prim und I, ein Prim- 
ideal in %, das in [ genau zu Is” Potenz aufgeht, so können bezüglich des höch- 
sten Exponenten e, für den eine Congruenz 


w=« (h) 
erfüllt ist, wo « eine ganze Zahl in % ist, 3 Fälle eintreten 
I) ve ih: 2) ce — ul, öl. .e = IL“ 


Im ersten Falle geht I, in der Relativdiseriminante des Körpers K(Yu,k) auf 
und wird in K die !f Potenz eines ambigen Ideals. Im zweiten und dritten 
Falle geht I, in der Relativdiseriminante von X nicht auf und bleibt im zweiten 
Falle Primideal in X, während es im dritten Falle in / verschiedene Prim- 
faktoren zerfällt. 


$ 3. 


Das Symbol ). 


Definition 4. Sind v und w zwei beliebige ganze Zahlen in % und p 
ein zu [ primes Primideal in %, das in « zur at und in » zur btea Potenz auf- 
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y“ 
w 
6 zwei ganze nicht durch p teilbare Zahlen in %k sind. Wir definieren dann 
en 
p p 1) 
Das Symbol IE) ist durch diese Festsetzung eindeutig als eine /t° Einheits- 


wurzel definiert. (Hilbert A. Z. 8 131. S. 411). Es gelten für dasselbe die 
folgenden Formeln: 


geht, so bilde man den Bruch und bringe ihn in die Gestalt = wo oe und 


Satz 14. Bedeuten u,v, u, v,,u*,v*, «,ß,y,öd ganze Zahlen in % und ist 
p ein zu [ primes Primideal in %k, so gilt 


2): 
» Br)-2)= 
6) 


4 ) “ (=) u (5) en (&) 
) p Dj) wenn 3)’ we 5) 
Beweis: Die Gleichungen 1) und 2) folgen unmittelbar aus der Definition 


des Symbols. Um die erste Gleichung 3) zu beweisen, nehmen wir an, es gehe 
p in u zur a'”, in v zur bie und in v, zur bien Potenz auf. Es sei dann: 


v eine er 00, 


b EN EET ı d+b 
Bu a eu eu 00, 


wo 0,6,_, und o,, also auch oe, und 66, zu p prim sind. 
Es ist dann: 


nasnonoonerker 


Daraus folgt offenbar: 


(#) ) ee et), also das Bestehen 
p p p 


der ersten Gleichung 3). Die zweite Gleichung 3) ergiebt sich dann mit Hülfe 
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von 2). Die Richtigkeit der Gleichung 4) endlich sieht man ein, wenn man 
beachtet, dass: 


(® *) un (=) —:. 1, also (>) 2 (me) 

p pP P p 

Wir haben jetzt den von Hilbert eingeführten Begriff des Normenrestes 
(A. Z. $ 129. S. 402) mit dem eben definierten Symbol in Verbindung zu brin- 
gen und beweisen zu diesem Zweck den folgenden fundamentalen Satz. 


Satz 15. Sind v und u zwei beliebige ganze Zahlen in /; und p ein zu Il 
primes Primideal in %, so ist v stets dann und nur dann Normenrest des Kör- 


= 


Beweis: Beim Beweise dieses Satzes gehen wir schrittweise vor, indem 
wir 4 Fälle unterscheiden. 

Vorher bemerken wir noch folgendes. Bezeichnet man mit N, die Relativ- 
norm einer Zahl aus X genommen in %, und gilt die Congruenz 


“= N, (4) (P), 
wo « eine ganze zu p prime Zahl aus %, A eine solche aus X bezeichnet, so 


lässt sich leicht zeigen, dass man stets eine ganze Zahl B in K finden kann, 
so dass 


pers K (Yu, k) nach p, wenn 


«= N, (B) (p), 
wo e ein beliebiger positiver Exponent ist. Ist nämlich A, eine ganze Zahl aus 
K, die der Congruenz 


AA, =1 (p) genügt, so gilt 
«N, (A)=1 (). 
Dann giebt es aber nach Satz 1 eine ganze Zahl ß in k, so dass 
«N, (A-) = f’ (p‘), also 
eo = N, (Aß) (pP) wird. 
Nach dieser Vorbemerkung gehen wir zur Behandlung der 4 Fälle über. 


Erster Fall. v und u sind zu p teilerfremd. Es ist dann stets 


(0) = +1. Wir haben also nachzuweisen, dass in diesem Falle v Normen- 


p 


rest von K nach p ist. Der Beweis hierfür ist verschieden, je nachdem p in 
K zerlegbar oder unzerlegbar ist. 


1) Es zerfalle p im Körper K in I verschiedene Primideale 
= P.:8B... STB. 


Wir lösen dann in K die Congruenzen: 
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AM A VER nA Me w 


Er EAM BAM 22. Amt =1 ) 


AD MH I.. £eAM"=1 
die durch folgende Werte der Unbekannten A,, A, » » . A, befriedigt werden: 
IA=v+l—-1\ 
IA,M v—1 
I4,M = v-—1 » (B- 


(BET 
Da nun A(P) = n(p), so ist jede ganze Zahl aus K einer ganzen Zahl aus k 


nach ® congruent. 
Es sei 


4 


Il 
R 


1 1 Am—i0 A 0, B). 
Dann wird 
v= N. +%,M+-::,10%) (®). 
Da die Congruenz dann auch nach p gilt, so folgt, wenn wir die zu Anfang 
des Satzes gemachte Bemerkung berücksichtigen, dass v» Normenrest von K nach 
Hzist: 
2) p sei in K unzerlegbar, also = E51, 
Es sei dann 


ul 1 
a 


ein volles System incongruenter zu p primer /'* Potenzreste nach p in %. Dann 


lässt sich, da 
I—1 


ww... 


nach p einander incongruent sind, weil 5 + 1, ein volles System incon- 
gruenter zu p primer Zahlen in k nach p so schreiben: 


U 


RE 
neuere 0 
„l 1 
wo, wal,... 10, 
1-1 ey), Gele] 
re en er 


Da nun 
wiol = N, (@, M'), 


so ist jede zu p prime Zahl in k, also auch v, Normenrest von K nach p. 
Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss, zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band 2,3. 3 
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Zweiter Fall. u sei genau durch p“ teilbar, » zu p prim, wobei wir 
annehmen, dass a & O0 (l), da wir sonst, ohne X zu ändern, uw durch ein zu p 
teilerfremdes u* ersetzen könnten. Es ist in diesem Falle nach Definition: 


le 


1) Ist 4) = +1, so ist v Normenrest von K nach p. 


Es ist also nachzuweisen: 


2) Ist v» Normenrest von Ä nach p, so ist en) — +1. 
1) Ist & = +1, so ist v = «(p), also 
v= N,(e) (p). 
2) Itv= N,(A) (), 
wo A eine ganze Zahl in X bedeutet, so folgt, da in K 
Du — Bra ward; 

 SN.CB)— (CD). Es ist also 

A = «(®), wo « eine ganze Zahl in ; bedeutet, folglich auch 


v = «(®), daher auch nach (p), d.h. (7) = +1. 


Dritter Fall. Es sei u zu p prim, » genau ‘durch p“ teilbar, wo wir 
wieder « & O(l) annehmen. Es ist dann 


es) = el Wir haben daher zu zeigen 


1) Ist 4) = 1, so ist v Normenrest von K nach p. 


2) Ist v Normenrest von K nach p, so ist &) —ul 


1) Ist 4) = +1, so zerfällt p in X in ! verschiedene Primfaktoren: 
P.— BSR Sabre. Sn: 


Ist nun A eine ganze Zahl aus X, die genau durch die erste Potenz von ® 
teilbar ist, so ist «= N,(A) eine ganze Zahl aus /, die genau durch die erste 


Potenz von p teilbar ist. Bedeutet ferner og eine durch 5 teilbare, zu p prime 
Zahl, so ist 
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eine ganze Zahl in k, die zu p primist. Es existiert dann nach Fall1 eine ganze 
Zahl Pin K, so dass 


= N,(P) (p). 


Bestimmt man nun g* so, dass g0* = 1 (p°), so folgt 
v = N,(P4°o*) (P°) 

d.h. v ist Normenrest von X nach 2. 

2) It v = N,(P) (p‘), so wird 

» — m. WSP).....(9,87"P) 

und folglich ist, da p in der Relativdiscriminante von K nicht aufgeht, nach 
Satz 6 (5) un 

Vierter Fall. Es sei « durch p“, v durch p? teilbar, wobei wir a=0(l) 


annehmen. Wir bestimmen dann zunächst c so, dass b+ac = ld wird, wo c 
und d ganze rationale Zahlen bedeuten. 


Ist nun Fe) = +1, so ist auch Fee) = 
p p 
(Satz 14, Formel 1 und 3). 


Wenn wir daher x so wählen, dass es genau durch die erste Potenz von p 
ld 
teilbar ist und go so, dass es durch 5 teilbar ist und zu p prim, so ist vw (2) 


I 
eine ganze Zahl in k, die zu p prim ist, und da 


(e).. 
p 


al 
so ist vu‘ (e) und folglich auch v selbst Normenrest von K nach p, Ent- 


sprechend wird der umgekehrte Schluss ausgeführt. Aus dem eben Bewiesenen 


und aus der Definition des Symbols ee ergiebt sich leicht der folgende Satz. 


Satz 16. Ist p ein zu ! primes Primideal in %, das nicht in der Relativ- 
discriminante des Körpers X (Vu, k) aufgeht, so ist jede zu p prime Zahl in % 
Normenrest des Körpers K nach p. 

Geht dagegen p in der Relativdiscriminante von K auf und ist e ein be- 
liebiger positiver Exponent, so sind von allen nach p’ einander incongruenten 
zu p primen Zahlen genau der /% Teil Normenreste des Körpers K nach p. 

: 3% 
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I. 


Die ambigen Complexe des Körpers K. 


Wir machen für die folgenden Entwickelungen die specielle Annahme, dass 
die Klassenzahl des Körpers % nicht durch / teilbar ist. 


84, 


Die relativen Grundeinheiten des Körpers KR. 


Indem ich wegen der Definition eines Systems relativer Grundeinheiten von 
K inbezug auf ‘% und wegen des Beweises ihrer Existenz auf Hilbert A. Z. 
S 55 verweise, führe ich der Vollständigkeit halber hier noch 2 Hülfssätze über 
dieselben an, deren Beweis man bei Hilbert A. Z. $ 146 nachlesen kann. 


8312.17. (Hülfssatz). , Ist, AA,...cH,,; en System. von relaviven 
Grundeinheiten des Körpers K in bezug auf k, wo m! = a, da der Kör- 


per % mit allen seinen conjugierten Körpern imaginär ist, dann gilt für eine 
beliebige Einheit E in X jedesmal eine Gleichung von der Gestalt 


E—= Hr®,... Hr, [e] 


wo f ein ganzer rationaler, nicht durch / teilbarer Exponent ist, F\(8).... F',($) 
ganze ganzzahlige Funktionen von 5 bezeichnen, und [e] eine Einheit in % oder 
die !* Wurzel einer Einheit in k bedeutet, letzteres nur dann, wenn u das 
Produkt aus einer Einheit und der !!® Potenz einer ganzen Zahl in % ist. 


Satz 18. (Hülfssatz). Ist 
I N,cH,) REN, N = N,.(H,»), 


dann lässt sich jede Einheit e in %, welche Relativnorm einer Einheit EinXK 
ist, in der Gestalt 


ee all 


darstellen, wo “,... u. ganzzahlige Exponenten sind und von [e] dasselbe 
gilt wie im vorigen Satze. 


85. 
Die ambigen Complexe des Körpers K. 


Fasst man den Begriff der ambigen Idealelasse und des ambigen Complexes 
wie bei Hilbert, Rel. quadr. Z. Definition 8 u. 9 8. 22 u. 23, so gilt auch in 
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unserem Falle, dass jeder Complex P, der eine ambige Classe A enthält, ein 
.ambiger Complex ist, der, wie wir sagen wollen, aus A entspringt. Enthält 
speciell die ambige Classe ein ambiges Ideal X, so soll der Complex aus dem 
ambigen Ideal X entsprungen heissen. Mit der Anzahl der Complexe der letz- 
teren Art haben wir uns zunächst zu beschäftigen, indem wir folgenden Satz 
beweisen: 


Satz 19. Ist die Anzahl aller ambigen Ideale des Körpers X gleich ! 
und machen die sämmtlichen Einheiten in %, die Relativnormen von Einheiten in 
K sind, ®”* Einheitenverbände aus, so gilt, wenn wir die Anzahl aller ambigen 
Complexe, die aus ambigen Idealen entspringen, mit !”* bezeichnen, für «a* die 
Ungleichung: | 


at to m—1 (m! — a). 

Beweis. Wir nehmen zunächst an, dass die Zahl u, die den Körper X 
bestimmt, nicht das Produkt einer Einheit in % mit der /f® Potenz einer Zahl 
in k ist. 

Wenn diese Bedingung erfüllt ist, liegt die im $ 4 erwähnte Einheit [e] 
stets in %k und jede Einheit e in *, die Relativnorm einer Einheit in K ist, ist 
dann in der Form darstellbar 

2 
wo & eine Einheit aus %k ist, 7, ..... n,. die im $4 angegebene Bedeutung haben 
und «, .... ou. irgend welche Zahlen 0, 1,2...2-—1 sind. 

Da nun zusammen /” Einheitenverbände von Einheiten der bezeichneten Art 
existieren, so muss man unter den Einheiten n, . . . n,„. v* auswählen können, 


etwa N, Ns: + N, So dass jede Einheit e in %, die Relativnorm einer Einheit 
in K ist, sich eindeutig in die Gestalt bringen lässt 


ei m: ED mug* (4, Us 2 re Ay —— Un EA Ken DB 


Wendet man dies auf die Einheiten 7, @ = v*+1, .... m’) an, so ergiebt sich: 


2) O) 


Ma Meng le), 
wo £® eine Einheit aus % ist und die Exponenten bestimmte Werte 0,1, ... 7—1 
haben. Daraus folgt, dass die m’ —ov* Ausdrücke: 


@ 


Ü) H = HH‘ De et (day. 


Einheiten in K mit der Relativnorm 1 sind und dass man deshalb nach Satz 
90 in A. Z. 8. 272 


@) H) — Me» 
setzen kann, wo M, eine ganze Zahl aus K bedeutet. Die Ideale (M,;) und 
(M) = (Yu) sind dann mit ihren relativ conjugierten Idealen identisch und 
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darum Produkte aus den ambigen Primidealen in X, die wir mit ®, ... D, be- 
zeichnen, und Idealen aus %: 


(M) = D4 ars Dir i 
(3) (2) == Du DEN Se jo 
@— vol, em). 


Wir wollen nun nachweisen, dass diese Relationen von einander unabhängig 
sind, das heisst, dass keine Beziehung: 


@ (ya Me = it 
besteht, wo die Exponenten e, e#, - - : e,„ irgendwelche Werte 0, 1,- - - 1-1 
haben und j* ein Ideal aus / ist, ausser wenn e — ee = er — Otundie 


ist. Zu diesem Zweck erheben wir (4) in die he Potenz und erhalten 


"4 


(5) MM". - Mo" = iE, 


wo i eine ganze Zahl aus k und # eine Einheit aus K ist. Indem wir (5) 
symbolisch mit (1 — S) potenzieren, erhalten wir: 


(MS): (MS) MER (ME) ew* sen E1? 
v 


Mm 


oder nach (2) 
(6) Falke (Hi. + ER (A!) ®" Sn N 
Indem wir in (6) die Beziehungen (1) einführen und die Definition des Systems 


relativer Grundeinheiten beachten, erkennen wir, da auf der rechten Seite von 
(6) die symbolische (1— 8)" Potenz einer Einheit steht, dass 


e*+H — :::e,=(0 sein muss. 


Es ist also jetzt noch zu zeigen, dass auch e = 0 sein muss. Aus (5) folgt 
M” = iE, oder wenn man mit / potenziert 

Ba 
Da nun E’ eine Einheit in % sein muss, so ergiebt sich aus unserer speciellen 
Voraussetzung über w, dass e —= 0 sein muss. Es kann daher keine Relation 
von der Gestalt (4) bestehen. Dann folgt aber, dass man mit Hülfe der Glei- 
chungen (3) m’—v*+1 Ideale D durch die übrigen ausdrücken kann. 


Wenn nun zwischen den noch übrigen t— m’ +v*— 1 Idealen ®D keine Re- 
lation von der Art (3) mehr besteht, so wird offenbar 


a —=t+tvor—-m-—-1. 


In jedem Falle ist aber: 
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In dem ausgenommenen Falle, dass u das Produkt einer Einheit & und der Ita 
Potenz einer Zahl aus % Fe erhält man durch Vermittelung der Einheit Ve 
eine Relation von der Art (8). Es ergeben sich dann genau wie vorher 
m’ — v*+1 unabhängige Relationen zwischen den Idealen D und für a* dem- 
nach dieselbe Ungleichung. 

Wir dehnen jetzt unser Resultat auf beliebige ambige Complexe des Kör- 


pers K aus durch Beweis des folgenden Satzes: 

Satz 20. Ist die Anzahl aller ambigen Ideale des Körpers X gleich 
und machen die Einheiten in k*, welche Relativnormen von Einheiten oder ge- 
brochenen Zahlen in X sind, zusammen /” Einheitenverbände aus, so gilt, wenn 
wir die Anzahl aller ambigen Complexe in K mit /* bezeichnen: 


aZSt+v—-mM—1 (m — "e) 

Beweis: Behalten wir die Bezeichnungen des vorigen Satzes bei, so tre- 
ten zu den v* Einheiten 7,,... m,* noch v— v* Einheiten 9, ... ®,_. hinzu, 
die Relativnormen von gebrochenen Zahlen in K sind: 

%,  N.(9)...%. = N,(0), 


um 


so dass jede Einheit e in %, die Relativnorm einer ganzen oder gebrochenen 
Zahl in X ist, eindeutig in die Form 


— ee a ee Ce a et 
gebracht werden kann, wo die Exgonenten e,,: - - @x, fi, fi gewisse 
Werte O0, 1,. - - 2—1 haben und & eine Einheit aus % bedeutet, wenn wir über 


# zunächst dieselbe Voraussetzung wie im vorigen Satze machen. Wir 
setzen nun: 


9) 6; (5) @; (8) a 
9 —-#%: a ERDETE LE n Weil, 2,...::0 0%) 


wo PB, BRNO P,, von einander verschiedene Primideale in K bedeuten, von denen 
ausserdem keine 2 zu einander relativ conjugiert sein sollen, und wo die Funk- 
tionen 6, (8)... G, (S) ganzzahlige Funktionen vom (1— 1'®) Grade in 5 sind. 
Da die Relativnorm von ® eine Einheit in % ist, so folgt, dass alle Funk- 
tionen @(S) durch (L— 5) teilbar sein müssen. 
Wir können dann setzen: 


0) un >) Kl 


wo, ein Ideal ist, dessen Wert leicht anzugeben ist. Dies Ideal bestimmt offenbar 
eine ambige Classe und somit auch einen ambigen Complex A,. Wir wollen nun zeigen, 
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dass sich alle ambigen Complexe in X als Produkte der aus den Idealen W,,... W,_., 
Duos -  - D, entspringenden ambigen Complexe darstellen lassen. Es sei zu 
diesem Zweck X ein beliebiges Ideal des ambigen Complexes A, dann folgt aus 
der Thatsache, dass ein ambiger Complex in X bei unserer Voraussetzung über 
den Körper % nur ambige Classen enthält (vergl. Hilbert, Rel. quadr. Z. Satz 21 
S. 31), dass eine Gleichung 


ET = [0] 


besteht, wo ® eine Zahl aus Ä ist. Da die Relativnorm von ® dann eine Ein- 
heit # wird, so können wir setzen 


N.(O),— Bu m non. 


wo die Exponenten gewisse Werte 0, 1,...2—1 haben und & eine Einheit aus 
k bedeutet. Bilden wir dann die Zahl: 


m = E@Hn... Han... 
so können wir, da ihre Relativnorm 1 ist, 
[Oy == A 


setzen, wo A eine ganze Zahl aus K bedeutet. Wenn wir nun in der Gleichung 
(7) für ©' seinen Wert 4°” setzen und zu den Idealen zurück gehen, so wird: 


Ar 
Wenn wir daher 
Ama... WE. A4=D setzen, so ist, d D = S®, 


D ein Produkt eines ambigen Ideals in X in ein Ideal aus % und daher ein 
Produkt aus Potenzen der Ideale ©, ... ®D, in ein Ideal aus k. Wenn wir 
daher beachten, dass sich die Ideale ®,... D,_.., durch D,_u» - - „ VD 
ausdrücken lassen, so folgt, dass jeder ambige Complex in X sich als ein Pro- 
dukt aus den Complexen, die aus U,... A_» Dun - - - D, entspringen, dar- 
stellen lässt. Sind nun die letzteren alle von einander unabhängig, so ist die 
Anzahl aller ambigen Complexe in K I“, wo 


a=t+v-m—1. 
In jedem Falle ist aber: 
a=zt+v—-m-—-1. 


In dem ausgeschlossenen Falle, dass u das Produkt einer Einheit in die 
it Potenz einer ganzen Zahl aus % ist, gilt dieselbe Ungleichung. 
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8 6. 
Die Geschlechter im Körper K. 


Indem wir uns zunächst auf den Fall beschränken, dass die in der Relativ- 
disceriminante des Körpers X aufgehenden Primideale d,,...d, zu I relativ 
prim sind, gelangen wir in ganz entsprechender Weise, wie es von Hilbert 
in $ 17 der Rel. quadr. Z. ausgeführt ist, zu dem Begriffe des Charakteren- 
systemes einer Zahl in % und eines Ideals in X und zu dem Begriff des Ge- 
schlechtes einer Idealelasse und eines Complexes in K. 

Wir wollen im folgenden eine obere Grenze für die Anzahl der möglichen 
Geschlechter in X ableiten. Wir bezeichnen dabei die Anzahl der Charaktere 
eines Geschlechts mit r und beweisen zunächst folgenden Satz: 


Satz 21. (Hülfssatz). Wenn £ und » die frühere Bedeutung haben 
und r die Anzahl der Charaktere eines Complexes in K ist, so gilt: 


titv—- mM =Zr. 
Beweis: Wenn &,... &x* diejenigen »* = t— r Einheiten sind, die bei 
der Definition des Geschlechtes eingeführt werden, für die also gilt: 


DEE 


Er Br &,, U u Zum a 
ee 


so beweist man leicht, dass die aus den Einheiten: 


Een Er N Meier ne N DO OLE 


entspringenden r*+v Einheitenverbände von einander unabhängig sind, wenn man 
die vorstehenden Gleichungen beachtet und ausserdem bedenkt, dass 9, N.» » 
Mi Du du: - - 9 Relativnormen von ganzen oder gebrochenen Zahlen in K 
sind. Da nun die Anzahl aller Einheitenverbände in X 1” ist, so ist 


tv <m, also t+v—- m Sr. 


Zieht man noch den Satz 20 heran und bedenkt, dass a nicht kleiner als Null 


ist, so folet r = tfo— m =ı. 


Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band 2, 5. 4 
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Das Charakterensystem eines Ideals enthält daher sicher immer einen 


Charakter. 
Um eine obere Grenze für die Anzahl der Geschlechter in X zu finden, 


ziehen wir die ambigen Complexe heran und beweisen folgenden Satz: 

Satz 22. Die Anzahl 9 der verschiedenen Geschlechter in X ist kleiner 
oder höchstens gleich der Anzahl A der ambigen Complexe. 

Bezeichnet man mit f die Anzahl der Complexe des Hauptgeschlechts, so 
ist die Gesamtzahl der Komplexe in X, welche wir M nennen, 


NV 


Für die Zahl M können wir noch einen zweiten Ausdruck finden, den wir auf 


folgende Weise ableiten. 
Jede (1— 8)! symbolische Potenz eines Complexes gehört dem Hauptge- 


schlecht an. Es seien nun 
Dass 
diejenigen Complexe des Hauptgeschlechts, die symbolische (1 — 8) Potenzen 
von Complexen sind. Wir setzen: 
Pia u DB Ce 


Ist dann P ein beliebiger Complex, so muss P"”” mit einem der hingeschrie- 
benen f’ Complexe identisch sein; es sei etwa 


Pr» — >, also (POY®=1. 


Der Complex PG7' hat daher die Eigenschaft, dass seine symbolische (1 — S)t 
Potenz den Hauptcomplex ergiebt und hieraus folgt, da % zu ! relativ prim 
ist, dass PG/' ein ambiger Complex A ist (A. Z. 8. 468). Es ist also 


Bee 


Der Ausdruck AG, stellt deshalb, wenn A alle ambigen Complexe und @, alle 
Complexe @,, - . . @, durchläuft, alle Complexe in X dar und jeden auch nur 
einmal. Wäre nämlich 


AG, = 4’G,, und v # v', so wäre 


G,= AA”"G,, folglich P, = P}, was nicht möglich, 
wenn Bon. 
Es besteht daher die Gleichung: 
IA 


Da nın f Sf, muss A209 sein. 
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Satz 23. Wenn die Anzahl der Charaktere, die ein Geschlecht in K be- 


stimmen, gleich r ist, so ist die Anzahl aller Geschlechter g kleiner oder 
höchstens gleich U. 


Beweis: 
SA (Satz 2) 
AZ Ihm (Satz 20) 
zZ rw-ı 


t+v—-mM!<Zr (Satz 21) 


g = ri, 


II. 


Die primären Ideale im Grundkörper k. 


En 


Definition des primären Ideals a und des Symbols (2). 


Definition 5. Ist das zu [ prime Ideal a in % so beschaffen, dass für 
jede Einheit e in % das Symbol () den Wert 1 hat, so heisst a ein primäres 


Ideal. Alle Ideale, die diese Eigenschaft nicht haben, heissen nichtprimäre 
Ideale. 


Definition 6. Ist a ein primäres und j ein beliebiges zu a primes Ideal 
in k, so bestimmen wir den Wert des Symbols (4) in folgender Weise. Man 


bestimme eine Zahl h’ so, dass Ah’ = 1 (l) wird und bilde j'" = (i). Dann 
setze man 


Auf diese Weise ist das Symbol eindeutig bestimmt und es gilt ausserdem: 
Sind j, und j, zwei beliebige zu a prime Ideale, so ist 


= 


Ist h ein zu a primes Hauptideal in k und 5 = (nm), so ist 


4* 
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Die letzte Gleichung ergiebt sich leicht mit Hülfe der Congruenz 
hh" =1(). 


88, 


ID)... Sa AU : 
Ein System von — nichtprimären Primidealen in 4. 


Es sei &, &, - : - &„_, ein volles System von Grundeinheiten für den Kör- 
per k, wobei m’ — a Ferner sei g,, eine in %k liegende Einheitswurzel, 
deren /f Wurzel nicht in k liegt. Das System der Einheiten &,, &, . . . &, hat 
dann die Eigenschaft, dass sich jede Einheit & in % eindeutig in der Form 

a &! SING en 
darstellen lässt, wo die Exponenten e.. ... .. e„ bestimmte Werte 0, 1, .-- 1—1 
haben und & eine Einheit aus /% bedeutet. 

Die aus den Einheiten &, ... &,, hervorgehenden Verbände sind von ein- 


ander unabhängig, so dass im ganzen /” verschiedene Einheitenverbände in % 
existieren. i 

Wir wollen nun zwei Sätze beweisen, deren Gültigkeit wesentlich durch 
die Annahme bedingt ist, dass die Classenzahl h des Körpers % nicht durch / 
teilbar ist. 


Satz 24. Die Relativdiseriminante des Körpers K(Yu, k) ist von 1 ver- 
schieden. 
Aus Satz 19 folgt, dass 


t+vt-mMZ=1 ist. 


Da nun v»* < m’ ist, muss £ Z 1, d.h. es giebt mindestens ein in der Relativ- 
diseriminante von K aufgehendes Primideal. 


Satz 25. Ist die Einheit ein % der I" Potenz einer ganzen Zahl in /; nach 
' congruent, so ist & die /® Potenz einer Einheit in k. 

Zum Beweise wende man auf den Körper K(\s, k) den vorigen Satz an. 

Um die Eigenschaften der primären Ideale zu erkennen, ist es wichtig, ein 
gewisses System von m nichtprimären Primidealen mit vorgeschriebenen Po- 
tenzcharakteren zu betrachten, dessen Existenz aus dem folgenden Satze folgt: 


Satz 26. (Hülfssatz). Es seien «@,...«, irgend s ganze Zahlen des 


Ss 


Körpers %k, welche die Bedingung erfüllen, dass das Produkt 


my Mg m 
&, & se ie &,° 


2 ? 


wenn man jeden der Exponenten m,, » - : m, die Werte 0, 1,-- - 2—1 durch- 


ÜBER DAS RECIPROCITÄTSGESETZ DER /f®%® POTENZRESTE IN ALGEBRAISCHEN ZAHLKÖRPERN. 29 


laufen lässt, jedoch das Wertsystem m =m,=-:-- m, = 0 ausschliesst, 
niemals die !t* Potenz einer Zahl in k wird; es seien ferner y,, 9, - . . y, nach 
Belieben vorgeschriebene !® Einheitswurzeln: dann giebt es im Körper 7; stets 
unendlich viele Primideale p, für die jedesmal bei einem gewissen zu / primen 


Exponenten m: 
(= (@) En GE 
P) Yı p Y: P) :; DAR 
wird. 


Bezüglich des Beweises dieses Satzes verweise ich auf Hilbert, A. Z. 
Satz 152 S. 426, wo der analoge Satz für den Kreiskörper k(£) bewiesen ist. 
Da der Beweis indessen gar keine speciellen Eigenschaften des Körpers %(£) 
benutzt und die zwischen einem Kummer’schen Körper und dem Körper %(£) 
geltenden Beziehungen im ersten Teil dieser Entwickelungen für einen belie- 
bigen Oberkörper i des Kreiskörpers %(&) und einen relativ-cyelischen Ober- 
körper des Körpers /: vom Primzahlrelativgrade ! als gültig nachgewiesen sind, 
so gilt der Beweis ohne weiteres auch in unserem Falle. 

Mit Benutzung des vorstehenden Satzes können wir jetzt das erwähnte 
System von m’ nichtprimären Primidealen definieren und folgenden Satz von 
ihm beweisen: 


Satz 27. Ist &, &, - - - &„ das. definierte System von Einheiten in /; und 
sind Qu ::: g, zu [ prime Primideale in k, welche die Bedingungen be- 
friedigen: 

ENG € 
4l=% (®) | i k); 
) I: Bi 


setzt man ferner: 


1 u (#,), ae #7 eg = 6); 
wo %,... #,. ganze Zahlen in % bedeuten, so gilt für jede zu [ prime Zahl 
© in k eine Congruenz: 
DEZ ei Eu em. adı ER um el), 
worin die Exponenten %,, .-. Yy, d%.; »-- v„ gewisse Werte 0,1... 1-1 


haben und « eine geeignete ganze Zahl aus * ist. 


Beweis. Wir weisen zunächst nach, dass eine Zahl 


— VE Ur 
u —@ = Eu %,! Kup 
nie der In Potenz einer ganzen Zahl aus % nach [! congruent sein kann. Wäre 


dies nämlich der Fall, so würde der Körper K (Ve, k) eine zu I relativ prime 
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Relativdiscriminante besitzen, die nur durch diejenigen unter den Primidealen 
=: : q„ teilbar wäre, für die der zugehörige Exponent v ungleich Null ist. 

Es seien dies die Primideale q, 9, - - - ,: Für jede Einheit e in %k, die 
Relativnorm einer Einheit in K ist, gilt nun 


= G=123...9). 


Stellen wir dann & in der Form dar: 


e em gl 
EI— El He mE, 


so folgt aus den über die Primideale q gemachten Voraussetzungen: 


&,% &,\r ; 
Be RN ar eo 
| q, ) (ee 


tes) 0,10), das heisst, 


Hieraus folgt 


s muss das Produkt aus Potenzen von m’— it Einheiten in die /fe Potenz einer 
Einheit in % sein. Sämmtliche Einheiten in %k, die Relativnormen von Ein- 
heiten in X sind, würden demnach höchstens 2” Einheitenverbände ausmachen, 
Es müsste demnach, wenn wir die früher angewandten Bezeichnungen beibe- 
halten, v < m'—t oder t+v"— m = 0 sein, was als unmöglich nachge- 
wiesen ist. Deshalb kann die Zahl w nicht der He Potenz einer Zahl in k 
congruent sein. 

Es seinun @,, «,, ... «, ein volles System von @(l) nach [ incongruenten zu 
[ primen Zahlen in k. Der Ausdruck: 


(1) Fo ER u 27 E20 
stellt dann, wenn die Zahlen u, ... %» U -- » du Alle Werte 0,1...1-1 
und i die Werte 1, 2,... f durchläuft ?”'g(l) Zahlen dar, welche, wie wir 


zeigen wollen, nach  incongruent sind. 
Wären zwei von ihnen einander congruent, etwa 


U 


u ul 
ee a 


RAN RE u, ' Van! \ 
N Hr 0; = &ı! ES Ep. a1 U END a, (Ü), 


m’ 


v, 
: 


so würde zunächst aus den zu Anfang dieses Beweises gemachten Ausführungen 
folgen, dass 


sein müsste, also auch 
l 
al al, (DM. 


Il 


Ist nun I, ein in [ zur m Potenz aufgehendes Primideal, so würde aus der 
letzten Congruenz folgen: 
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Te.) = 0(%) Bro 
(a) 
Es muss dann sicher auch die Congruenz bestehen: 
«„—&a, = 0 (li). Da nun 
.—E&a = a-—e, (I), würde folgen 
= U 
a, = 0, (2). 


Da man diesen Schluss für jeden Primfaktor von | ausführen könnte, so müsste 
schliesslich: 


sein, dies widerspricht aber unserer Annahme. Alle 7" gp(l) Zahlen des Systems 
(1) sind also nach [' einander incongruent. Weil nun 


pt) = Fol) ist, 


so bildet das System (1) ein volles System nach incongruenter, zu | primer 
Zahlen in %, was mit unserer Behauptung identisch ist. 


89. 
Die unendliche Reihe 3 ): 1 


m \a/" nm)‘ 


Satz 28. Ist a ein bestimmtes primäres Ideal in k, so stellt die über 
sämmtliche zu a primen Primideale m des Körpers % und über m = 1,2, ---7—V 
zu erstreckende unendliche Summe: 


eine solche Funktion der reellen Veränderlichen s dar, die stets unterhalb 
einer positiven endlichen Grenze bleibt, wenn die reelle Veränderliche s sich 
der Grenze 1 nähert. 

Beweis: Zu einem vollen System nach a incongruenter zu a primer Zahlen 


in k gehören p (a) Zahlen und unter diesen giebt es genau en Zahlen ß, für die 


das Symbol (&) den gleichen Wert hat, wie man leicht erkennt, wenn man sich 


a in Primfaktoren zerlegt denkt. Es sei nun (eine beliebige Idealclasse in % und 
b ein zu a primes Ideal der Classe 0”; ferner sei 0,0',0”... ein System von en 


nach a incongruenten Zahlen, die sämmtlich durch b teilbar und zu a prim 


32 PH. FURTWÄNGLER, 


[0] 
sind und für die () einen bestimmten Wert &° hat. Wenn dann x®, ... „” 


ein System von Basiszahlen für das Ideal a b bilden und wenn %,, ... w, ganze 
rationale Zahlen bedeuten, so lässt sich offenbar jede durch b teilbare zu a 


p(a) 
l 


Formen: 


prime ganze Zahl y in %k, für welche (2) = £* ist, in einer der 


(1) (r) 
uRr. +: ur" +o 
1) () 
ur +... ua” +0 
(1) (v) 
ua” +: ur” +0" 


vr= m(l—1) 


darstellen. 

Wenn man diese Thatsache benutzt und ausserdem bedenkt, dass a ein 
primäres Ideal sein soll, so lässt sich unter Benutzung des von Hilbert m 
Rel. quadr. Z. 8. 53 angegebenen Satzes und auf demselben Wege, den Hil- 
bert bei dem Beweise des analogen Satzes öl in Rel. quadr. Z. S. 54 ff. ein- 
geschlagen hat, nachweisen, dass für die Anzahl F',(t) aller durch b teilbaren 
zu a primen Hauptideale h in %, für welche 


und deren Normen die reelle positive Zahl 2 nicht überschreiten, die Gleichung 
gilt 


1 
() By = PN KH nd ee 


wo K eine gewisse von £ unabhängige Constante bedeutet, während M, eine 
von t abhängige Grösse bedeutet, die für unendlich wachsendes £ stets zwischen 
endlichen Grenzen bleibt. 


Bezeichnet man nun alle Hauptideale h, für die B —. & ist, mit D, und 


1 
setzt Mt "— &(t), so folgt aus Be 


D. ) 1 2) 2.02.) 
„tt a a - s>]) 
ai a) all) T. 7 > 7 { 
wo die Summen rechts über = 1, 2, 3... oo zu erstrecken sind. 


Durch Umformung des zweiten Gliedes auf der rechten Seite folgt: 


ab 1 N a A , 
ao) om Eu Hau Dora ı 0 
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Man erkennt hieraus, dass das zweite Glied der rechten Seite eine Funktion 
von s darstellt, die für s = 1 gegen einen endlichen Grenzwert convergiert. 
Bildet man nun die letzte Gleichung für « = 0, 1,2,... 2-1 und addiert die 
entstehenden ! Gleichungen, so geben die ersten Glieder rechter Hand die 
Summe 0, da S & = (0 und es folgt daraus, dass 


h 1 N | 
a) eo cn Funktion von s ist, die 
für s = 1 gegen einen endlichen Grenzwert convergiert. 


Setzen wir jetzt b = bj, so ist j ein zu a primes Ideal der Classe C und 
es ergiebt sich aus der Gleichung: 


9-90) 


dass die über alle zu a primen Ideale j der Classe C erstreckte Summe 


: 1 \ 

A s>1 
oe 

eine Funktion von s ist, die für s = 1 gegen einen endlichen Grenzwert con- 
vergiert. Dasselbe gilt dann auch, wie sofort ersichtlich, von der Summe: 


ur 
22. A; 


Bildet man die letzte Summe für alle % Idealelassen in % und addiert die % 
entstehenden Summen, so folgt, dass die über alle zu a primen Ideale j des 
Körpers % zu erstreckende Summe: 


m=1,2,::-1-]l) =): 


I. 1 Saal. ml 2 a] 
aber a a) 


für s = 1 gegen einen endlichen Grenzwert convergiert. 
Da anderseits die Gleichung besteht: 


i m 1 1) m al 

l © my = + s), Sl 
Eee arten > 
wo die Summe ?) über alle zu a primen Primideale in %k zu erstrecken ist und 

(m) ; & 
f(s) eine Funktion darstellt, die für s = 1 gegen einen endlichen Grenzwert 

convergiert, so muss 
m\m 1 
SI—] : — sa] 
2a a ee 


Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band 2, 3. 
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für s = 1 entweder geren einen endlichen Grenzwert convergieren oder ne- 
fo) 
gativ über alle Grenzen wachsen. 


8 10. 


Eine Eigenschaft der primären Primideale. 


Mit Hülfe der Entwickelungen des letzten Paragraphen gelangen wir zu 
folgenden Sätzen: 


Satz 29. Ist p ein primäres Primideal in k, so kann man stets in % 


eine ganze Zahl = finden, so dass (x) = p"”, und eine Congruenz von der 
Gestalt: 
z=f M 

besteht, wo ß eine geeignete ganze Zahl in % bedeutet. 

Beweis: Es sei q, 9»... q, das in $ 3 definierte System von nicht- 
primären Primidealen. Setzen wir dann: 

a rn la 

wo nF, %,-. . %,, ganze Zahlen aus % bedeuten, so können wir aus Satz 27 


die Gültigkeit einer Congruenz : 


I 


El. 2 (d) 


folgern, wo & eine Einheit und y eine ganze Zahl aus % bedeutet. Wären hier 
die Exponenten v, ... v,. sämmtlich Null, so wäre bereits =*s”' eine Zahl 
mit der verlangten Eigenschaft. Wir nehmen deshalb an, es seien eine Anzahl 
der Exponenten v, etwa e, von Null verschieden. Wir bilden jetzt die Zahl: 


BIENEN... 
und betrachten den Körper K(Yu,k). Für diesen ist offenbar 
= et], ein 
Es existiert also in K nur ein Geschlecht, das Hauptgeschlecht. 
Bestimmen wir jetzt ein Primideal r in % so, dass (&) — 1, .s0, wird ein 


K zerlegbar und jeder Primfaktor von r muss zum Hauptgeschlecht gehören. 
Wenn wir deshalb r"” = (ge) setzen und mit & eine geeignete Einheit aus % 
bezeichnen, so muss 


(=) — 1, folglich m - ©) — 1 sein. 
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Wir wählen jetzt ein zweites System von m’ nichtprimären Primidealen 


a, 0, -- . Qy, das vom ersten verschieden ist und die Eigenschaft hat, dass 
€; € < 
#1 (=) a 
Di, Ge) 


Für dieses führen wir dieselben Entwickelungen durch wie im ersten Falle und 
gelangen so zu einer Congruenz für =*, in der entweder sämmtliche Exponenten 
verschwinden — in diesem Falle ist unser Satz bewiesen — oder eine Anzahl 
von Null verschieden ist. Wenn wir das letzte annehmen, so kommen wir 
dadurch zu einer Zahl 


3 vo! vo vi 
VAR * g! al See PA m 
Ua 97 El er ß 


Betrachten wir dann den Körper Ku, k), so schliessen wir wieder, dass, wenn 
für ein Primideal r in % das Symbol =) = 1 ist, auch nl — 1 sein muss. 


Bezeichnen wir jetzt alle Primideale, für die 


u B 
&) = I, mit r, Die Existenz der Prim- 


P ideale r,,. ergiebt sich 

| Br ) U] () —= 1, mit x. aus Satz 26, wenn man 

Ki bedenkt, dass u“ w” nur 

(T- ) mil dann /t° Potenz einer 

ganzen Zahl aus % wird, 

yo wenn a und 5 durch / 
( n 1, mitt, teilbar sind. 


) 


so ergiebt sich aus der bei Hilbert A. Z. in Satz 152 abgeleiteten Gleichung 
(104) S. 428, dass 


1 1 1 
Re i 
(u) N (ei) l log sa at; II (5) © > ) 
1 1 1 
EEE 1 Re } N 
= n (u): 72 03 Sur = Fuil (s) (s — ), 


wo (8), fu. (s)" Funktionen von s bedeuten, die stets zwischen endlichen Grenzen 
bleiben, wenn die reelle Veränderliche s sich der Grenze 1 nähert. 

Hieraus folgt, da die Primideale r.„ sämmtlich von den Primidealen r,. 
verschieden sind und beide Arten zu den Primidealen tr” gehören: 


1: 


1 
— ZZ A-0x ee sl 
a, R 2); an 2, N an: iu m N (uw) ( 


5* 
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Se tl ++ > D 


Es gilt ferner die bekannte Gleichung: 


1 1 1 Araet 
me + ey lest 6>D 
wo f(s) wieder eine Funktion bezeichnet, die zwischen endlichen Grenzen bleibt, 
wenn s sich der Grenze 1 nähert. 

Aus den letzten beiden Gleichungen folgt: 


1 a 1 
zn By = Bney 27 log + Hl) + Hu) FO) E>D. 


Da nun die linke Seite dieser Ungleichung den Wert 


I v m 1 r 
2 2 (4) ee hat, so steht dieselbe 


offenbar mit Satz 28 in Widerspruch. Unsere Annahmen über die Exponenten 
v und v’ sind deshalb zu verwerfen und wir haben in der Zahl z*s' eine Zahl 
der gewünschten Art. 

Satz 30. Ist p ein Primideal aus % und kann man p""—= (m) setzen, sodass 
r der lt Potenz einer ganzen Zahl aus % nach [’ congruent ist, so ist p ein 
primäres Ideal. 

Beweis: Der Beweis ergiebt sich durch Betrachtung des Körpers Kiy 7, k). 
Für diesen ist {=1, also * =v* —m'. 

Da a* mindestens Null und v* höchstens gleich m’ ist, muss a* — (0, v*— m’ 
sein, womit unser Satz bewiesen ist. 


SER 


Zwei specielle Fälle des Reciprocitätsgesetzes. 


Definition 7. Ist u eine ganze Zahl aus %k, die der /fr Potenz einer 
ganzen Zahl nach [’ congruent ist, so soll u eine primäre Zahl heissen. Ist p 
ein primäres Primideal aus % und x eine primäre Zahl, so dass (=) = p”, so 
soll x eine Primärzahl des Primideals p heissen. x ist bis auf die {te Potenz 
einer Einheit bestimmt. 

Satz 31. Sind p und p, zwei primäre Primideale mit den Primärzahlen 
x und z,, so folgt aus 2) — 1 immer ) —= 1 und umgekehrt. 


1 


ÜBER DAS RECIPROCITÄTSGESETZ DER lt" POTENZRESTE IN ALGEBRAISCHEN ZAHLKÖRPERN. 37 


Beweis: Ist e) — 1, so wird das Primideal p, im Körper K(\Vm, k), 
der nur ein Geschlecht besitzt, zerlegbar. Ein Primfaktor desselben ®, hat 


dann den Charakter 


Entsprechendes gilt umgekehrt. 
Satz 32. Ist p ein primäres Primideal in % mit der Primärzahl x und r 


hl 


ein beliebiges Primideal und (eo) = tv", so ist 
en ef 
») wen (7) =1, auch Oi 


TE 


2) wenn Es 1 Kerauch (2) = 


5 


Beweis: Der Beweis der ersten Behauptung ergiebt sich in entspre- 
chender Weise wie bei dem vorhergehenden Satz. Um den zweiten Teil des 
Satzes zu beweisen, bestimme man ein primäres Primideal p, mit der Primär- 


zahl x, derart, dass (2-) + 1 und (=) + 1. Dann folgt aus dem ersten 
Teil dieses Satzes, dass auch (=) + 1 und dass man infolgedessen einen 


Exponenten e bestimmen kann, so dass 


ga a 
rt 


Wir betrachten den Körper K(yYazs,k), für dnr—=2. Es existieren also 
höchstens / Geschlechter und auch sicher ! Geschlechter in X. 
Denn p wird in K zerlegbar und ein Primfaktor ® von p hat die 


Charaktere 
ea 
p p P, m)’ 
die offenbar beide von 1 verschieden sind. ® gehört deshalb nicht zum Haupt- 
geschlecht und die Ideale 


BPP,... PB 


definieren deshalb / verschiedene Geschlechter in K. Bezeichnet nun n eine 
solche zu ! prime Zahl, dass 
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= 

p Pi 

so gilt offenbar für jedes Geschlecht in X, wenn man die Charaktere in bezug 
auf p und p, mit c, und c, bezeichnet: 


Guch — In 


t wird ebenfalls in X zerlegbar und ein Primfaktor von r erhält die Charaktere: 


= = 


Es gilt also: 


Da nun (*) + 1 ist und der Exponent en zu ! prim ist, so muss auch 


en) +1 sein. 


Wir können die in den beiden vorigen Sätzen bewiesenen Thatsachen in 
dem folgenden Satze zusammenfassen. 
Satz 83. Ist p ein primäres Primideal in % mit der Primärzahl x und 


ht 


r ein beliebiges Primideal und o eine solche ganze Zahl aus k, dass (0) = t", 
so gilt 


wo n einen gewissen zu / primen Exponenten bedeutet. 

Anmerkung. Es ist mir nicht gelungen, lediglich auf Grund der bisher 
entwickelten Hülfsmittel ohne Hinzuziehung der für den Körper /(&) bewie- 
senen Reciprocitätsgesetze, also im Grunde genommen ohne Hinzuziehung des 
Eisenstein’schen Reciprocitätsgesetzes, nachzuweisen, dass in dem eben ange-. 
führten Satze n gleich 1 sein muss. Das genannte Gesetz ist vielmehr ein 
wesentliches, durch meine bisherigen und auch folgenden Entwickelungen noch 
nicht entbehrlich gemachtes Mittel, die verschiedenen Restsymbole, welche einen 
Nichtrestcharakter ausdrücken, von einander zu unterscheiden. 


g 12. 


Das Reciprocitätsgesetz zwischen einem primären und einem beliebigen 
Primideal in gewissen relativ Galois’schen Körpern. 


Wir nehmen in diesem Paragraphen an, dass der Grundkörper & 
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1) in bezug auf den Kreiskörper %($) ein relativ Galois’scher sei, 
2) dass sein Relativgrad m zu ! prim sei. 

Ausserdem setzen wir voraus, dass die Klassenzahl des Körpers %k(&) 
ebenso wie die des Körpers % nicht durch / teilbar sei, dass also ! eine regu- 
läre Primzahl sei. 

Um das Reeiprocitätsgesetz zwischen einem primären und einem beliebigen 
Primideal in / zu beweisen, schicken wir zunächst einige Hülfssätze vorweg. 

Satz 34. (Hülfssatz). Ist « eine ganze Zahl und p ein Primideal aus 7, 
so ist für einen beliebigen positiven Exponenten e: 


= "1 
eo 0; (pP). 
Beweis: Ist np) = pp’, wo pP = 1(l), so gilt 


N (p°) u pP’ — J 1 ea) f 
oe ren +1 =, 


Folglich kann man 
np) —1 


———— = Ix-+e setzen, 


np)—1 


wo % eine positive ganze rationale Zahl bedeutet. Es ist deshalb: 
A — (Ix+e)- nn 
Hieraus folgt: 


npaz1 np-1]"* Ta P 
a a Een 
p p pP 
Wir haben im Folgenden das Symbol (—-) sowohl in bezug auf den Körper %k 
wie in bezug auf den Kreiskörper %(&) zu bilden. Wir unterscheiden deshalb 
beide durch die Bezeichnung mit unterem Index: 
(—), Symbol in bezug auf den Körper % 
(—),, Symbol in bezug auf den Kreiskörper %k(8). 
Mit Anwendung dieser Bezeichnungsweise gilt der folgende Satz: 
Satz 35. (Hülfssatz). Es sei r ein beliebiges Primideal des Körpers k 
und t seine Relativnorm in bezug auf %k(&). Ist ferner = eine beliebige ganze 
Zahl des Kreiskörpers %(£), so gilt die Gleichung 
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Beweis: Bezeichnet man die Norm von Idealen in % mit n,, die Norm 
von Idealen in /(8) mit »,, so ist, wenn 


n,(e)=v, auch n(ı)=v. 


& rd a (2): 


Ferner ergiebt sich aus dem vorigen Hülfssatz, da r die Potenz eines Prim- 
ideals in %k(L) ist, dass 

a 

Fr ©. 


Nun ist 


Il 


I 


Es ist folglich: 3 “ 
Ba 
Fe, 


kr 


also, da r zu I prim ist, 


Benutzt man in dem vorstehenden Beweise statt des Körpers %(&) einen belie- 
bigen Unterkörper von %, so bleiben alle Schlüsse bestehen. Es gilt der ange- 
führte Satz daher auch für einen beliebigen Unterkörper von k, natürlich vor- 
ausgesetzt, dass derselbe ebenfalls den Körper %(8) enthält. 

Satz 36. (Hülfssatz). Sind p, und p, zwei beliebige nicht relativ conju- 
gierte Primideale des Körpers % und ist p!" = m, PX" = m,, so giebt es stets 
ein primäres Primideal r in % mit der Primärzahl o, so dass: 


z\ (8 =) _(8\ 4 
Deco 
Beweis: Es seien p” —.p,,;'p®, . . ..ptosund pn — Devon 


die zu p, und p, relativ conjugierten unter einander verschiedenen Primideale. 
Wir setzen dann 


PP" = a) = (m), "= a)... po" = (wien) 
= a) = (a), BO" = a)... Ha)” = (mia) 


und bestimmen jetzt das Primideal r in % primär so, dass 


a) (=: +1, (=) =1 (= 2 
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Se, 
= 


ea, )=1 k=2,3,...a, 


wo & irgend eine /* Einheitswurzel bedeutet. 
Wir behaupten dann, dass r die verlangte Eigenschaft hat. 
Zum Beweise bezeichnen wir die Relativnormen von p,P,r, x, r,o in 


bezug auf %(&) mit p,, P,, T, =, %,, 0 und finden dann aus (1) unter Be- 
nutzung von Hülfssatz 35: 
n, — lı — , 
De 


Be 


wo die Exponenten e, und e, notwendig zu ! prim sind, da wir vorausgesetzt 
haben, dass der Relativgrad m von % in bezug auf /($) zu I prim sei. 
Bedenkt man nun, dass p,, P,, t Potenzen von Primidealen in k(£) sind 


und dass r ein primäres Ideal und e eine primäre Zahl in k(£), so folgt aus 
dem in /(&) zwischen einem beliebigen und einem primären Primideal gültigen 
Reciprocitätsgesetz, dass 


= Aka 


Ferner folgt wieder aus Hülfssatz 35, dass auch. 


& — At 2 — fa 
ee 
Berücksichtigt man jetzt die aus (1) mit Hülfe von Satz 33 folgenden Rela- 
tionen und beachtet ausserdem, dass stets 


1? Sa” 
Fe 


ist, wenn 5 eine beliebige Substitution bedeutet, die den Körper %k in einen 
relativ conjugierten überführt, so folgt: 


er 2) u 
ee 
Damit ist die Richtigkeit unseres Satzes bewiesen. 


Mit Benutzung des letzten Hülfssatzes ist es uns jetzt möglich, den fol- 


genden Satz zu beweisen: 
Satz 37. Ist p ein primäres Primideal in % mit der Primärzahl = und ist t 


ein beliebiges Primideal in 4 und (e0) = t!”, so ist: 
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Beweis: Ist &) — 1, so gehen wir auf Satz 33 zurück. Wir setzen 


(9-4 


sei, wo & eine / Einheitswurzel bedeutet und bestimmen dann ein primäres 
Primideal p, mit der Primärzahl =, so, dass 


De 


was nach dem letzten Hülfssatz möglich ist, wenn p, und r nicht relativ con- 
jugiert sind. Endlich wählen wir einen zu } primen Exponenten e so, dass 


2-4 
ln 
wird und betrachten den Körper K(\rx;, k). 
Dieser besitzt nach unseren Voraussetzungen über x und x, genau | 


verschiedene Geschlechter, und das Charakterenprodukt für jedes ist, da 


(=) - e) — 1, selbst gleich 1. Da r in X zerlegbar ist, so besitzt ein 


Primfaktor von r die Charaktere: 


a 


deren Produkt 1 sein muss. Es ist also: 


ee) 


daher jetzt voraus, dass 


und hieraus folgt 


Der ausgeschlossene Fall, dass r und p relativ conjugiert sind, erledist 
sich leicht mit Hülfe des Vorhergehenden. 

Wir können den eben bewiesenen Satz auf beliebige Unterkörper k, von k: 
ausdehnen, die ebenfalls den Körper /(&) enthalten und eine nicht durch [ teil- 
bare Classenzahl h, besitzen. Wir brauchen dazu den folgenden Satz: 

Ist a ein primäres Ideal in %k und « eine primäre Zahl, so dass a’ — («); 
ist ferner b ein beliebiges Ideal in %k und b"* — (ß), so gilt 


Wir gehen auf den Beweis dieses Satzes, um Wiederholungen zu ver- 
meiden, an dieser Stelle nicht ein, da er später für jeden Körper k, für den 
Satz 37 gilt, ausführlich bewiesen wird (vergl. $ 16). Wir setzen ihn hier 
vielmehr als bewiesen voraus und benutzen ihn zum Beweise des folgenden Satzes: 
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Satz 38. Ist %, ein beliebiger Unterkörper des im vorigen Satze be- 
trachteten relativ Galois’schen Körpers k, der ebenfalls den Kreiskörper %($) 
enthält und dessen Klassenzahl }, zu ! relativ prim ist, so gilt in ihm das 
Reciprocitätsgesetz zwischen einem beliebigen und einem primären Primideal. 


Beweis: Es sei ® ein primäres Primideal in k, mit der Primärzahl 17 


‚und R ein beliebiges Primideal in %,, ferner 


ia (2, 'wohhr= L(). 


Da IT auch in % eine primäre Zahl ist, so muss ® ein primäres Ideal in % 
sein (vergl. Satz 45 in $ 16). Es gilt folglich in % nach dem eben ange- 
führten Satze: 


W (m,w); 


Es sei nun die Zerlegung von ® und Ü in % die folgende: 


Ben eh, 


ein, tn er, 
WO, Du: Du Lu ln... tr, gleiche oder verschiedene Primideale in k be- 
deuten. Die Relativnorm von p, in bezug auf %, ist dann P°, wo offenbar 
ee — m,, wenn m, den Relativgrad von %k in bezug auf %k, bezeichnet. 


Wir können nun schliessen: 


D (v 


@) = E. 


Dann folgt offenbar aus (1) (2) (8), da m, #0 () 
II P 
(we 


6* 
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8 18. 


Fortsetzung. 


Den Fall, dass der im vorigen Paragraphen genannte relativ Galois’sche 
Körper k einen durch / teilbaren Relativgrad besitzt, werde ich nicht allge- 
mein behandeln. Ich werde nur den Fall erledigen, dass der Relativgrad 
desselben genau gleich I sei. Ich mache jetzt also folgende Annahmen: 

1) k, sei ein beliebiger Zahlkörper, für den das Reeiprocitätsgesetz zwischen 
einem beliebigen und einem primären Primideal bewiesen ist. Seine zu / prime 
Klassenzahl sei h. 

2) K, sei ein relativeyelischer Oberkörper über %, vom Primzahlrelativgrade 
I. Er möge definiert sein durch Ve, wo u eine ganze Zahl aus /, bezeichnet, 
und möge ferner eine nicht durch / teilbare Klassenzahl 7 besitzen. 

Es ist die Aufgabe dieses Paragraphen, das Reciprocitätsgesetz zwischen 
einem beliebigen und einem primären Primideal in X, abzuleiten. Zu diesem 
Zweck beweisen wir zunächst folgenden Hülfssatz. 

Hülfssatz 39. Es sei II eine beliebige ganze Zahl aus X, und x die 
Relativnorm von II in bezug auf k,. Ferner sei q ein Primideal, das gleich- 
zeitig in K, und k, liegt. 

Es gilt dann: 


oo 


Beweis: Es sei die Norm von q, als Ideal von k, aufgefasst, g’, dann ist 
die Norm von q, als Ideal von K, aufgefasst, g”. Bezeichnet man die Relativ- 
gruppe von K, in bezug auf %, mit 


ee — il. 
so folgt aus 
Dan 
q 1 q en 
das Bestehen der Congruenz: 
af-ı alf-ı 
TI’ =(6n' @ 


Man erkennt nun leicht, dass folgende Gleichung gilt: 


il 


— = (@-Vil+la) 
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Be. 
wo a eine ganze rationale Zahl bezeichnet. Es ist folglich auch _— eine 
ganze Zahl und demnach gilt: 


af af-ı 


107 — 2e 2 0): 


wenn & eine / Einheitswurzel bedeutet. Daraus folgt dann: 


1? =esm” (). 


Bildet man die letzte Congruenz für ©=0,1,2,....2-1 und multipliciert 
die so erhaltenen Congruenzen, so folgt: 


Es ist also 


andererseits ist 


Wenn wir daher nachweisen können, dass 


Pen J-1 


mon. (q), 


Il 


so ıst unser Satz offenbar bewiesen. 
Nun ist, wie oben angeführt: 


N 


BT (tie. 


Folglich ergiebt sich: 


get. 
a Le r = rm! (q). 


7-1 ıJ- a1 („Da 1 
l 


Mit Hülfe des eben bewiesenen Satzes können wir jetzt die Richtigkeit des 
folgenden Satzes erkennen. 

Satz 40: Ist ® ein primäres Primideal in X, mit der Primärzahl II, so 
dass (MT) = BP”; ist ferner R ein beliebiges Primideal in K, und 
Ru _ (P), so ist 
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ja II 
D- 
Beweis: Wir unterscheiden bei dem Beweise mehrere Fälle, je nachdem 
die Primideale B und A nur in X, oder gleichzeitig in X, und %, liegen. Wir 
denken uns dabei im folgenden das eine der betreffenden Primideale immer als 


primär und nehmen, ohne es ausdrücklich zu sagen, an, dass die dieses Prim- 
ideal charakterisierende Körperzahl primär gewählt sei. 


1) Beide Primideale B = p und R = r liegen auch in k,. Ist dann 
a (r), ‚Bann _ (0), 


so ist offenbar nach Satz 33: 


D.- Eh Built 
2 Y/% p/x D/m 

2) Das eine Primideal WR = r liege auch in %,, das andere ® nicht. 
Ist dann 


BER ze (I, ar ‚ae (0) 


und bezeichnet p, = die Relativnorm von ®, Il in bezug auf k,, so gilt nach 
Satz 35 und nach Satz 39: 


Sera 


Für diesen Schluss ist es gleichgültig, ob das primäre oder das nichtprimäre 
Primideal gleichzeitig in X, und %, liegt. | 
3) Beide Primideale ® und R liegen nicht in %.. 


Zum Beweise zeigen wir, dass man stets ein primäres Primideal ®, be- 


HH'hh 
1 


stimmen kann, so dass, wenn ® — (lIl,) gesetzt wird: 


© Bet. et 


und verfahren dann wie bei dem Beweise von Satz 37. 
Um die Existenz eines Primideals PB, nachzuweisen, wähle man ein pri- 
märes Primideal p, in k, so, dass 


Me 
v t ne a 
wo z: und o die Relativnormen von Il und P in bezug auf %, bedeuten. 
Die hingeschriebenen Bedingungen widersprechen sich nicht und sind daher 
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stets zu erfüllen). Aus ) + 1 folgt, dass p, auch Primideal in 


p, 
Rast. 

Wenn man dann ®B, = pP, setzt, so folgt offenbar nach Fall 2, dass die 
Bedingungen (1) erfüllt sind. Wir haben nur noch zu zeigen, dass p, ein pri- 
märes Primideal in K, ist. Bezeichnet E eine beliebige Einheit aus X, und ist 
& die Relativnorm von E genommen in Ä,, so ist nach Satz 39: 


es ist also p, ein primäres Primideal .in Ä‘. 
Wir haben damit den Beweis unseres Satzes vollständig erbracht. 


Die jetzt folgenden Entwickelungen setzen für den Grundkörper % keine 
anderen Annahmen voraus, als die bereits in $ 4 eingeführten. Wir machen 
deshalb von jetzt ab in betreff des Grundkörpers % folgende Annahme: 


1) Die Klassenzahl von % ist nicht durch ! teilbar. 
2) Für den Körper % ist das Reciprocitätsgesetz zwischen einem beliebigen 
und einem primären Primideal bewiesen. 


g 14. 


Die Anzahl der Geschlechter im relativ-cyclischen Körper X mit zu I! 
primer Relativdiscriminante. 


Satz 41. Es sei die Relativdiseriminante des Körpers K(Yu,k) zu I 
prim und r die Anzahl der Charaktere, die ein Geschlecht in X bestimmen. 


Sind dann c, c,... ce, irgendwelche /® Einheitswurzeln, deren Produkt 1 
ist, so giebt es stets in X ein Geschlecht, dessen Charaktere mit c,6,...c, 
übereinstimmen. Die Anzahl aller verschiedenen Geschlechter ist also 1", 
Beweis: Es seien d,,d,,...d, die in der Relativdiscriminante von 
K(Yu, k) aufgehenden Primideale und 
0) m =ß): M—(). 


Man kann dann nach unserer Annahme über KÄ setzen: 


u = dd. de, 


1) Man beachte, dass nach Hilbert, A. Z. Satz 94, S. 279 u nicht das Produkt einer 
Einheit mit der ten Potenz einer ganzen Zahl aus k sein kann. 
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wo s eine Einheit und « eine ganze Zahl aus % bedeutet und wo e, e&,... € 
gewisse Werte 1,2,...2—]1 haben. Unter den Primidealen d,d,...Dd, 
seien nun r, etwa D,d,... od, nach den für die Geschlechtsbestimmung gel- 


tenden Vorschriften ausgewählt. Wir bestimmen dann, was stets möglich ist, 
ein primäres Primideal p in % derart, dass 


(8) = n (= ci a (=) ie (6) -—1 n$00. 


Dann ist 
ao 
p p P p p 
folglich ist p in K zerlegbar. Ist ® ein Primfaktor von p in X und x eine 
Primärzahl von p, so hat ®” die Charaktere 


IL en 7C egn 7 \ nr 
ee eat 
1 2 v 


da 
7 7 
De 
Damit ist gezeigt, dass ein Geschlecht mit dem Charakterensystem ce, c, ... c, 
wirklich existiert. Da nun einerseits die Grössen c, C, ...c, auf I! ver- 


schiedene Weisen bestimmt werden können, und da die Anzahl der Geschlechter 
anderseits nicht grösser als 7” sein kann, so folgt, dass genau /”! Ge- 
schlechter existieren, die die Eigenschaft haben, dass das Charakterenprodukt 
eines jeden 1 ist. 


8 15. 


Das Produkt IT .- 


(ww) 
Satz 42. Sind v, u zwei ganze zu I prime Zahlen in % und ist 
vEerl, 


wo y eine ganze Zahl aus % bedeutet, so ist das über alle zu I primen Prim- 
ideale w in % zu erstreckende Produkt 


1 RP HE RER 
eo 


Beweis: Wir bemerken vorweg, dass die Relativdiseriminante des Kör- 


ÜBER DAS RECIPROCITÄTSGESETZ DER /{®® POTENZRESTE IN ALGEBRAISCHEN ZAHLKÖRPERN. 49 


pers K(Vu, k) zu { prim ist und dass daher der im vorigen $ bewiesene Satz 
für K gilt. 

Wir unterscheiden nun beim Beweise drei Fälle, indem wir von vorn- 
herein annehmen, dass v und u keinen gemeinsamen Teiler haben, weil 
wir die entgegengesetzte Annahme leicht auf die angegebene zurückführen 
können: 

1) v ist die Primärzahl x eines primären Primideals in *. 

Wir behalten die Bezeichnungen des vorigen $ bei und setzen 


u ehör... bed. 

Es ist dann: 
ger ge Tape 
me, ) 18; nl 


Da nun alle Einzelprodukte rechts, wie man leicht erkennt, den Wert 1 haben 


ist auch: 
= 
Ile, 


2) v ist eine Einheit 7 aus Ä. 
Man bestimme ein primäres Primideal p in % derart, dass 


9-: 
I - 


p ist in %k zerlegbar. Ist = eine Primärzahl von p und ® ein Primfaktor von 
p in K, so ist das Charakterenprodukt von ®” in K gleich 1, wo n+"!=0()) 


sein soll. 
Da nun: 


ze an Ka ei 
=: 5 


ist, so muss 


m“ | ri Pen A 4) = al DB 
Bu eur 


Folglich ist: 


10) 
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IT .. ZU Da anderseits nach Fall 1 
(w) 
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I Ze) on (S#] = n 
(m) | 1) Il m 


ist, so folgt 


3) Es sei (v) = (x) = q"”, wo q ein nicht primäres Primideal in / ist. 
a) Es sei e —ir 


q ist dann in ÄX zerlegbar und es folgt nach dem Satze des vorigen Para- 
graphen, wenn & eine geeignete Einheit bedeutet: 


‚ -_ 
N 
ad 
Da aber 
(@ ER 
ww) \ MW 
ist, muss auch 
No . 
u = 1 sein. 
b) (2) =. aE0(). 


Man bestimme ein primäres Primideal p in k so, dass (=) = £° wird, dann ist 


auch, wenn x eine Primärzahl von p bedeutet, (= &°, und es gilt: 


Folglich ergiebt sich nach 3a 


( %, ) BER 
m) \ w 
Da aber ie ) —_ (&) «Tr =1 
(w) \ m p/\g 
ist, so folgt () — eilt 
(m); \, W 


Bedenkt man endlich, dass 


| 
| 
| 
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ist und dass sich v*“ immer als ein Produkt von solchen Zahlen darstellen 
lässt, wie sie in den 3 Fällen betrachtet worden sind, so erkennt man die all- 
gemeine Gültigkeit des zu beweisenden Satzes. 

Wir führen noch 2 Folgerungen des eben bewiesenen Satzes an: 


Satz 43. Bedeuten », u, v*, »* irgendwelche zu I prime ganze Zahl in %, 
die den Congruenzen 


vr = cd, w*t= PP (Ü) genügen, 


wo « und ß ganze Zahlen aus % sind, und ist v zu u,v* zu u* relativprim, 


so ist 
Y u —1 y* u* —1 
Go ln), 
Bedeuten », u zwei zu einander und zu | prime ganze Zahlen in k, von denen 
wenigstens eine der {fe Potenz einer ganzen Zahl in k nach [’ congruent ist, 


so ist 
=. 
u v 


Beweis: Es ist 


folglich 
DENE CIDSICHCE 
Rn \ ht (m) m uw) \v u” vs 


Die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus dem zu Anfang des Paragraphen 
aufgestellten Satz. 


$ 16. 


Das primäre Ideal. 


Satz 44. Ist a ein primäres Ideal, so kann man stets in k eine ganze 
Zahl « finden, so dass («) = a" wird und überdies « der !"" Potenz einer 
ganzen Zahl in % nach !l’ congruent wird. « ist bis auf die / Potenz einer 
Einheit bestimmt; wir nennen « eine Primärzahl von a. 


Biewiers:. Bis ser (09) — 1a | Habenildann  'q, 45.2... Qu: 3, #2 02% 


die früher angegebene Bedeutung, so können wir die Congruenz hinschreiben: 
Te 


m 
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Ko * Yyr ı ı 
zer. rl), 


wo &* eine Einheit und ß eine ganze Zahl aus k% bedeutet und wo ferner 
Un. %,. gewisse, Werte 0, 1,....5—1 haben. 
Es gilt dann für jede Einheit & in % 


Il „KV Yoyd 
ır(e® mo #)=1 
(m) 


w 


Wählen wir nun für & der Reihe nach &, &,.. . &,, so folgt: 


vn ans — V.-Bsust daher, are, 


eine Zahl der gewünschten Art. 
Satz 45. Ist a ein Ideal in % und kann man a”“ = (a) setzen, wo « 
der /tn Potenz einer ganzen Zahl in % nach Il’ congruent ist, so ist a ein pri- 


märes Ideal. 
Beweis: Man erhält den Beweis, indem man in Satz 42 u gleich « setzt 
und für v irgend eine Einheit aus % nimmt. 


IV. 
Das hyperprimäre Ideal. 


8117. 


Definition des hyperprimären Ideals und der hyperprimären Zahl in %. 


Definition 8. Es seien L,l,..., die sämmtlichen von einander ver- 
schiedenen in [ aufgehenden Primideale und zwar möge I, genau zu /t®, [, genau 
zur ®, ..,.L, genau zur {tn Potenz in [ aufgehen, so dass 

Ile: 2. wird. 


Es sei ferner: 
=) Wei)..V=0). 
Wenn dann das zu [ prime Ideal p in % primär ist und überdies die Bedin- 


gungen erfüllt: 


= ia a ie), 


so soll p ein hyperprimäres Ideal heissen. 
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Definition 9. Eine ganze Zahl u in % soll eine hyperprimäre Zahl 
heissen, wenn sie zu [ prim ist und der !" Potenz einer ganzen Zahl in % nach 
dem Modul Lat! ker! ... 2% congruent ist. 

Ueber die hyperprimären Zahlen in %k können wir folgenden Satz be- 
weisen: 

Satz 46. Ist u eine hyperprimäre und v eine beliebige Zahl in %, so ist 
das über alle zu [ primen Primideale in % zu erstreckende Produkt 


NER 
1 | w ) =. 
Beweis: Es sei 
VEN - Kl u I, 
wo n ein zu | primes Ideal und e,, e, ... e, ganze rationale Zahlen bedeuten. 
Die Ideale [, [,...., werden im Körper K(\u,%) sämmtlich zerlegbar ; 
Eee, 2 ne ren, Primfaktor von..t,ly..sch.in X. Es''sei 


ferner A eine ganze Zahl aus X, so dass 


A 


NR 
ein zu [ primes Ideal wird. Die Relativnorm « von A hat dann die Gestalt: 
Ball 3, wo a ein zu | 


primes Ideal bedeutet, und es lässt sich deshalb — als ein Bruch —- dar- 


stellen, dessen Zähler und Nenner zu [ prim ist. 
Da nun: 


[| 9% rı[ 9, % ‚[ 9% 
ee 
ır( = m) \ m (m) \ MW 


so folgt 


Ein gewisses System von m’ +z zu ! primen Primidealen in A. 


Satz 47. sus smogen eye... En, Aero dier 
selbe Bedeutung wie in Satz 27 haben. 
Wir bestimmen dann z primäre Primideale p,, pP, - - - p, mit den Primär- 


zahlen n,,%,... ©. 50, dass 
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a N 


Wir behaupten dann, dass für jede zu l prime Zahl ® in %k eine Congruenz von 
der Gestalt gilt: 


RE BR ER Eee) 
wo. die Exponenten u, ww... U... du, Wi. . „20, gewisse Werte 
0,1,... 2-1 haben und « eine geeignete ganze Zahl aus /i bedeutet. 
Beweis: Wir zeigen, dass eine Zahl 
UNE EL ET ee 
1 £ : IR Il Bet 
nicht der le Potenz einer ganzen Zahl in % nach ar etu.a a Mcon: 


gruent werden kann, wenn nicht sämmtliche Exponenten, die wir kleiner als I 
annehmen, verschwinden. 


Angenommen, es gäbe eine solche Zahl u. Wir betrachten dann den 
Körper K(Yu,k), der eine zu I prime Relativdiseriminante hat, und schliessen 


nach; dem. Beweise zu Satz 7, dass u =... .u, =, =... vu — OlNsein 
muss. In der Relativdiscriminante von K können dann nur die Primideale 
P,, Pa» » » P, vorkommen und zwar mögen 

PB, Sl A: p, 


in derselben aufgehen, wo £ > 0 ist. Es giebt dann in X genau !"" Ge- 
schlechter, deren jedes das Charakterenprodukt 1 besitzt. 
Das Primideal I, zerfällt in X und wir erhalten als Charaktere eines Prim- 


faktors von ihm: 
Fe 
ee 


ae 

p, By 

sein, was unmöglich ist, da w, # OÖ sein sollte. Es kann also eine Zahl w 
von der angegebenen Beschaffenheit nicht existieren, wenn nicht sämmtliche Ex- 


ponenten u, v, w verschwinden. 
Wir setzen jetzt zur Abkürzung 


Es müsste also: 


N, on Hr [n (,) SM 1] 
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und verstehen unter 


160) , 
Da 202) 


ein volles System von ganzen zu [, primen und nach [}ı*" einander incon- 
gruenten Zahlen, die überdies sämmtlich congruent 1 nach Le"... (-* sein 
sollen. 


Da offenbar 
a” E= N () (a = il 2, le i—1), 


so kann man aus der Reihe der Zahlen «@ zunächst ?—1 Zahlen ausscheiden, 
die a” (a —=1,2,...1-—1) congruent sind. Wenn man das Verfahren 


fortsetzt, so erhält man schliesslich ein System von 2 Zahlen a”, a”, RR No 
die die Eigenschaft haben, dass 


ee it GE L2. FE) B=0lR...ı-) 
In genau gleicher Weise verfahre ich in bezug auf I,...l, indem ich die 
Zahlsysteme 
N 
Be Az) 
N 
u, MN 
aufstelle.e Der Ausdruck: 
(1) gi .o.o Em #1 “0.0 Km 1 oo TUBE (a) tee (ey 
u, u Ü, ee ee OL. al — le nn 
stellt dann ein System von ?”"N,.N,... N, ganzen Zahlen in k dar. Diese 


sind sämmtlich zu I prim und nach ER TERN Is, 


einander incongruent. Denn 
aus dem Bestehen einer Congruenz zwischen zweien von ihnen würde, wenn 
wir die Ausführungen zu Anfang dieses Satzes berücksichtigen, folgen, dass 


eine Congruenz 
(2) (Wi... (a = («)) 2 (a) (an atsl eh) 


besteht, wo die rechte und linke Seite von einander verschieden sind. Aus 
dieser Congruenz würde dann folgen: 
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u un) 


FEED 
Hm 
=. 
. 
7 
Se 


CD) 


Il 


DANN I1,-+1 
N, 
Aus der ersten Congruenz ergiebt sich weiter: 

te, 


wo a einen der Werte 0, 1,2,...2—-1 hat. Es muss folglich ö, = i sein. 
Ebenso würde folgen ,=i,...%=ü. Dies widerspricht aber der An- 
nahme, dass die linke und rechte Seite in (2) verschieden sind. Es können 
daher nicht 2 Zahlen des angegebenen Systems nach ıT!.. . K*' congruent 
sein. Anderseits giebt es nach dem genannten Modul genau P°”.N,.N,... N, 


zu | prime und einander incongruente Zahlen. Mithin ist unser Satz bewiesen. 


8 19. 
Das hyperprimäre Ideal in . 


Satz 48. Ist a ein hyperprimäres Ideal in %, so lässt sich stets eine 
hyperprimäre Zahl « in %k bestimmen, so dass 


ie — (2) wird. 


hh° 


Beweis: Es sei a” = («*), dann kann man setzen: 


v v, w, _L u, +1 U, , 
er = El gm PA: RR n.Yy (Ui Oele LG 5 
es ist also 
EEE ALDENE B Ne 
u=« Ex! #70! 7, 


eine ganze Zahl in k, die der /t® Potenz einer ganzen Zahl nach Kıt! ... bett 
congruent ist. Folglich ist nach Satz 46: 


[ ıf En, 4 ’ En ih 
Bed RE | | 
IT e) (w) 10) 


ee — () WE UN — ee 0: 


Es ist demnach &*"'«* eine hyperprimäre Zahl der gewünschten Art. 
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Satz 49. Ist « eine hyperprimäre Zahl in %, so ist 


Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 46. 


V. 


Das allgemeine Reciprocitätsgesetz in k und der erste Ergän- 
zungssatz zu demselben. 


8. 20. 


Definition des Symbols ) für irgend welche zu ! prime ganze Zahlen », u. 


Definition 10, Es sei: 


1.109 
wo 8% zu [, prim sein soll. 
Wir definieren dann: 


x\- 
a 
indem wir u* aus den Congruenzen bestimmen: 
"=u () 
"= « (%), 


wo « eine beliebige ganze Zahl aus % bedeutet, und das Produkt Il’ über alle 
zu | primen Primideale in k zu erstrecken ist. 
Die vorstehende Definition ist eindeutig. Denn ist etwa: 


Il 


* 


vw =u () 


w=% (), 
so lässt sich eine ganze Zahl ß aus k so bestimmen, dass 
u’ = uf (Ü) wird. 


Abhälgn. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band 2,2. 8 
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Dann ist aber nach Satz 42 


MEDB RT) 24 oder I) A) (). 


Aus der vorstehenden Definition folgen für das definierte Symbol die Rechen- 
regeln: 
wi,u\ _ (me\., (vhw 
Ge 
ee 
[, EN e 


g 21. 


Zwei Hülfssätze über die Normenreste des Körpers X nach I. 


Satz 50. (Hülfssatz). Sind »,v', u,u’ beliebige zu [ prime ganze Zahlen 
aus % und ist 


a) v = v'o (Ü"), wo @ eine ganze Zahl aus % und I, ein Primideal be- 
deutet, das in [ genau zur /fe Potenz aufgeht, so sind v und v’ gleichzeitig 
Normenreste oder Normennichtreste des Körpers K(yYu, k) nach |. 

b) Ist u = wWf (Ü), wo ß wieder eine ganze Zahl aus % bedeutet, so 
ist v gleichzeitig Normenrest oder Normennichtrest der Körper 

K(Ywk) und K'(Yw,k) nach 1.. 

Beweis: 


a) Ist v» Normenrest von K(\u,k) nach I,, also 


vv NA, 
so ist 
v = N, (Ad) (yı), 
wenn 
ae = 1 (hu) 
ist. 


Folglich ist auch v' Normenrest von K(Yu,k) nach 1.. 
Das Analoge gilt umgekehrt. 


b) Es sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem nämlich keine der 
beiden Zahlen oder eine der beiden Zahlen u und uw’ die !! Potenz einer ganzen 
Zahl in k ist. Der dritte noch denkbare Fall, dass beide Zahlen u und u’ 
I Potenzen von ganzen Zahlen in % sind, erledigt sich offenbar sofort. 

1) Keine der beiden Zahlen u und uw’ ist die /f Potenz einer ganzen Zahl 
in k. 
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Soll » Normenrest des Körpers K(Yu,k) nach I, sein, so muss eine 
Congruenz: 


=, U= BE U=a=i: 
(1) v=N, &%r6, Vu+e, re %-ı vum () 
1) 
bestehen, wo &,&, - - - &, ß, ganze Zahl aus k und N eine ganze rationale 
Zahl, die grösser als 71,+1 ist, bezeichnet. Es sei nun Pf, genau durch 
teilbar. Wir bestimmen dann, was stets möglich ist, eine ganze Zahl ß, aus %, 
so dass 
e= eh, (CH, 
und bilden die Zahl: 


Ar +0, ß,Vw+ Bi; Var + ... EN Yu 


0 


.d, 


B 
l 
erkennen ist, eine ganze Zahl in K(Yu', k). Bestimmen wir nun ö’ so, dass 


wo ö zu |, prim und durch 


teilbar sein soll. A* ist dann, wie leicht zu 


ot =l (WM) 
wird, so ist 


N,(4*) =v (N), 


wie wir aus (1) schliessen, es ist also v auch Normenrest des Körpers K(\uw', k) 
nach 1. 

2) w' ist die /** Potenz einer ganzen Zahl in k; es ist dann u der If Potenz 
einer ganzen Zahl in % nach [/ı*" congruent und es muss gezeigt werden, dass 
unter dieser Voraussetzung jede ganze zu I, prime Zahl v» Normenrest des Kör- 
pers K(\Yu,k) nach I, ist. 

Zum Beweise bestimmen wir eine Zahl ganze u*, die nicht /% Potenz einer 
Zahl aus % ist, derart, dass 


= u (*) 


“elle... %) 
wird. 
Ferner bestimmen wir ein Primideal p derart, dass: 


(= (5) (= 5)" 
==“ 


wo n einen durch Z nicht teilbaren Exponenten bedeutet. Wir haben dann, 
wenn wir p’u*= a setzen: 


8*+ 
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(=) 0 RSLN (=) nn 1 
a a 
1. ()=1 
a a 


d. h. a ist ein hyperprimäres Ideal, und wir können deshalb eine hyperprimäre 
Zahl « bestimmen, so dass 


(«) Ben al" = (pr a } 
Setzen wir dann 
a— — so ist offenbar (x) — pri, 


NR: ’ 


Wir bestimmen nun weiter das Primideal q so, dass 
(+) = (& nn = 
Gy n | ) m In 
a 
0 =) GN 


Setzen wir dann q”v = b, so ist offenbar b wieder ein hyperprimäres Ideal 
und wir können eine hyperprimäre Zahl ß so bestimmen, dass 


Gr eo) 


wird. 
Setzen wir nun # = ir, so wird 
(#) = an 
wo n' einen nicht durch } teilbaren Exponenten bedeutet. 
Da jetzt: | 
& & 
TUN er KUN TE yo y 


so folgt, nach dem bereits Bewiesenen, wenn wir die Eigenschaften der Zahlen 
« und ß berücksichtigen, dass v dann Normenrest des Körpers K(\a*, k), also 
auch des Körpers K(Yu, k) nach I, wird, wenn # Normenrest des Körpers 
K(Vz,k) nach I, wird. 

Da x der ® Potenz einer ganzen Zahl in k nach l congruent wird, so 
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kann die Relativdiscriminante des Körpers K(\r,%) nur den Primfaktor p 
enthalten. Es ist also {= 1 und daher nach Satz 19: 


or >. m —1. 


Hieraus folgt v*—= m’, d. h. jede Einheit in % ist Relativnorm einer Ein- 
heit in K(\z, }). 

Da auch v = m’ sein muss, so ist die Anzahl aller ambigen Complexe in 
K gleich 1; der einzige ambige Complex in X ist also der Hauptcomplex. 

Diese Thatsache benutzen wir zum Beweise dafür, dass die Classenzahl des 
Körpers K(\r,k) nicht durch I teilbar ist. Wäre dies nämlich der Fall, so 
müsste es (vergl. Hilbert, A. Z. Satz 57) ein Ideal $ in X geben, so dass 


wäre. 

Dieses Ideal könnte nicht dem Hauptcomplex angehören. Denn wäre $wvj, 
wo j ein Ideal aus % bedeutet, so müsste S’vj" v1 sein und da h & 0 (l) ist, 
müsste 3 w 1 sein, was nicht möglich ist. 

Es sei nun (© die Idealclasse in X, der \$ angehört, dann ist 


[6 eu 1 Ges: 
Wir setzen dann 
Cm 0" SC 
und behaupten, dass 
ec» = Ua 


nicht dem Haupteomplex angehören kann. Wenn nämlich 0°”? dem Haupt- 
complexe angehörte, so müsste (vergl. Hilbert A. Z. 8. 468) C eine ambige 
Klasse sein, also selbst dem Haupteomplexe angehören, was gegen unsere An- 
nahme ist. Fahren wir jetzt fort und bilden: 


02 — (euye> U 
09 — (N De (CZ Du gu-9° 


— —, — — 2 _ 
0» en (0° a Sn (@8 2% Ss) Se alla 04 S) ; 


so könnten alle diese Klassen C®, C®,.... C® nicht dem Hauptcomplex ange- 
hören, da C ihm nicht angehört. Andererseits ist aber sicher : 


ı 
059 wu al 


Unsere Annahme, dass die Klassenzahl von K durch ! teilbar sei, führt also zu 
einem Widerspruch und ist deshalb zu verwerfen. 
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Wegen (7) — 1, zerfällt q im Körper K (Vz, k). 
Es sei DO ein Primfaktor von q inK. Wir können dann, wenn wir die 
Klassenzahl in X mit H bezeichnen und H’ so bestimmen, dass 


HE =1() 
wird, 
SR: FE (A) 
setzen, wo A eine ganze Zahl aus X bedeutet. Dann ist aber gez gleich 


der Relativnorm des Hauptideals (4), und wir haben folglich, wenn wir mit e 
eine geeignete Einheit aus % bezeichnen: 


ea — N, (4). 


Da nun, wie bereits bewiesen, & die Relativnorm einer Einheit EZ in X ist, so 
folgt, wenn wir »’ als ganze Zahl in % so bestimmen, dass 


a." = 1 (he) 


ist, dass 


uu'—ı 


ZN (AR el). 


Folglich ist « Normenrest von K(Y®,k) nach 1, und damit ist unser Satz be- 
_ wiesen. 
Satz 5l. Sind v und # zwei zu |, prime ganze Zahlen in k und ist 


vw‘ 
et 
so ist v Normenrest des Körpers K (Vu, k) nach I.. 
Beweis: Wir setzen: 


n— u 
wo % zu |, prim ist, und bestimmen eine Zahl u* derart, dass 
“= ei) 
ur = 1%). 


Darauf bestimmen wir ein Primideal p in % derart, dass für einen geeigneten 
zu Ü primen Exponenten n: 


* 


II 
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(1 @=1,2,...%8) 


p“u* ist dann ein hyperprimäres Ideal und wir können daher eine hyperprimäre 
Zahl « so wählen, dass 


(«) — pri: F iskline 
Wir setzen 


& 
Ju —— rn und haben dann (#) — prh'n j 


In entsprechender Weise bestimmen wir jetzt das Primideal q derart, dass für 
einen geeigneten zu l! primen Exponenten n': 


8; . 
Gi) Wal 2m.) 


OR > | 
(1 (re 


9= 


q”v ist wieder ein hyperprimäres Ideal und wir können deshalb die hyperpri- 
| märe Zahl 8 so bestimmen, dass 


(B) = gt zii 


mAh 


ist. Setzen wir x = - so wird (x) = q 


Nach Satz 46 ist dann: 


LEN (Ba\ _ (%B Eh, 
a 
Folglich ist: 


Daraus folgt weiter: 


vu\ _ 2 8 (+) en = 
)- MR I, - (7 


und 


64 PH. FURTWÄNGLER, 


Es ergiebt sich also 


Folglich ist, da 
rg % 
re h (2) 2 
| : aue : 


Wir betrachten jetzt den Körper K(\z,k) und wollen zeigen, dass « stets 
gleich der Relativnorm einer solchen Zahl dieses Körpers ist, deren Nenner zu 
(, prim ist. Wir unterscheiden bei dem Beweise 3 Fälle: 


1) p ist primär und = eine primäre Zahl. 
Die Relativdiseriminante von K enthält dann nur den Faktor p und wir 
zeigen genau wie im vorigen Satze die Richtigkeit unserer Behauptung. 


2) p ist primär, aber x ist keine primäre Zahl, sondern es ist 
a 


wo z* eine primäre Zahl und & eine Einheit aus % ist, die nicht /* Potenz einer 
Einheit ist. 


Die Relativdiseriminante von X enthält in diesem Falle die beiden Prim- 
faktoren p und |. 


Nach Satz 20 ist dann: 
az=Z2-+v—m—1. 


Da nun vs m', soist « S1, d.h. die Anzahl A aller ambigen Complexe 
in K ist höchstens gleich 1. 


Es sei jetzt 3 ein Ideal aus K und 5 = N,(8). Ferner sei Feld. Ist 
dann 5) —= 1, so bezeichnen wir den Complex, zu dem “$ gehört, als zum 
Hauptgeschlecht gehörig. 


Es lässt sich nachweisen, dass nicht sämmtliche Complexe in X zum 
Hauptgeschlecht gehören. Es sei nämlich r ein Primideal der Art, dass 


Swor 


r ist in K zerlegbar und R sei ein Primfaktor von r. Setzen wir dann: 


vn — (0), 
so wird 
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Der durch R bestimmte Complex gehört also nicht zum Hauptgeschlecht. 
Es sei nun f die Anzahl aller Complexe des Hauptgeschlechtes in K und f' die 
Anzahl derjenigen Complexe in X, die symbolische (1—S)t Potenzen von Com- 
plexen sind. Wir erkennen dann genau wie früher die Richtigkeit der Gleichung 


Ar 
(vergl. Satz 22). 

Aus ASI, folgt ff. Andererseits ist ff <f, da jede (1—S)te 
Potenz eines Complexes notwendig zum Hauptgeschlecht gehört; deshalb muss 
mw, AZ, o=1, vom sein, d.h. jeder Complex des Hauptge- 
schlechtes in X ist symbolische (1—8)! Potenz eines Complexes in X und jede 
Einheit in % ist Relativnorm einer Einheit oder gebrochenen Zahl in K. 

Um nun zu zeigen, dass x gleich der Relativnorm einer Zahl in X ist, 
bemerken wir, dass q in K zerlegbar ist. Da a = 1, gehört jeder Prim- 
faktor Q& von q zum Hauptgeschlecht, und da jeder Complex des Hauptge- 
schlechts symbolische (1—S)'° Potenz eines Complexes ist, können wir setzen: 


gr Ari 


wo % ein Ideal und A eine Zahl aus K und j ein Ideal aus * bedeutet. 


Bilden wir die Relativnorm von Q und erheben in die Ahh'n'* Potenz, so 
wird, wenn wir 


u En (y) 


@) = N, Ay)" , 


setzen: 


folglich 6x = N,(Ay)”, wenn & eine geeignete Einheit aus k ist. Da & die 
Relativnorm einer Zahl aus K ist, so folgt, dass auch # die Relativnorm einer 
Zahl aus K ist. Um einzusehen, dass der Nenner der letzteren zu I, prim 
gewählt werden kann, braucht man nur zu beachten, dass I, in X in Z gleiche 
Faktoren zerfällt. 

Damit ist der zweite Fall vollständig erledigt. 


3) p ist nicht primär. Es sei dann & eine Einheit aus %k, so dass () +1; 


£ ist dann sicher nicht die Relativnorm einer ganzen oder gebrochenen Zahl 


aus £K. Denn wäre 
B 
& er N, (2) 


1 


wo B und B, ganze Zahlen aus K bezeichnen, so können wir diese als re- 
lativprim zu p annehmen. 


Es wäre dann 
Abhdlgn. d. K. Ges. d. Wiss, zu Göttingen. Math.-phys. Kl. N. F. Band 2, :. 9 
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Baeı (eR@or) 


also auch 


c nl oder (-) — 1 
pP p 
gegen unsere Annahme. 
Es ist also & sicher nicht Relativnorm einer Zahl aus X und deshalb 


’ 


folglich 


vzm-]1. 
Da überdies 2 für den Körper K gleich 2 ist, so folgt aus Satz 20: 


ed; also ll) v—= m-1. 
Es bilden nun alle Einheiten n, für die eo) —= 1, zusammen /”" Einheiten- 


I 
verbände, diejenigen Einheiten #', für welche 2 ihn. 


verbände. Die letzteren enthalten keine Einheiten aus %, welche Relativnormen 


von Zahlen aus K sind und daher sind alle Einheiten 7, für die on —al, 


Relativnormen von Zahlen des Körpers K. 

Aus der Gleichung a = 0 folgt, dass der einzige ambige Complex in X 
der Haupteomplex ist. Wir schliessen dann wie früher, dass die Klassenzahl H 
von K nicht durch / teilbar ist und dass, wenn & eine geeignete Einheit be- 
zeichnet, ex#? die Relativnorm einer Zahl aus K sein muss. Daraus folgt 
dann 


HH 
(I) — ll und wegen &) =1 auch en —ıA, 


d.h. e ist ebenfalls Relativnorm einer Zahl aus X und dasselbe gilt folglich 
von #, wobei wir die Zahl, deren Relativnorm x ist, offenbar wieder so an- 
nehmen können, dass ihr Nenner zu I, prim ist. 

Wir haben also in allen 3 Fällen nachgewiesen, dass « Normenrest des 
Körpers K(Yr,k) nach I, ist. Dann folgt aber aus Satz 50, dass auch v Nor- 
menrest des Körpers K(\Yu,k) nach I, ist. 

Satz 52. Sind v und uw zwei zu | prime ganze Zahlen aus % und ist v 
Normenrest des Körpers K(\u, k) nach [,, so ist stets: 


ve\ _ 
Fe). 


Beweis: Wir bestimmen u* so, dass 
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le) 
we or). 


Dann ist nach Voraussetzung, resp. nach Satz 50: 


v Normenrest von X (Var, k) und K(\Yu, k) nach I, 


v n aa mache N... 
Folglich giebt es ganze Zahlen A, A, ... A, im Körper K(\u*, k), so dass: 
vi—z.N,.A) (de) 
v=N,4) (b>) 
»=N(A) (9. 


Bestimmen wir jetzt die ganze Zahl A in K so, dass 


A=4()...A= A, (le), 


so wird 
v= N,(4) (erlea 2e),, 
daher nach Satz 42: 
oe, 
(m) w 
und folglich auch 
( )-1 oder Fr) = 
(iv) 110 I 


g 2. 


Das Produkt En für beliebige zu I prime ganze Zahlen aus 4. 


Wir beweisen zunächst noch einen Satz über das Symbol Fe). 


Satz 53. Sind v, u zwei zu [ prime ganze Zahlen aus k, so ist 


ee 


Beweis: Beachtet man, dass nach Satz 52 
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REN 0 
=! 


ist, wenn « irgend eine zu I prime ganze Zahl in % bedeutet, so folgt: 


re Be 
% I I, u I, } 
Folglich ist 


een 
[, L, L, L, [ 


1 


Wir können jetzt folgende Verallgemeinerung des Satzes 46 beweisen. 
Satz 54. Wenn v,u zwei zu | prime ganze Zahlen aus % sind, so 


ist stets: 
v,‚u — 
Er iD ) i 


wo das Produkt |] über sämmtliche Primideale tw in %k zu erstrecken ist. 
(w) 


Beweis: Man bestimme z ganze Zahlen uw, u, .. . ı, aus k, die den 
Congruenzen genügen: 


wer el..:w=l ob) 
nel eur ee {1.6 
Klee] w„=u (9. 
Dann ist: 
Wu =Eu (MN. 
Aus dieser Congruenz folgt: 
fr el a _ 
Ir m ) ie 


Ferner ist nach Definition: 


Hieraus folgt: 
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ee) IE (er)... (er) 
A le len 


1-1 
due) (ee ER rd) Seil 
MN) 


8 28. 


Das allgemeine Reeciprocitätsgesetz und der erste Ergänzungssatz zu 
demselben. 


Aus dem letzten Satze des vorigen Paragraphen leiten wir leicht die fol- 
genden beiden Sätze ab: 


Satz55. Das allgemeine Reciprocitätsgesetz für !* Po- 
tenzresteim Körper k. 


Es seien I, I[,...L diein [= (1—[) aufgehenden Primideale des Kör- 
pers k; ferner seien p, q zwei zu [ prime Primideale in k und x,x zwei ganze 
Zahlen in k, so dass 


a 
dann gilt die Gleichung: 


ee 
p q ar [E l I, j 

Satz 56. Der erste Ergänzungssatz zum allgemeinen Re- 
ciprocitätssatz. 

Es seien I, I, ... 1; die in [ aufgehenden Primideale des Körpers % und 


& eine beliebige Einheit aus %; ferner sei p ein zu [ primes Primideal in k und 
z eine ganze Zahl aus k, so dass (=) = p” wird; dann gilt die Gleichung: 


Di, 


v1. 


Das Produkt II(*) für beliebige ganze Zahlen aus A. 
mı\ Mm 
g 2. 


Das Symbol (=) für beliebige ganze Zahlen in A. 
A [ 


Definition 11. Es seien v, » zwei beliebige ganze Zahlen aus k und 
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[, sei ein Primideal, das in I genau zur /f® und in u genau zur atea Potenz 
aufgeht. Wir bestimmen dann die ganze Zahl u* aus k so, dass 


Be 


EN Re, Bat Ulg+1 
u" = u (een), 


wo «@ eine zu I,l,... I, prime ganze Zahl aus %k bedeutet. 
Wir setzen dann: 
vu 2 ‚(v,u* \ 
| L; ) Ir iD ; 


wo das Produkt über alle zu I primen Primideale in %k zu erstrecken ist. 
Mit Benutzung des Satzes 46 folgt die Eindeutigkeit dieser Definition. 
Es gelten auch jetzt die Formeln: 


| EN ) | | ) | \ ) 
I; 1 ; [; 

(te) (* ") >? = 
SE == LE & DEE 


in denen u, w, 4, v,v,v, beliebige ganze Zahlen aus k bedeuten. 


Se 


Die Fundamentalsätze für das Symbol Fe), wenn », u beliebige ganze 
Zahlen aus k sind. 


Mit denselben Hülfsmitteln, die wir beim Beweise des Satzes 50 verwandt 
haben, gelingt es, den folgenden verallgemeinerten Satz zu beweisen: 


Satz 57. Hülfssatz. Es seien v,, v,, w,, u, ganze Zahlen in %k und es 
gehe I, in diesen Zahlen resp. zur b,,b,, a,, a,'® Potenz auf, wobei d, =Sb,a,Sa, 
sei. Wenn es dann in k ganze Zahlen «, ß giebt, so dass: 
dr (ar) 

2 ı 


Bzw nl) 


v 


l 


1 


Il 


M, 


so ist, wenn v, Normenrest des Körpers K(Ywu,,k) nach I, ist, auch v, Normen- 
rest des Körpers K (Vu, k) nach I, und umgekehrt. 

Mit Hülfe des vorstehenden Satzes sind wir im Stande, die folgenden bei- 
den fundamentalen Sätze zu beweisen. 
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Satz 58. Sind v, w zwei beliebige ganze Zahlen aus % und ist e) —1, 


so ist v Normenrest des Körpers K (Vu, k) nach I.. 


Beweis: Es sei v durch die 5 und u durch die a Potenz von I, teilbar. 
Wir haben dann 2 Fälle zu unterscheiden, je nachdem a durch / teilbar ist oder 
nicht. 


1)a = 0 (l). Bedeutet dann A, eine durch 1’, aber durch keine höhere 
Potenz von I, teilbare ganze Zahl aus %k, so bestimme man u* so, dass 


u de 
u =1 (ist... gut), 


F*) AR (> u 
{, Fi l 
folglich nach Voraussetzung 

vu®\ _ 
& ot 


Es soll jetzt gezeigt werden, dass der Exponent 5b stets incongruent Null 


© 


Dann ist 


nach / ist, wenn I, im Körper K(\u*,%) unzerlegbar ist. Wir nehmen letzteres 
an und bestimmen das Primideal p so, dass für einen gewissen zu / primen Ex- 
ponenten n: 


(8) ) le 3 
. = 


Da I, m K(yur, k) unzerlegbar ist, ist u* der /!*" Potenz einer ganzen Zahl 
in k nach l!' congruent und deshalb wegen (1) auch nach dem Modul f. Dann 


ist aber ) =1(=1,2,...m') und folglich p ein primäres Primideal. 


Bedeutet z eine Primärzahl desselben, so folgt aus (3) und (4), dass u*r“ eine 
hyperprimäre Zahl ist. Folglich ergiebt sich aus (1), dass =”, also auch x, der 
len Potenz einer ganzen Zahl nach L;»* ... ['*" congruent ist und nach Satz 13 
sind deshalb alle Primideale I,,... E im- Körper K(Yr,k) zerlegbar. Da 
bereits früher gezeigt ist, dass alle Ideale eines Körpers K (Vx, k) dem Haupt- 
geschlecht angehören, so gilt: 


0 B Wenß-n 


wenn 
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Da 
gesetzt wird. 
Wäre nun auch (=) —= 1, so müsste x und folglich auch u* eine hyper- 
primäre Zahl sein; dann zerfiele aber I, im Körper K(\u*, k), was gegen 


unsere Annahme ist; 
folglich ist 


Wir setzen nun: 
BI — ner le, 


wo ı zu | prim sein soll und haben dann: 


ve ra 
wo 
— (O) 
Nach Satz 46 ist 
- u* 71" u N 
(io) m 
daraus folgt 
‚hh’ 
6 (5) ii 
(6) Men 


Nun ist nach Definition: 


I - 
I il) (w) \ Mm m \ m m \ m n) \ m ; 


Daraus folgt leicht, da nach Satz 42 


() = 
Ma) 


wenn wir (5) und (6) berücksichtigen, dass 


sein muss. 

Es sind daher nur die beiden Fälle denkbar: entweder ist Il, im Körper 
K(\u*,%) zerlegbar oder es ist db durch 1 teilbar. 

In beiden Fällen erkennt man leicht die Möglichkeit, eine Zahl A in K zu 
finden, so dass 
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gleich einem Bruch - wird, 


EN 


dessen Zähler und Nenner ganze zu [ prime Zahlen in % sind. Es folgt dann 


aus (2), dass 
N(A). 2, a 
I; I; Een, 


Aus der letzten Gleichung folgt, dass 00°’, und folglich auch v, Normenrest 
des Körpers K(Yu*,k) nach I, ist. Dasselbe gilt dann nach Satz 57 für den 
Körper K(\u, k). 


2) aE0(M. 


Wir bestimmen u* zu | prim so, dass 


78 u* = DE (de 0) 
1 FeIE 1 
N ae) 


wird. 
Es sei ferner p ein Primideal, so dass für einen gewissen zu / primen 
Exponenten n 


& 
—.—ı=1 aa 122.2. mi 
K 7) " 


Dann kann man eine hyperprimäre Zahl u* n*" bestimmen, so dass 


a) = 
Ferner lässt sich im Körper K(Yu*°, %) sicher eine ganze Zahl A finden, 
ROT o 5 e 
so dass NL A) gleich einem Bruch 5 wird, dessen Zähler und Nenner zu 


[ prim sind. 
Endlich bestimme man das Primideal q so, dass für einen gewissen zu / 
primen Exponenten n’: 


a) — ll (i == 1, 2, SD m’) 
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a KK -_ 
A) —ıl n+n=0l). 


hhr 


Nach Satz 48 giebt es dann eine Zahl «x, so dass (x) = 4” 
eine hyperprimäre Zahl wird. 
Nach Definition 11 ist nun: 


und oo’ x* 


Ferner ist 


und nach Satz 46: 


und nach Satz 42: 


ee 
(W) m (iv) il) 


Fasst man diese Beziehungen zusammen, so ergiebt sich, da nach Vor- 


aussetzung 
Ya u 
)-t 


Da nun 
ist, so muss deshalb auch 


sein. 

Wir ziehen jetzt den Körper K(VA‘r*, k) heran und zeigen genau wie 
im Beweise zum Satz 51, dass # stets Normenrest dieses Körpers nach I, ist. 
Beachten wir endlich, dass 


00" y®' und u* gr*” 


hyperprimäre Zahlen sind und dass 


ÜBER DAS RECIPROCITÄTSGESETZ DER /®® POTENZRESTE IN ALGEBRAISCHEN ZAHLKÖRPERN, 7D 


v 70 
MAT. .e: 
so ergiebt sich, dass auch v» Normenrest des Körpers K(\ u, k) nach I, ist. 
Satz 59. Sind » und u zwei beliebige ganze Zahlen aus % und ist v 
Normenrest des Körpers K(Vu, k) nach I, so ist: 


NE 
- je 
Beweis: Wir behalten die Bezeichnungen des vorigen Satzes bei und 
bestimmen u* so, dass: 


a le) 
Be ee a) 
und dass p* keine !f Potenz einer Zahl aus k wird. 


Dann ist v» Normenrest des Körpers K(Yu*,k) nach [,1I,...1. Es giebt 
daher ganze Zahlen A,... 4, in K(Yu*,k), so dass 


(4,) (a2) 
Ny(4,) (2) 


V 


v 


DEI N;(A,) (den), 


Wir schliessen hieraus auf die Existenz einer ganzen Zahl A in X, 
so dass 


v= N(4) (lzel? tt, te), 


@ 


Wir können nun als einen Bruch Er darstellen, dessen Zähler 


Een 
N4(A) 
und Nenner ganze zu I prime Zahlen aus % sind. 
Es gilt dann die Congruenz: 
a vo (aan I Sale“ a) 


06 = NA) 0: 


und hieraus folgt nach Satz 46: 


10* 
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= cz u 
Er Ka N len Jar ar 
Aus dem 'Bewiesenen ergiebt sich leicht die Richtigkeit der Formel: 


Kualeee 


für beliebige ganze Zahlen v, u. Es zeigt sich daher, dass alle Eigenschaften, 


Folglich ist auch: 


die für das Symbol (**) gelten, wenn v, u zu | prime ganze Zahlen sind, 


auch dann ihre Gültigkeit behalten, wenn v, uw beliebige ganze Zahlen aus 
k sind. 


$ 26. 


Das Produkt u für beliebige ganze Zahlen v, u aus k und der 


zweite Ergänzungssatz zum Reciprocitätsgesetz. 


Wir sind jetzt im Stande, folgenden allgemeinen Satz auszusprechen: 
Satz 60. Sind v, u zwei beliebige ganze Zahlen aus %, so ist das über 
alle Primideale vw von % zu erstreckende Produkt 


ul) 


Der Beweis dieses Satzes ist ganz analog dem für den Satz 54 geltenden; 
ich gehe deshalb darauf nicht weiter ein, sondern gebe nur noch einen Spe- 
cialfall des angeführten Satzes, fürv—=A, e= x an, der als zweiter 
Ergänzungssatz zum allgemeinen Reciprocitätsgesetz zu be- 
zeichnen ist. 


Satz 61. Sind L,1,...t, die in I aufgehenden Primideale in k und ist 


gleich 1. 


Y=(4), 
so gilt, wenn p ein beliebiges zu [ primes Primideal aus % bedeutet und 


pP" = (m) 


ist: 
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Zum Schluss füge ich noch hinzu, dass der dem Satze 16 entsprechende 
Satz über die Anzahl der Normenreste nach einem in [ aufgehenden Primideale 
ebenfalls gilt und dass man für einen beliebigen Körper K(\Yu, k) eine Ein- 
teilung der Ideale in Geschlechter entwickeln kann. Es gilt dann wieder die 
fundamentale Thatsache, dass genau 1” Geschlechter, von denen jedes das 
Charakterenprodukt 1 besitzt, in K existieren. 

Auf die Beweise dieser Behauptungen gehe ich nicht mehr ein, da die- 
selben ganz analog den von Hilbert in Rel. quadr. Z. $ 40—42 gegebenen 
sind, und da die geringfügigen Abänderungen, die an denselben anzubringen 
sind, sich zur Genüge aus den vorstehenden Entwickelungen ergeben. 


g 27. 
Ein Beispiel. 


Zur Illustration unserer Entwickelungen mögen die cubischen Reste im 
Körper Ä(t, eo) herangezogen werden, wo 0 eine von 1 verschiedene 3. Ein- 
heitswurzel bedeutet. Der Körper gehört zu denjenigen, für die die Resultate 
der vorstehenden Abhandlung gültig sind; er ist ein Galois’scher Körper vom 
4. Grade und besitzt in bezug auf den Körper der dritten Einheitswurzeln den 
Relativgrad 2. Seine Diseriminante ist 144 und die Klassenzahl = 1. Als 
definierende Zahl für * kann © + o angenommen werden, wofür die Glei- 
chungen: 

x” — 202 —o = 0 
oder 
2: +22 +50’ +4c+1 = 0 


gelten. Gleichzeitig ist “+ o eine von einer dritten Einheitswurzel verschie- 
dene Einheit, die nicht dritte Potenz einer Einheit in % ist. Es existieren in 
k 9 Einheitenverbände, welche durch: 

it o) WdE 1, 2,8 


dargestellt werden. 
Es gelten in % folgende Zerlegungen in Primfaktoren: 


) 
3 = -(e-e) 
= (AH) @-j) 
7= (d+0) +) 
1 
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13 — (?+i+ig) Q-i-ig) A+i+ ig) Qi ie‘) 
19 = (6 +20) (5 + 20°) 
Beta 2) 
I —dl 
1831 = (1-30 +2) (L-30-2%) (1—-30?+%) (1-30 %) 


Ferner seien noch die Werte folgender cubischer Restsymbole angeführt: 


E PR i +0 2 1,=:0 BR NEE 
re 
Bee ee) - 6) = 
| + )=e ( i } N 
IE ee) - 2 6) = 
ler) i are 2 Seo) 

OR a DARON 1’—,0\..2 
me 1) 7) =e 

rel ae 
2-+i-+io m No, 


es) ln) ! a) 
1-3e+2% 123042) = 13 


Aus dem vorstehenden Material schöpfen wir folgende Bestätigungen von 
früher bewiesenen Sätzen: 


1) Satz 29 und 80. (Primäres Primideal). 


Die Primideale 5+20 und 1-30 -+2% sind primär; dementsprechend 
gelten folgende Congruenzen: 


II 


5 +20 — 06 + 30) = — 80 (3 — 30) 


1-g+3= (+9) (3: 30): 


I 
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Die Zahlen 5 + 3e und 1 — 80 + % sind also primär. 
2) Satz 44 und 45 (Primäres Ideal). 
Die Ideale O2 +) (2 +i+o) und (l +” (8 + 0) sind primär; dem- 
entsprechend gelten folgende Congruenzen: 


BL a mario) == 0) 1)" :@ — 80) 
d+p@e +)  =6-1 (8 — 30). 
Die Zahlen o@ +0) 2 +i+ie) 2 +:) und (1 +) (30° +1) sind 
folglich primär. 
3) Satz 48 und 49 (Hyperprimäres Ideal). 


Die Ideale 11(1 + ©), 7 + 2% und 71 sind hyperprimär; dementsprechend 
gelten folgende Congruenzen ; 


1MA+)=s(i-V © 
3) ,=(@-2%: (9) 
1 = (1) (9). 


Die Zahlen 11(1 +), 7 + 2, 71 sind also hyperprimär. 
4) Satz 37. 


Von den beiden Primidealen 1 +i und 7 +2 ist das letzte primär; 


es muss demnach das Reciprocitätsgesetz zwischen einem beliebigen und einem 
primären Primideal gelten, also 


ei 
7+%& Eon = 


sein, da 7 + 2i eine primäre Zahl ist. In der That findet man: 


ee - 
Re) ed) 


Fe 


5) Satz 43. 
Da für 5 + 3oe die Congruenz 


5 +30 = 8 (d-0)*) 


gilt, muss 


80 


sein. 
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57.80) - \. #80) 


In der That ist: 


Berichtigung. 


8.7, Zele3v.ules p—=®% statt p = ®. 
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Constitution of Matter and Analytical Theories of Heat. 
An Essay in four Parts. 
By 


Ganesh Prasad of Balia (India). 


Communicated by F. Klein, July 11, 1903. 


Preface. 


„Mathematical analysis has no marks to express confused notions.“ J. Fourier. 


The following essay was undertaken with the objeet of utilising the recent 
advances in mathematical analysis for working out analytical theories of heat, 
each theory being based on definite suppositions as to the constitution of matter. 

In carrying on the investigation embodied in this essay I consulted a very 
large number of authorities. I am chiefly indebted to the writings of G. Cantor, 
Fourier, DuBois Reymond, Lord Kelvin, Larmor, Maxwell, Poisson, 
Broden, KarlPearson, Poincar& and Weierstrass. To these Imust add 
Dini-Lüroth’s „Grundlagen für eine Theorie der Functionen einer veränder- 
lichen reellen Grösse“, from which my knowledge of continuous analysis is chiefly 
derived. I am also indebted to Fitzgerald’s scientifie papers!) and Som- 
merfeld’s dissertation?). Finally, I must mention that in the early stage of 
this investigation I received great encouragement from the views of F. Klein 
as given in his Evanston Colloquium and „Gutachten der Göttinger philoso- 
phischen Facultät betreffend die Beneke-Preisaufgabe für 1901“ (Göttinger 
Nachrichten 1901, Geschäftliche Mitteilungen; Math. Ann. Bd. 55). 

The essay in its present form was completed in the year 1902, with the 
exception of certain purely verbal alterations and a few unimportant corrections. 


1) „Ihe Scientific Writings of George Franeis Fitzgerald“, Dublin 1902. 
2) „Die willkürlichen Functionen in der Mathematischen Physik“, Inaugural - Dissertation, 
Königsberg 1891. ;e 
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Introduction. 


(d) 

The object of this essay is to show how the recent advances in mathema- 
tical analysis may be used for working out analytical theories of the linear 
conduction of heat in a homogeneous solid; each theory being based on definite 
suppositions as to the constitution of the solid. The essay is divided into four 
parts. In Part I. we give a theory which treats the solid as a continuum with 
the same properties in all its points. Part II. contains a carefully worked out 
theory which treats the solid as molecular in structure but takes no account of 
the constitution of the molecules; at the end of this part a critieism of Fou- 
rier’s theory is given. In Part III. is worked out a theory which regards the 
solid as improperly continuous, 1. e., as a continuum in which an everywhere dense 
but enumerable aggregate of points is marked out to distinguish the solid from 
all other solids; this part concludes with a discussion of the question of the 
„uniqueness of the solution.“ PartIV. contains a brief discussion of the theories 
expounded in the previous parts. 


(2) 

We restriet ourselves throughout this essay to the simple problem of linear 
eonduction in an infinite slab bounded by two parallel planes impermeable to 
heat and at distance 2x from each other, the initial temperature being an even 
funetion of the distance from the central plane of the slab. The first step to- 
wards the solution of this problem is to define the conditions of the phenomenon. 
We take the fundamental condition to be the satisfaction of the principle of the 
conservation of energy; the other condition is that if with varying time any 
physical quantity passes from one value to another it assumes all the inter- 
mediate values. The next step is to transform the problem from a physical into 
an analytical one; and this is done by translating, with the help of suitable 
hypotheses, the above two conditions, and the supposition of the impermeability 
of the faces, into analytical language. We then find without difficulty an ex- 
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tensive class of solutions in terms of functions of the type 


, < — m? t 
Vet) = 4a, + Da, cos mxe ; t=0, 
1 


AV 7 
where a, = | f(x’) cos m&' d«x', f(&) being any integrable function; such func- 
0 


tions V(x, t) we call, for the sake of convenience, functions of Fourier’s type. 


8) 

In Part I. we first find the analytical representations of the conditions of 
the phenomenon. These are the conditions (A), (B) and (©) of Art. 4 In 
Art. 5 attention is drawn to the fact that there may be solutions of the pro- 
blem other than funetions of Fourier’s type. Throughout the remainder of this 
part we discuss solutions of Fourier’s type. We begin by expressing (A), (B) 
and (©) in terms of V(z, t), f(x) being the initial temperature. We thus obtain 
in Art. 10 the group of conditions which is necessary and suffieient in order 
that V(x, t) be the solution of the problem. These conditions are the following: 

i. For every value of x or, at least, for an everywhere dense aggregate 
of its values, there exists a finite constant P such that, for any value of £, 


however small, — V.(z,%) | <— pP nen. 


ii. Lim V(x, t) = f(x) if the limit exists; or, the limit does not exist, and 
i=+0 


then f(x) is contained in the aggregate of values assumed by V(x, t) as t appro- 
aches zero. 

In order to find the nature of the restrictions which these conditions impose 
on f(x), we carefully investigate in Arts. 11—21 the behaviour of V’(x, t) and 
V(x,t) when t approaches zero. The final results of this investigation, in which 
we make use of Du Bois Reymond’s Infinital Calculus (Infinitärcaleül), are 
given in Arts. 19 and 21‘). Making use of these results, we give in Art. 22 


1) It would be convenient to explain the notation which we use: If A(y) and B(y) be two 
Ay) 
By) 


said that AY)SB (y), as y approaches %,, according as 3 has a limit which is infinite, finite 


functions of y such that is positive and monoton in the neishbourhood of y,; then it is 


or zero. This is Du Bois Reymond’s notation. We have found it convenient to introduce four 
new symbols, viz., >=, u, << and +>. By LW)&® M(y), we mean IL) ZUyWN 
where N (y) is finite and positive (different from zero) but not necessarily monoton. For example, 
>.) (2 -+ cos ) as y approaches zero. If, with the approach of y to %, C(y) makes an 
dental, large eher of oscillations, from positive to negative values, with indefinitely increasing 
amplitude; then we say that C(y) #>- 1 as y approaches y,. For example, eos (5) +>1as 


y approaches zero. 
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certain necessary and sufficient conditions for f(x), which are of extensive appli- 
cability. These conditions at once indicate the classification of initial states as 
stable or unstable, non-oscillatory or oscillatory, admissible or inadmissible. This 
classification is discussed in Art. 23. We conclude this part with Art. 24 in 
which five examples') of initial states are given; the solution of the problem 
corresponding to each of these being of Fourier’s type. In the first the initial 
state is continuous, stable and non-oscillatory; in the second, discontinuous but 
stable and non-oscillatory; in the third, discontinuous, stable and oscillatory ; 
in the fourth as well as in the fifth, discontinuous and unstable. 


(4) 

In Part II. we give a carefully worked out theory which treats the solid 
as molecular in structure but takes no account of the constitution of the mole- 
eule. The scheme of our exposition is as follows: — 

In Art. 25 we begin by specifying clearly and in detail the molecular 
oseillations in the solid. The solid is thus supposed to contain rows of mole- 
eules parallel to the axis of x; the molecular oscillations in each row being the 
same. Each row contains » assemblages, the number of molecules in each assem- 
blage being ss. Now, with each assemblage in a row is associated a quantity 
which is a function of time and which depends only on the molecular oseillations 
in the assemblage; this quantity we call the temperature of the assemblage. At 
the end of Art. 25 is given the following formulation of the problem: — 

The initial temperatures, 7, (0), 7,(0),.... 7,(0), of the assemblages A,, 4,, 
... A, in any particular row being given, find their subsequent temperatures. 

The investigation embodied in Arts. 26—81 requires very delicate conside- 
rations and is the most difficult portion of the exposition. In these Articles we 
show how, by means of the hypotheses («,), (ß,) and (y,) of Art. 27, approximate 
analytical representations of the actual conditions of the phenomenon can be ob- 
tained in terms of a continuous function Y(«x,t) which we call the auxilkary 
funetion of the problem; this funetion is such that Y(x,„t) = T,(f) where x,,, 
is the x-coordinate of the centre, and 7,(t) the temperature, of the assemblage 
A, at time {. As the first step to this end, we find in Art. 28 an approximation 
to the quantity of heat which flows across a unit area, placed at right angles 
to the axis of x, in any interval (f, £+r): the result is given in the equation (D). 
As the next step we obtain in Art. 29 an approximation to the quantity of heat 
absorbed by a cylinder, with its axis parallel to the axis of x and its faces, of 
unit area, = x, © —= x, in any interval: the result is given in the equation (EI). 


1) It is hardly necessary to mention that the functions f(x) used in the examples (iii) and 
(iv) belong to a new type which was suggested to the present writer by the procedure in Arts, 
110*—11* of Dini-Lüroth’s „Grundlagen für eine Theorie der Functionen einer veränderlichen 
reellen Grösse.“ The investigation given there is, with evident modifications, applicable to these 
functions. 
1* 
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In Art. 30 we discuss these two results and attention is drawn to the fact that 
in order that approximations be at all possible it is necessary that the peri- 
phery of the unit area be of restrieted size and shape. For example, when the 
area is a rectangle (453) no approximation is possible, A being the length 
of the molecule. Making use of (I) and (II) we obtain in Art. 31 the approxi- 
mate conditions of the phenomenon. These are (A,), (B,) and (C,). (A,) corre- 
sponds to the principle of energy; (B,). to the condition that as 7, (t) passes 
from one value to another it assumes all the intermediate values; and (C,), to 
the supposition of the impermeability of the faces. The remaining portion of 
the exposition is much simpler; in it we find what conditions f(x) must satisfy 
in order that the auxiliary function be of Fourier’s type, where f(x) = Y(«, 0) 
and f(z), f’(x) and f”(x) are finite and continuous. We show in Art. 32 that, 
as (4,), (B,) and (O,) are in form the same as (A), (B) and (C), the only con- 
ditions to be satisfied are those which are necessary in order that (A,), (D,) and 
(C,) be approximations to the actual conditions. These necessary conditions are 
given in the end of the article. 
The final result, regarding the condition to be satisfied by f(x), may be 
thus stated: 
If it be supposed that 

ze 

1, = 10° ,, 

= » : 

s 

then it is sufficient that 


A, ; Pal 
EISEN 8 m 

du 45 |f’(#)|+67b+ ID- m\ 
be negligible This is the condition (9,) given at the end of Art. 37. Here 24, 
is the quantity which first appears on page 26 and may be called the radius of 
the sphere of influence of any assemblage, A, is the greatest length that an 


assemblage can have, f = ll i(29) dau.\,.0, f f" (@’) cos ma’ dx’ and b is 


In Art. 38 attention is drawn to the fact that, in a 
professedly inexact theory like the present one, the important thing is the nature 
of the restrietion imposed on f(x); and, as the quasi-necessary condition (9,) 
clearly shows, this is purely arithmetical. We conclude the exposition of this 
theory with Art. 39 in which illustrative examples are given; in each example 
we start with definite suppositions as to the magnitudes of A, A, A, and find 
out the corresponding superior limit of error. The table given in the fourth 
example draws attention to the fact that the error increases very rapidly as 
the change of initial temperature from assemblage to assemblage increases; in 
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the fifth example this change is so great that the theory fails to give any 
approximation to the solution, 

In Arts. 40-43 we give a brief ceritieism of Fourier’s theory. We begin 
by pointing out that Fourier’s theory is a continuous one; we then find in Art. 
41 the conditions which are necessary and sufficient in order that the conditions 
given by Fourier’s theory may have any meaning and, further, follow from the 
eonditions (A), (BD) and (C') of our theory. In Art. 42 we consider the solutions 
of Fourier’s type and prove the following result: — 

In order that the conditions given by Fourier’s theory viz., 


0) 0° 


T (x, £) is continuous in &, and ’(a,)=0, Ta, = I), -aSı=z 0<St, 
may have meaning and necessarily follow from (A), (B) and (C), it is necessary 
that f”(x) exist and = finite; and it is sufficient that f” (x) be finite and con- 
tinuous, and f’(z), f'(—x) be zero. 

We conelude n part with Art. 43 which contains seven examples specially 
selected to illustrate the limited scope of Fourier’s theory. 


(8) 


Part III. contains a theory which regards the solid as improperly continuous; 
to work out this theory we have to employ an improperly continuous analysis, 
i. e., an analysis in which one of the independent variables has for its domain 
an everywhere dense but enumerable aggregate. We begin by carefully speeci- 
fying in Art. 44 the notation which we employ. In Art. 45 we formulate the 
following improperly continuous theory of solids: 

With the slab is associated an enumerable aggregate @, of positive numbers, 
which is everywhere dense in the interval (O0, x) and contains x: we call @ the 
diseriminating aggregate of the slab. Also, two slabs differ only in this that they 
have different diseriminating aggregates. Taking & for a variable with the aggre- 
gates —G and @ as its domain, we define the temperature 7(z, f) at any point 
x by the equations 


Tat) = c&,d)d, 0<r<a-, 


&,1)d, a-IZSxı Se, 


where I is dependent on @ and is less than, say, 10”. 

These are the equations (4,) of page 50: C(&, t) is called the characteristic 
function of the slab. At the end of Art. 45 the problem of linear conduction is 
thus formulated : 
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Given the initial characteristie funetion C(&, 0), find the characteristie func- 
tion at any subsequent time. 

We then go on to obtain the analytical representations of the conditions 
of the phenomenon; these are the conditions (A,), (B,), (C,) and (D,) of Art. 47. 
In Art. 48 attention is drawn to the definition of temperature, as given by 
(%,), which indieates the classification of initial temperatures as possible or im- 
possible. In Arts. 49—53 we discuss characteristie functions of Fourier’s type. 
We begin by expressing (A,), (B,), (0,) and (D,) in terms of V(x, t) and in the 
notation of continuous analysis; we thus obtain in Art. 51 the group of con- 
ditions which is necessary and sufficient in order that C(&,t) = (8,1), C(&, 0) 
being p(&): here 2(&,N) — VE 1) and 9) = f). 

These conditions are as follows: 

ı. For every value of &, there exists a finite constant P? such that, for 


is less than P, — na <i<m. 


any value of i, however small, re ) 


WE 


i. Lim V&,D)=og(6) if the limit exists; or, the limit does not exist, and 
t=-+0 


then p(&) is contained in the aggregate of values assumed by V($, t) as £ appro- 
aches zero. 

Making use of the results of Arts. 19 and 21 we find in Art. 52 necessary 
and suffieient conditions, for @(8), of an extensive applicability. These conditions 
at once indicate the elassifieation of initial states as stable or unstable, oscıilla- 
tory or non-oscillatory, admissible or inadmissible This classification is dis- 
cussed in Art. 53. In Arts. 54 and 55 we discuss approximations to impossible 
initial temperatures. We conclude the exposition of the theory with Art. 56 in 
which nine examples are given to illustrate the salient features of the theory. 

This part ends with Arts. 57—59 in which we give a careful discussion of 
the question of „the uniqueness of the solution“, specially bearing in mind the 
fact that there may be solutions other than functions of Fourier’s type. 


(6) 
In Part IV. we discuss briefly the theories, expounded in the previous parts, 
in so far as they illustrate the nature of the relation of mathematical analysis 
to physies. 
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Part I. 


Continnous Theory '). 


Formulation of the Problem. 


1. In the present part I propose to examine the phenomenon of the linear 
conduction of heat in a homogeneous solid from the point of view of the con- 
tinuous theory of matter; I will, therefore, treat the slab as a continuum with 
the same properties in all its points. 


Analytical representation of the conditions of the Phenomenon. 


2. Take a straight line perpendicular to the faces of the solid as the 
axis of x. Let the faces be given by 


DR Ich z=-+n. 


Let £ be another continuous variable; and, unless the contrary is mentioned, 
suppose that OS, - na <ı=<n. 

Then the temperature of any point of the solid at time ? is a function of 
x and £ only. Let 7(z,t) be this function. 


3. Let S be any closed surface in the solid. Then the principle of the 
conservation of energy requires the equality of the quantity of heat which 
flows into S in any interval (f, £+r) and the quantity of heat absorbed by the 
enclosed solid in the same interval. It is evident that the principle is satisfied 
if the equality is proved for the case when S5 is any ceylindrical surface with 
the axis of x as its axis. 


. 1) In working out this theory I have received very great help from Fourier’s „Theorie 
Analytique de la Chaleur“. I am also greatly indebted to Du Bois Reymond’s „Untersuchungen 
über die Convergenz und Divergenz der Fourierschen Darstellungsformeln“ (Abhandlungen der k. 
bayer. Akademie, Bd. XII). 
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The following two hypotheses suffice for an analytical representation of the 
principle of energy as stated above: 

1. The quantity of heat which flows across unit area, placed at x at right 
angles to the axis of x, along this axis in any interval (£, {+ r) is equal to 


tr 
ER, T(EL)dL, 
t 


where 7’ («,t') stands for Es T(x,t') and K is a constant called the thermal 


conductivity of the solid, 


1 cn, («) 


il. The quantity of heat which is absorbed by a cylinder, with the axis 
of x as its axis and its faces, of unit are, = 2, x = x«, in any interval 
(£, t+r) is equal to 


tg 
ef Ta, t+7)— Ta, t)}dar, 
% 


where c is a constant called the thermal capacity of the solid. (B) 


It would be convenient to consider the units so chosen that e — 1. 


4. Thus the principle of the conservation of energy together with the 
supposition of the impermeability of the face, = —n, of the solid finds ex- 
pression in the equation 


x t 
STE Te,0)ar = | Trat)dl, a <ı<m © 
0 


T, 


This is the first and the fundamental condition of the phenomenon. 

The second condition is the following: 
T(x,t) is continuous in {, or, if it has any discontinuities they are of the 
second kind; further, if i, is a point of discontinuity, 7(«,t,) is contained in 
the aggregate of values assumed by 7'(x,t) as t approaches #,. (B) 

This is merely the analytical representation of the supposition that when, 
with a given x, T(x,t) passes from one value to another it assumes all the inter- 
mediate values. 

The third condition, 


im 9&)=0, Im 0@d)=0, (©) 


2 —= — a0 = n—0 


expresses the impermeability of the faces, @(x,t) being the quantity of heat 
which flows across unit area, at x, in the interval (0, 2). 


CONSTITUTION OF MATTER AND ANALYTICAL THEORIES OF HEAT., %) 


5. It should be noted that 7(x, t) need not satisfy any conditions other 
than those necessary to make the conditions (A), (B) and (C) intelligible and 
these conditions themselves. For example, 7’ (x, f£) need only be finite and inte- 
grable in ?; thus it may not be possible to obtain an interval of time, however 
small, in which there are not an infinite number of instants at which the rate 
of flow of heat does not exist. Also 7’(x,t) may be meaningless for an aggre- 
gate of values of t, of zero content; in particular 7’(x, 0) may not exist. 


Solutions of Fourier’s Type. 


6. Let the initial temperature be f(x), a finite, integrable, and even function 
of x. I will find the necessary and sufficient conditions, that f(x) must satisfy, 
in order that the temperature at any subsequent time be given by V(x, t), where 


ee) 


Kae) Hat D a,cos mx ee 
1 
a, being given by 
Te 
da — a | f(«') cos ma’ da’. 
Lan 
It should be noted that Vz, £) is defined only for t>0. 
7. Substitute in (A) and (B) 


Te) = Va t) 
7,0) = f(@). 


Then these conditions become 


J 


' 


Ya’, t)—-f@)|de — Fr (&, tat", MR: (A’) 


lim V(z,t) = f(«) if the limit exists, or, the limit does not exist, and then 
i=-+0 


f(«) is contained in the aggregate of values assumed by V(x,t) as { appro- 
aches zero. (B’) 

Consider (A). The series for V(x’, t) is uniformly convergent in x' and is 
consequently integrable term by term; also it is easily seen that 


x 2) 
W la)-ta|de — I, = sin me. 


le m 
Therefore the left side of (A’) is equal to 


Sa: —m? SICH 8: 
2 umze MID SE sin me. (1) 
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Now, 


Ru A 
N Vı(@,0)du. — l se 0% (x, U) dt 
0 th 


where 2,>0 but arbitrarily small and fixed. 


N o . m, 
V’(&,t) = — ma, sın mxe ; 
1 


and, since this series is uniformly convergent in ?' for ?>0, it {is integrable 
term by term in the interval (t,, ?). 
Therefore the right side of (A’) is equal to 
© 18: 2) 8: % 
>2 In sin me D In sinmae " % N V’(&, tat’. 
T'm ı Mm 0 


But it is well known that «a, becomes indefinitely small with n - Therefore 


[e-) e Se 
> — sinmze " % — 2% = En mze al) 


where 6,(t,) becomes indefinitely small with /,. Thus, if for any value of /, 
however small, |V’ (x, ?')| is less than a finite quantity P(x), the right side of 
(A’) is equal to 


[ve 


m? ® j 
> sinmxe " 2 sin m&— 6, (t,) +91, P (x) 
1 ı 


where 0=|9|<1. (2) 
Therefore, by choosing {, sufficiently small, the difference between (1) and 
(2) can be made as small as we please. Therefore (A’) is satisfied. 
8. When |V’ (x, t')| does not remain less than a finite quantity P(x), as ® 


t 
approaches zero, then fi V’(x, t')dt' is meaningless and, consequently, Q (x, t), the 
0 


quantity of heat which flows across unit area, at x, in the interval (0, £), is in- 
determinate. I will, therefore, supplement the hypothesis («) by the following 
hypothesis : 

If the values of x, for which P(x) exists and, consequently, according to 
(«), @ (x, t) becomes indefinitely small with ti, form an aggregate which is every- 
where dense within the domain of x, i. e. the continuum (—x, +), then Q(x, i) 
becomes indefinitely small with £ for every value of x within the domain. (y) 

9. Consider the condition (C). It follows from the two preceding articles 
that, if the values of «, for which P exists, form an aggregate everywhere 
dense within the interval (—z, ®), 

m?t 


- Ya) = 5, a sinma Sen gi <ai< 
— — in —.— xe — — 2 
g7 ; 2 rad > „) lu ma, B14 u 


EEE EEE HERE 
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Since both the series on the right side of the above equation are uniformly 
convergent in &, 


IimaO(@,. 0-0: 


x —= r—0 
im Qt) =0. 
= —ı-+0 


10. Thus the group of conditions which is necessary and sufficient, in order 
that V (x, t) be the solution of the problem, is the following: 
i. For every value of x or, at least, for an everywhere dense aggregate 
of its values, there exists a finite constant P such that, for any value of t, 
however small, |V/'(«,)|<P, -a<x<n. 
il. ne t) =f(&) if the limit exists, or, the limit does not exist, and 
u — 


then f(«) is contained in the aggregate of values assumed by V (x, t) as t appro- 
aches zero. 


Behaviour of V'(x, t) for t small. 


11. As V’(&,t) is an odd function of x and V’(0, 4) =0, it would be suffi- 
cient to consider the case O<x<r. 
Let ®(y, t) stand for 


1+23 cos me 20, 0<y<=<2r. 
Then 
BO (y,t) = — 25) msinmye ; 
Now, 
len) — — > ma, sin mx ae 


2 5 —mit. 
-— m MR m sin ma cos ma’ e " la’) da’ 
ro 


17 


>. m sin m (2+2') El (2) ax. 
E17 


+ = Sf m sin m (x’ — x) a fe’) da’. 
A) 


{es} 2 
. . . —mt. . . . . 
Since the series I) m sin mye is uniformly convergent in y in the inter- 
1 


val (0, 2x), it follows that 


2 A H —m?t @ . —m?t 
I m sin m («’+x) e and m sinm(x'—x)e 
1 1 


9* 
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are also uniformly convergent in x’ in the interval (0, m). Again f(x’) is finite 
and integrable. 
Therefore 


Te em? 
msinm(cx+x')e " Ye) dx’ 


| 
a|l- 


-Ms 
on 


TU 


[rem sinm(e+zx')e " U ae 


I 
| 
al 


o— 


& en 


| 


iR fe) Oo’ (+ x) da’. 
0 


D 
a 


Similarly, 

14 
f m sin m («' — x) e a Er (x) de’ 
0 


alt- 
-Ms 


i ie N alfa! ET) 
e_ =, 1@)o' — a) dar. 

Therefore 
1 7t 
2 


Klo) — fa@)O' (ae +a)de 


= 35 aaa 2 ar 


12. It is well-known that 


Je — (y—2n)? — (Yy+2nz) 


en) =VFIde = +2le ve ya 


Therefore, when y differs from 0 and 2x by quantities which are numerically 


d? 
greater than a positive quantity d, |®’(y, ü)| u Et approaches zero. 
r 
Therefore 
1 prts 
A N — | fe) Oo (& — x) da’ Hr (tl), 
an 6 


where 6 is an arbitrarily small but fixed quantity and 


Bora. 
r 


1) LSM stands for LZ MN where N is finite and positive (different from zero) but not 


necessarily monoton. 
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Therefore 
‚ ee 
va) = 5.) Va+r)-fa-)} od tr) 
Now 
2 
Re En BR) 
2° 
where 
(u) 
Mose 
t 
Therefore 
a’? 
‚ 1 2 ze n, 4 
V”’eh) = ——| 1-77 2”? dx’ + R(t 
= et | ® ve er) 
where 
ae 
mal en 
= 
t 
L ef‘ er ’ 
Let D(x, x’) stand for rn N) Then, 
we 
il 2 at 
V’(x, t) beha a ——— /! D(«, x’) x” da’ 
(x, t) behaves as ne ze X ÜD 


when ? approaches zero. 
13. I£|D(«, @')| <4, a finite quantity, as x’ approaches zero, then it 
follows from (T) that 


ci 
A ONE HE 
y. dl < ———— x” e dx’ 
In! er 
BR 
as Z approaches zero. But eh are "da approaches 1 as ? approaches 
2 Vat><to 


zero. Therefore |V’(x, {)|< A as it approaches zero. 

If D (x, x’) becomes indefinitely large as x’ approaches zero, then it is easily 
seen that V’(x, t) becomes indefinitely large, as i approaches zero, and has the 
same sign as D(x, x’). In particular, when D(z, «’) w x" as x’ approaches zero, 
0<k<1, I (a, dw (VE). 

I proceed now to consider the case when D(x, x’) makes an indefinitely 
large number of fluetuations, with indefinitely increasing amplitude, as x’ appro- 
aches zero. It would be sufficient for the purposes of this essay to investigate 
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the case when 
Dia, 2) ev 2 .cos DE), 
where %(&’)>1; the investigation naturally divides itself under three heads: 
l) 1 a ih ' 1 
1. v@)<1(z): 2. ve) 3, ve) il): 
; 1 
1: ve) <<): 
8 ER 
14. It follows from (I) that ey (x, Ü) uf at cos Ip(aN)! ee der. 
0 


CE 


> ODE 0 ee 
at cos Ib (a')}e “ 12' re- 


Let Z, Z,, I, stand for. er 
N Cx2Vt 
spectively, © being an arbitrarily large but fixed quantity. 
Consider ].. 
Put @ = 2fty. 
Then 


= 2+k pr 14% a 
L = ey: ii yr! cos Ip ayey)!e "an. 


Let v(@aYty) = y(2\te)—v = u—v, & being an arbitrarily small but fixed 
quantity ). 


C C 
Then JS — /f el a 
€ 


And R ö 
[6 2 4 nnr2 
N = c08 uf yırk cos ve ” dy-+sin uf yıt! sin ve ° dy. 
€ 3 € 
Now Re R et 
vavYty)-v@Vte) = 2y-)Vt Wat y), 
where 


e<y<y. 
Since v@)<1(5) it follows that -v(@)< - Therefore 
-VeW@aVty)=1 
and, for every value of y in the interval (e, CO), v approaches zero with £. 
Therefore 


: Kelle c 2 
% yır? cos ve ” dy and N yt?sinve Ay 
€ € 
C 1+k —y? c 
approach M Yy e ” dy and 0, respectively, as 2 approaches zero. 
€ 


1) This artifice was suggested to me by the procedure in Art.4 of Du Bois Reymond’s 
Memoir. 
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€ — 2 
Therefore, since ! I cos Ip (AVty)!e dy can be made as small as we 


please, by choosing & sufficiently small, and |v(2e Vt )-y(@yt)! 1, it follows 
that 
FR k 
I w(Vt er cos |v (2A yr)! 
for those values of t for which cos {y (2 VE)| is not zero. 
15. Consider I, Put v(«) = n. Then 


2 (6) 
I, = J P (a) cosndn, 
Y(Ox2yt) 
ud 
gt S: 4 
where P(x«') stands for See 
zitk 
Put ES X(«’) and let d be the value of x’ for which — P(x’) attains 
its maximum. 
Then d is given by the equation 
(a) _ Ad 
EEE TEN 
Now, ; 
DE IV (@)} >1 
since 
(7)>v@)>1. 
Therefore 


at X@)} nr 


Therefore De (a’) | ev L(x’) and, consequently, 


SICH RN 
X (&’) x 
d 1 & 
Therefore 5, v7 and, consequently, dv Ve. 
Let © be chosen to be sufficiently large; then, 


d<0>=2Yt 


and —P(a’) constantly decreases as «’ increases from O>x<2\t to o. 
Let Y(d) = n,; then it is evident that 


Im -v(0x2V8)) «1. 
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Now, putting — P(«') = Q(n), 


v(Ox 2avt) 
L,= H (m) cos ndy 
% (6) 
TC 37 2r—l 
w(O>SaMe) Sr no le os ee 
7 37 I7t 
No; No: Nu ig; % (6) 
where n,— a > a <vy()<n-— nn z,r being integral. 
v(Cx2Vt) 
Suppose ? = t, so that n, = ma, where m is integral. Then [ 
7 
n — — 
n—7 
is numerically greater than (— 1)" I and therefore still greater than 
nn 
n IX By 
7 00875 Q (m. gi 
and it has the sign (— 1)”. 
m—Z 7 
f is numerically less than #0 (n-3) and has the sign (-1)”*. 
ne z 
377 IT 2r—l ne 
U ar Ne: Nano 
ef 
. 5 7 
Ns > N— z %(6) 


= (-17x2 [0 ()- 0m) + +- 10a )+C-D%Qm)! 


where n,, n,, etc. lie within the intervals m -%) (m, 5) 


etc. respectively, and O<%k,<1. 
Therefore Q(n,), 9 (n,), ete. form a decreasing series; and, consequently, I, 


has the sign (—1)” and is numerically greater than 


7% Im In n 
= cos Fan Q (m. Bin =) Narr a) (n. mar )} 
provided that this expression is positive. 
Now, let 
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Then 
Ar nt 
DR) 
where y<y<x+®. 
i) t & c 
Therefore — = — —- is greater than — —— — since evidentl 
re ne un u enn) 


—ı'(x’) decreases as x’ increases. But —x’y’ (x) <1 since vw) <1(z): 


Therefore > 1 as x approaches zero. (1) 
Now, it is easily seen that as # approaches zero 
an .. K+N—r 0° 
e(m- 3)> lm- - it ee 
But 


2 2 2 2 
+)’—y EM 2x9 +9 Er 
t t d’ 


according to (1). 


And x>d. Therefore Pr and, consequently, 


Q (m-3) ms Q (m =) ; 

Therefore J,(t,) has the sign (—- 1)”. 

16. Since Ip(@\t,)—mz| approaches zero as Z, approaches zero and, con- 
sequently, m approaches infinity, it follows from Art. 14 that 

],(£,) has the sign (— 1)”. 

Therefore I(t,) = IZ,(t,)+],(t,) has the sign (—1) 

Therefore it is proved that, as t approaches zero, V’(x, t) makes an indefi- 
nitely large number of fluetuations, from positive to negative values, with indefinitely 
increasing amplitude. For the sake of brevity I will, hereafter, express such 
behaviour by the symbolism 


Ya, 1)+>1. 
1 
2. vl) (>) 
a’? 


ox2Vt ar 
17. 1, = N at cos j (2) * An! 


_ aynpt fs I l = a ne! a 
= aD ig, )+ 2 
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where 
© HE nl 
Rcosy = } Y cos 1 Pik Ay, 
0 Y (1) 
‚C } 2 
sn a — f yını sin j D) e °’ dy. 
0 . 
} ! (1/6) 
Consider I], — f P(x') cosndn where P(x’) and n are equal to 
I(1/C>x2Vt ) 
ia 
te and (>) respectively. 
The value of «’ for which — P(«') attains its maximum is 
2 —= d = VD aA. 
Therefore, when C' is sufficiently large, — P(#') constantly decreases as &’ in- 


creases from O>x<2\t to o. 
Putting 11/0 x2Vt)= n, let 
m+d)azZn,>(m—})x, 
(mr +) >!(l/o)Z (m—r—})m. 


Then 
Mc 
= /  Qm eos ndn 
I(1/o) 
UN (m—3) #7 ai (m—r+3)® 
= "(m—4)m (m—})n "(m—3r) "1(1/6) 


= (1x2), 0m) - 0 m)+ 9m) -—+-D"9n + DE, 0m)! 


where n,, ,, ete. lie within the limits of the first, second, ete. integrals respec- 
tively, and O<(k,k)=1. 
Since the Q’s form a decreasing series it is easily seen that 


1, = (-1"x2 10 (a) KR m)! 
where O<%k<1. Therefore 


ILI<40 0) < 40m) i.e. —AP(Ox2YM). 
Thus 
ILI=4l0>2VEy el. 
Therefore, by choosing C sufficiently large, I, can be made as small as we 
please, in comparison with Z,, provided that I, is not zero. 
Therefore, y, being the value of y when C’ is made infinite in (1), 
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Kilzyt) = WE cos 1 m2) + 7! 


for those values of t for which the cosine is not zero. 
Therefore V’(z, it) +>]1. 


3, ve)>=1lz): 


182 7 a cos |v (@")} “ ar Kar Ä 
0 


Proceeding as in the case of I, of the last artiele, it is easily seen that 
each of the integrals J : and f i is numerically less than 4P (a). 

Therefore [I] <8]|P(a)| and consequently, |/]| S|P(d)| as t approaches zero, 

Case I: va)>z- 

As shown in the beginning of Art. 15, d is given by the equation 


X'(a) _ A, 
ra a 
and since 
v 1 ’ ’ Lu 
va)>a -V@)> 
Therefore — X(a') <a”? and, consequently, 11-X(a')} ZI(e). 
Therefore 
Ale 
Rz) nm a"? 
d 1 = 
hence Hd and, consequently, d \t. 
Now, 
d2 


EN 
) 
d? 


hence — P(d) < de a 


P(d) = X(d)e 


Since [7)&S-— P(d), it follows that 
d? 


y@, ei tatte “and, consequently, 1. 
gr 
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Case II: 
1 
= ' Iran 
ve)>1lz) 
Therefore zo te = X («')\ ut. 


hence 1/-X(@)| vL(a'). 
Therefore - en n and, consequently, dv \t. 
Therefore 
oz 
7. ds te xln) een 1 
ix u (VE) 2 


Thus, when va, it follows from (1) that V’@,d)])=<1 fk+v>1. 


1 
When ve) or k+v =1, V’(@,t))S1. Inall other cases (1) leaves it 


uncertain whether 


Summary relating to the behaviour of V’(x,t) for t small. 


19. The results obtained in Arts. 11—18 may be summed up as follows: 

1. .1V a, Deco LE DIE: 2) ol: 

In particular IV’ (a, y]—Al=L if |] Die, Are, A being a finite 
positive quantity. 

a aa te ze. 


ii. When Da, x) v el eos Iv(a')|, v(a’) being >=1 and O<k<1, 


1, |P ran a 
A: ‘ t au — 
"’@%d):>=1 V”’@Hd<lor ’RHS y(yD 
je 


—_ — 
according as dH (x) SI (u =) >, 07 >1(. =) but S— 


Behaviour of Vz, t) for t small. 


20. As V(x,t) is an even function of x it would be sufficient to consider 
the case O<x<m. 


Proceeding as in Art. 11, it is found without difficulty that 
Ve, = f fi@’) O(&' + x) da’ + f(&’) O (&' — x) da’. 


It is easily found, by the method of Art. 12, that as ? approaches zero 
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DO 
V(x, t) behaves as = f'M (2,0)e "dr (II) 
Urt ir) 
where 
M(«, «') Zi a a <a, 
= f@—), vie n 


21. It follows from (II) that lim V(z, t) = lim M (x, «'). 
ti=-+0 “=-0 
When lim M(x, x’) does not exist, i. e., when M(x, x’) has a discontinuity 
“—=-+ s 


of the second kind at #’ = 0, it would be sufficient for the purposes of this 
essay to consider the case, M(x, x’) v cos Ida), where u (x’) >1. 


Case I: ve) sl): 


x 
Noting that r en nn where X(x’) = ar it is easily found by the 


methods of Arts. 14—17 that Im V (x, t) does not exist. 
1=-+0 


Case 1I: ve>1la): 
It is easily found, by the method of Art. 18, that 


-i ol 1 1 
II, y|=1, or s|-t IRVD)N, 1. ©. vo) according as v@)>z: or Se 


Since — v’ > it follows that |V(z, t)| is always =1. 


Necessary and sufficient conditions for f(x). 


22. The group of conditions, of Art. 10, which is necessary and sufficient 
in order that V(x, t) be the solution of the problem leads, with the help of the 
results given in Arts. 19 and 21, to certain necessary and sufficient conditions 
for f(x), of an applicability sufficiently extensive for the purposes of this essay. 
I give the simplest and most important of these conditions below. 

i. If f(&) is continuous in the interval (-x, x) then, in order that V (x, i) 
be the solution of the problem, it is sufficient that there exist values of 
%, forming an aggregate everywhere dense within the interval (-z, x), for 


which either |D(z, «’)|w1 or #D(z, «') v EEE cos Iv(a@’)! where y(x’) > a 
k+H+v>1. 

il. If f(x) is discontinuous in the interval (-x, x) then the condition rela- 
ting to D(x, «'), given in i., together with one of the following conditions is 
sufficient:: 
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(a) If lim M(x, &') exists, it is equal to f(x). 
x —=-+0 
(b) IE Mw2) = M,(&x®)+M,(2,x) such that Im M, exists and 
“—=-0 


x’ 


M, v cos Iap(a@’)} where »%(x') =1(.), then the condition is that im M, =f(«). 
X —=-0 


(6) M(x, x’) vw cos I (@')} where vl); further, (2) — 0. 
iii. 7(@,t) ceases to be the solution, if at any point lim M(z, x’) exists 
“—=-+0 


and is different from f(x). 
iv. Va, t) ceases to be the solution if, at every point within the interval 


(—rz, x), #D(x, x’) either >1 or PO a cos (ar) where vl, 


Stable, unstable, and inadmissible initial states. 


23. I will call an initial state, 7’(x, 0) = f(x), stable or unstable according 
as both the conditions of Art. 10 are satisfied or only the first. An initial state 
f(x) is considered inadmissible if it is not known that the first condition is satis- 
fied. A stable initial state is called non-oscillatory if T(«, t) is continuous, i. e., 

Im V(&«,t) = f(x); it is called oscillatory if there exists at least one point in 
Z— 


the interval (—x, x) where V(x, t) makes, within any indefinitely small interval 
(0, £,), an infinite number of finite oscillations about f(x), i.e., 7(x,t) has a dis- 
continuity of the second kind at { = 0 and f(x) is contained in the aggregate 
of values assumed by V(x, t) as t approaches zero. 

A continuous initial state, if admissible, is always stable and non-oscillatory. 
A discontinuous initial state, if admissible, may be stable or unstable, non-oseil- 
latory or oscillatory: for example, if it satisfies ü. of the last article it is 
stable; but it is non-oscillatory or oscillatory according as it corresponds to 
one of the two (a), (b), or, for at least one value of z, to (ec). If an admissible 
initial state eorresponds to iii. it is unstable.e. Remembering the conditions in- 
volved in the integrability of f(x), it is easily seen that an unstable initial state 
can be replaced by a stable one without changing V (x, t). 

An initial state is inadmissible if it corresponds to iv. For, @(«, t) is in- 
determinate and, consequently, it is not known whether the principle of the 
conservation of energy, as stated in Art. 3, is satisfied or not. It should be 
noted that this is a case of failure not of mathematical analysis but of our 
physical conceptions. 


Illustrative Examples. 


24. The following simple examples suffice to illustrate the salient features 
of the theory: 
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ud 


ee 320) = La > a” cos (b"x), where a is a positive constant less 


than 1, b is an odd integer, and ab > ir = This is Weierstrass’s function. 


Consider the aggregate Fr where m and |M]| are positive integers and 


|M7| is prime to b and less than 5b". "The aggregate is everywhere dense within 
the interval (—- x, z). 


For any point x, = _ of this aggregate, 
SE La sin.(bd*2),sın (b*x.) _ | (ab — ab i 
ID(z, #’)| = > Var EU EEE 
hence |D («,, «ml, and consequently |V’(=,, | w1. 


Also f(x) is continuous. Therefore V(x, t) is the solution of the problem 
and the initial state, 7'(z,0) = f(x), is stable and non-oseillatory. 
N —_ 


MpBet7(2,0) — F@): = >> 


s>2,0<x=<za, where (nz) represents 


id ’ 


zero, when n« is an integer or "half an odd integer, and in all other cases, the 
positive or negative difference between nz and the whole number nearest to it. 


At any rational point — — with odd denominator, 


2u+1 

N 
a Di 1) > = a 

: ; el 
hence im V’(z,l)) = 3 —; 

t=-+0 1 W 

and, consequently, V’(x, t) w1. 
Also f(x) is continuous at any irrational point or rational point at 


2u Fi 


any rational point with even denominator, f(x) has a discontinuity of the 


) an *) 
first kind but such that 


lea — 3 if@+0) +f@-9! = lim IM (25.02): 


Therefore f(x) = lım V(z, t). 


Therefore V (x, t) is the solution of the problem and the initial state /(«), 
though discontinuous, is stable and non-oscillatory. 
© (x — 0n,) 


(Gü) Let 7(x,0) = f(x) es: „mn s>1,0=<r=m, where 
1 ır 
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ei) cositl5)h Il>o0, 
Yy)=V\ y=d; 


further, G, = |o,,!, 6, = |o,,! are everywhere dense subaggregates of 
G= |o,\, the aggregate of rational numbers, arranged according to Cantor, 
such that @= G@,+G, and the rth and Ath terms of G, and G, are the n,th 
and n,th terms of G, respectively. 

At any point x = a, 0f @, 


u 


E N r=® as' — on We) 1 
lim wie dl Tim Da een ne 
t=-+0 "= 40 1 N, LE 

<2n, 5 & ; 
1 V 


hence |V'(«, | w1. 


Also f(x) is continuous at any irrational point or any point belonging to 
G,; at any point o,,, of @,, f(«) has a discontinuity of the second kind and 
ee, share f.(&) Sr f@)- nn 
Therefore at any irrational point or any point of @, 


lim V(&,d) = f(@); 
t=-+0 


behaves as f, (@) + and is continuous. 


at any point o,,, of G,, V(x,t) makes, within any indefinitely small interval 
(0, f,), an infinite number of oscillations, about f(x), of finite amplitude not 


greater than je 
Therefore Va, t) is the solution of the problem and the initial state f(x) is 


stable and oscillatory. 


(iv) Let 7,0) = fa) = Y m) s>1,0<x2<m, where 
l 7 


2) = esillz)h, Wi>0 
e.y)=4, y—V. 
V(&,t) is the same as the V(&, t) of (ii). Since #(0)>2, f(o,, is not contained 
in the aggregate of values assumed by V (o,, t) as t approaches zero. Therefore 
the initial state is unstable, and, so to speak, runs down instantaneously to the 
initial state of (in). 

(v) Let 7(x,0) = f(x) where f(x) is equal to the f(x) of (ü) at all the 
points in the interval (—-x, =) with the exception of an aggregate of points of 
zero content. Then V(x,t) is the same as the V(z,t) of (ü); and the initial 
state, being unstable, instantaneously goes into the initial state of (ü). 
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Part LI. 


Discontinuous Theory’). 


Formulation of a discontinuous theory of solids. 


25. In the present part I propose to examine the phenomenon from the 
point of view of those theories which postulate the existence of molecules but take no 
account of their comstitution. With this end in view, I proceed to formulate a 
simple and typical discontinuous theory, of solids, in which, for the sake of clear- 
ness, certain unessential points are detailed. 

Taking a centimetre as the unit of length, suppose that each molecule is a 
eireular cylinder, with its axis parallel to the axis of x, of length A and cross- 
section of diameter A; further, suppose that each molecule oscillates, parallel to 
the axis of x, about its mean position, the length covered by its axis in any 
oseillation being less than 24. Thus the slab consists of rows of molecules, 
parallel to the axis of x; and the motion in each row is the same. Suppose 
that the rows are most closely packed; also suppose that the distance between 
two contiguous molecules in a row is never greater than 24. 

Consider one of these rows. Suppose that it contains r assemblages, 


Mn A 


7) 


the number of molecules in each assemblage being s. Then with any assemblage 
A, is associated a quantity Z,(t) which depends only on the molecular motions 
in A, at time t and which may be called the temperature of the assemblage at 
that time. 

The problem of the linear conduction of heat may now be thus formulated: 


1) In working out this theory I have received great help from the writings of Lord Kelvin, 
Larmor, Maxwell, and Poisson. And of these writings the following have been specially 
useful to me: £ 

Lord Kelvin’s „Popular Lectures and Addresses,“ Vol. I, The Size of Atoms. 

Larmor’s „A Dynamical Theory of the electric and luminiferous Medium,“ Part III. (Phil. 
Trans. Vol. 190) Arts. 11—12 and 48—51. 

Poisson’s „Theorie Mathematique de la Chaleur,“ Chapter IV. 

Abhandlg. d. K. Ges. d. Wiss, zu Göttingen. Math.-Phys. Kl. N. F. Band 2,.. z 
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The initial temperatures, T,(0), 7,(0),... 7,(0), of the assemblages A,, A,, ... A 
being given, find their subsequent temperatures. 


r 


Approximate analytical representation of the conditions 
of the phenomenon. 


26. The conditions of the phenomenon are the same in the present theory 
as in the theory expounded in the previous part; but an exact analytical repre- 
sentation of these conditions, in terms of the temperatures of the assemblages, 
is impossible because the precise eircumstances of the phenomenon are not known. 
For example, even if the exact law according to which the molecules osecillate 
were known, the fact of the conservation of the energy in the volume, initially 
oceupied by a molecule, would still be incapable of exact analytical represen- 
tation, as such a representation would involve considerations regarding the inter- 
nal constitution of the molecule and the distribution of the energy inside it; 
and these considerations are essentially foreign to the theory. Thus it is an 
essential feature of the theory that an exact solution of the problem is impossible. 

27. The following three hypotheses suffice for an approximate analytical re- 
presentation of the principle of the conservation of energy; in formulating them 
I will detail, for the sake of celearness, certain unimportant points which are 
easily distinguishable: 

i. The resultant eifect of the molecular radiations, in A, A,, in any inter- 
val (£, {+r) is the low of a quantity of heat equal to 


t+T 
ı ID) TR, di 


from A, to A, along the line which joins the centres of A, and A, at time 
+5: Here R,, is a finite and positive function of the positions of the centres 


of A, and A,, when the distance between them is less than a certain length 
24,, and vanishes when the distance equals or exceeds 24,; further, the greatest 
values of 


12:0 ö 
in. fee) | 50, ed) 
S: and. | 
Ra | For 
are less than a whatever g and g' may be, x,, and «,, being the «-coordinates 
of the centres of A, and A,, respectively, at time £. («,) 
ii. Conduction is wholly due to molecular radiations. (B,) 


iii. The quantity of heat absorbed by A, in any interval (f,2+r) is equal to 


0, (t+ 3) IT,6+9)- 7,0), 
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where c is a constant called the thermal capacity of the solid and G (1+5) is 


the volume occupied by A, at time +5 - (Y,) 


28. Let Y(z, t) be a function of x and t such that T,(t) equals Y(x 
I will call Y(z,t) the auxiliary function. 
Let R,y stand for the value of R,, I 2 % are substituted for Dun 


De %g %y being the values about which En R ‚ fluctuate. 


od. 


Then, noting that 2,,— x, and 2, ,— 2, are each numerically less than A, 
it follows from the end "08 («,) that 
R,e = R,.(1+29,2,), ae 


Also 
T, () SE iM ) u (@,, eh ) RB: (% e)+ ö, 1,2, (X e) |; 
where &, lies on the left of &,, and on the right of &,,, 
ue— Eye — 2A, , 95, 
and 2,(x,,t') is the greatest value of | Y” (x, t’)| within the interval 


(2, — 24,2, +24). 
Now 


ne 2 
2-14), <. 


Therefore it follows from symmetry and from («,), (ß,) that the quantity of 
heat which flows across a unit area L, placed parallel to the faces of the slab 
and distant «, from the origin, in the positive direction of the axis of x in any 
interval (£,t-+r) is equal to 


t+tT t+T 
 ERa al! iz, ojlaıı sn, @. ©) 
t ti 


t-+r ES en ie! 
(Ba) SSL EIER te)] era Anz (1) 
[7 
1,1%, 161, 


t-HT 
where P,(x,t,t-+r) stands for il 2,(x,t)dt and the summation extends to 
t 


every pair of assemblages Ay, As, situated on the right and on the left of «,, 
respectively, for which 
Kom bon = 2A, 


and the line joining whose centres crosses the area perpendicularly. 
Now, suppose it to follow from the homogeneity of the slab that 
2 
Ri) — 


4* 
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where &’ indieates summation with respect to a single row of the assemblages 
Aomı Ao., K is a constant called the thermal conduetivity of the slab, and % 
Aeinnls for 1 or %, according as x, lies or does not lie in the interval 


md 21), (ee ol. 
Then it is easily seen that 
DR, (&.- 2) — Ko, 


where 6, is the sum of the areas of the bases of the rows. Therefore the 
quantity of heat given by (1) is equal to 


tr tr 
pA-d)kK|- J Y@, ar] |Y@, di) 
Ü 
(1420, 4)(140,- ni- auf reale Past 


where » is the greatest value that 6, can have when L is of a standard shape, 


say circular, and d, stands for en and evidently depends on A, the position 


of L in the plane containing it, and the size and shape of the periphery of L. 
Let d, be the greatest value that |d,| can have, whatever be the position 
of L in the plane containing it. Now let P,(@,,4,t-+r) stand for 


t+r 
N Rad) ar; 
t 


further, suppose that ya and A,—;, say, 10.  Thenit d, — 3 — a con- 


dition which will be shown to hold when Z is a ceircle, — it is easily seen 
that, neglecting 


pE, (&,t,t+7,d,) = pkK\2A, P,(@,1,1+7)+(d, +42.) P,(@, 5 +9), 


the quamtiüiy of heat which flows across the unit area is equal to 
t+r 
—pkKf 7% (%,, e) dr, (D) 
[7 


whatever be its position in the plane containing it. 

29. I proceed now to find the quantity of heat which is absorbed by a 
eylinder, with its axis parallel to the axis of x and its faces, of unit area, 
2 —@., 2 — 2,,.m any interval(t, iin). 

Let H represent this quantity; also let Z stand for one of the faces. 

Now, there may exist assemblages, near the surface of the eylinder, each 
of which is sometimes partly or wholly inside the cylinder, none remaining 
wholly inside it throughout the interval; it is easily seen that the portion of 
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the eylindrical volume, occupied by such assemblages, is, at any time in the 
interval, less than, say, 


212, lg 2%) 


: = 

where A, represents the greatest length that an assemblage can have. 
Let H, represent the part of H absorbed by these assemblages. 
Then 


2<c12, A htHe) 
where 2(l,t+r) stands for the greatest value of |Y(&,t+rT)— Y(a,t)|. But 
evidently 394, > 214,+n°4°. Therefore 


= 391.9, Air) 9, —<l. 


Consider 7, — H—H, the quantity of heat absorbed by those assemblages 
which remain wholly inside the cylinder throughout the interval. 

He A, Ana Are Amin be, a. row.!of these "assemblages; 
further, let 


BU — N, 
= X, 
be the faces of A„., at time 145 X,, being greater than X,. Then it 
follows from (y,) that 
B, = 06, 3 (Xu &)| Im (+) Tun Ö); Ü) 
where 6, is the sum of the areas of the bases of the rows. 
Consider 
7 ’ ’ 
T=e) |Y@tt+n-Y@,d}ae. 
Now, 
Te = 214,9, 2(t, 14) + 3 I |Y@, t+7)— Y(@', d)}da’] 


et 2, 2 
nn. np Kr ; \ 5 (2) 
m Zete) rardaz, || <1. 
n=1l Au 
Let 2(x,x,) stand for the greatest of the values of the fluctuation of 
Y (@', t) in intervals, of length A,, taken anywhere within the interval (#,,%,); 


further, let d, represent Ion} where d, evidently depends on A, the position 


of Z in the plane containing it, and the size and shape of the periphery of L. 
Then, noting that 
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X, —- X.,=4, 
and 


X. — 2 ZA—<— eo 
it is easily seen from (1) and (2) that 
T 
H.je = pa-a)lf |Y@,t+)—- Y@', 1)}dn’ — 242,9,8 (, t+0)] 
4 


im 20, (®, was %,) 2 (%,, %,) 
+0,02) t+9, 8,1, ul <1. 


Let d, be the greatest value that |d,| can have whatever be the position 
of L in the plane containing it. Then, neglecting 


DE, (&,, &, 1, 647, d,) = 6pca, Alt, t +) + pe, a) (+2) At, +7) +38 m, 2), 
the quantity of heat H absorbed by the cylinder is equal to 


%g 
pef Ya, t+7)— Ya’, \da”, 
7 


whatever be the position of Z in the plane containing it. (II) 
30. Let E,(d,), E,(d,) be the greatest values of 


E,(&,4,t+7,d,), B,(@,%, tb, t+7,d,) 


respectively, whatever &,, x,,t, t+r may be; further, let E(d) stand for the 
greater of the two quantities E,(d,), E,(d,), d being the greater of the two 
quantities d,,d,. Also let IZ, IL, W, and W stand for the greatest values of 
P,(&,t,t+r), P,(@,t,t+r), Rlt,t+r), and 2(x,%,), respectively, whatever 
%, %, t,t+r may be. 

Now, it has been tacitly assumed in the last two artieles that not only 
are Y’(x,t) and Y”(«,t) existent and, together with Y(z, t), integrable in # but 
also /Z, II, are finite. These conditions are therefore necessary though not 
sufficient. For, it is evidently necessary that E(d) be not only finite but also 
negligible; for the sake of clearness, I will call £(d) negligible when E(d)/g is 
less than, say, 10°”, where g stands for 


K|f Y@,0)de|. 
—ıT 


Therefore, in order that a suitable approximation to the quantity of heat 
which flows across a unit area, or to the quantity of heat absorbed by any 
eylinder standing on a unit area, be at all possible, it is necessary that the 
periphery of the area be of such size and shape that 


are TE. 
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2 
quantities of heat can be approximated to, since d is unity. 

It should be noted that Y(x, t) need not satisfy any conditions other than 
those indicated above and the approximate conditions of the phenomenon, ex- 
pressed in terms of Y(z, t), which I will give in the next article. For example, 
Y(x, t) need not be differentiable with respect to t. 

31. The result as regards the translation of the actual conditions of the 
phenomenon into approzximate conditions, expressed in terms of Y(x, {), may be 
stated now. 

The fürst of the three actual conditions of the phenomenon is that the prin- 
ciple of the conservation of energy be satisfied. In other words, the first con- 
dition is that the quantity of heat which flows into any closed surface S in any 
interval be equal to the quantity of heat absorbed by the enclosed solid in the 
same interval. Now this condition, in all its generality, cannot be approximated 
to. For example, when $ is such that the greatest length, parallel to the axis 
of x, taken inside it is less than A,, or, the greatest length, in even one direction 
perpendicular to the axis of x, is less than A, then the fact of the conservation 
of the energy inside $ cannot be approximated to; on the other hand, when $5 
is not reentrant and is, further, such that the greatest length, in any direction, 
taken inside it exceeds, say, unity, then an approximation to the fact of the 
conservation of the energy inside S can be obtained, the degree of the approxi- 
mation depending on the size and shape of 8. 

The fact of the conservation of the energy inside any circular eylinder 0, 
with its axis parallel to the axis of « and its faces, of unit area, = «, 
x = x, +1, is expressed by the equation 


For example, when the area is a rectangle ir neither of the two 


„6 A 
u Y'(&,+1, dt! —kKf Y' (a, !)dt' 
0 


= re, Ya, O}de +30, m, |9,|<1, (1) 
_a<a,<xz-l1l, 


where E stands for E(d), d being the value of d for a circle, and it follows, 
from Art. 28, that (k, k') equals 1 or (k,, kl) according as (x,, z,+1) lies or does 
not lie in the interval - +24, m—24,), 0=(k,k)=1. 


t 
Let & stand for the greatest value of X If Y’(x,t’)dt’|, t having any value 
0 


and & lying outside the interval (-#=+24,, x—24,). Then, if (z,, &,-+1) does 
not lie in this interval, the left side of (1) equals 


t 
Ef {YT@+l,N)-Y@,}ar+0,e. 1,11. 
0 
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Therefore (1) becomes 
A tl 
KSIY(@+1,)-Y(a,i)}a—e) |Y@,d-L@,0)}du+0,@E+e), 8 
0 X 


I ne ee 


Therefore, supposing the units to be so chosen that = = 1, the equation 


“+1 


t 
S!vr@+1,N)-Y@d)a =f I|Ya,y-Y@,O)de, (A) 


) x 


 a<an, <ı-l, 
is an approximation to the fact of the conservation of the energy inside any O, 
(884 &) being neglected. 


Now, from the conservation of the energy inside any OÖ of course follows 
the conservation of the energy inside any closed surface S; but a little reflec- 
tion shews that the possibility of an approximation to the former does not 
necessarily involve the possibility of an approximation to the latter. With this 
understanding (A,) may be regarded as the first approximate condition of the pheno- 
MEnon. 

The second actual condition of the phenomenon is this. T7,(t) is continuous 
in t, or, ıf it has any discontinuities, they are of the second kind; further, if 
i, is a point of discontinuity, 7,(t,) is contained in the aggregate of values 
assumed by 7,() as t approaches £,, 

Now 

T,() Sr Y(& 2) FR DICH, an A, 8), [6,.| al 


0,8 


Let e stand for the greatest of the values of the fluctuation of Y(z,t) in 
the intervals (x,,—A, %,,+4) whatever may be. Then, if it, be any two 
values of 1, 


TA) Tl) = Ya, ot dh 2) Ya, + dh +00, 
KR == 15 alt 


Therefore, if 7,(£) be replaced by Y(x,t) in the above statement of the 
actual condition, an approximation, (B,), to it is obtained, e being neglected; 
here x, stands for any x lying in the interval (x,,—4, &, +). 

The third actual condition of the phenomenon is the impermeability to heat 
of the faces of the slab. In other words, the third condition is that the quantity 
of heat which flows across any area 6, situated on any face of the slab, in any 
interval (0, {) be nil. Therefore, making use of the fact of the conservation of 
the energy inside any closed surface, it is easily seen that the third condition 
is equivalent to 
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im 0,629) = 0, 
+0 


= —r 
km 02(8.2,0, —.:0: ®) 
= nr—0 


where Q,(6, x, t) is the quantity of heat which flows across any area 6, placed 
parallel to the faces and distant © from the origin, in the interval (0, it). Now, 
as has been already indicated in Art. 30, @,(6) cannot be approximated to for 
every area 6. Therefore the third condition, in all its generality, cannot be 
approximated to. 

The equations 


& 
im If YanNar) = 0, 
z=—n-+0 0 
t (G,) 
lim EN Y’(a,0)dt) = 0, 
z=n—0 0 
are equivalent to (3) when 6 is restrieted to be circular and of unit area, the 
quantity neglected being —B Thus, (C,) is an approximation to the fact that 
the quantity of heat which flows across any circle of unit area, situated any- 
where on any face of the slab, is nil. Now from this fact, of course, follows 
the fact that the quantity of heat which flows across any area 6, situated on 
any face of the slab, is nil; but it is seen without difficulty that the possi- 
bility of an approximation to the former does not necessarily involve the possi- 
bility of an approximation to the latter. With this understanding, (C,) may be 
regarded as the third approximate condition of the phenomenon. 


Auxiliary!) Functions of Fourier’s Type. 


32. Let the initial auxiliary function Y(x, 0) be f(x), a finite, integrable, 
and even function of x; further, let f(x), f”(x) not only exist but also be 
finite and continuous. It will be sufficient for the purposes of this essay to 
consider only such functions f(x) in the present theory. I proceed now to find 
what necessary and sufficient conditions f(x) must satisfy in order that the 
auxiliary function at any subsequent time be given by V (x, t) where, as in the 
last part, V(x, t) stands for 


1) It is scarcely necessary to mention that the function Y(«, t) which exactly satisfies (A,), 
(B,), (C,) is not the same as the real auxiliary function. The real auxiliary function satisfies (A,), 
(B,), (C,) only approximately; thus the exact solution of these conditions can be only an approxi- 
mation to the real auxiliary function, and may be called the pro-auxiliary function. However, in 
this and subsequent articles, I will use the briefer name „auxiliary function“ as there is no chance 
of its being confused with the real auxiliary function. 
Abhandlg. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-Phys. Kl. N. F, Band 2,.. B) 
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MR 


—m?t 
Ta, + Da, cos mx e , 
Il 


a, being given by 


IT 
a — 2 | f(a@) cos made. 
Pan) 


Now the conditions (A,), (B,), (C,) for Y(x, £) are practically the same as the 
conditions (A), (B), (C), of the previous part, for T(x, t). Therefore, since f(x) 
is continuous and f'(x) is finite, it is evident from the results of the previous 
part that (A,), (B,), (C,) are satisfied by 


Y@0) = f@) 
Y(z,!) = Va, d). 


There remains, therefore, only one condition to be satisfied; it is that 
3E-+e and e be negligible. This condition is a necessary one; for, otherwise, 
(A,), (B,), (C,) would cease to be approximations to the actual conditions of the 
phenomenon. For the sake of clearness I will call (#3 2-+e) and e negligible 


BE+s 
g 


when and — are each less than 10”, where g has the same meaning as 


in Art. 30 and g, stands for the greatest value of |Y(z, 0)|. 


Superior Limits of E, s, and e. 
33. Consider E. 
Going back to the definitions of E, E, and E given in Art. 30, it is easily 
seen that, for a circular area, 
E,(d)<K 124, I, +(d+4)I1}, 6 
E,(d,) = 6KA,W+2nK \(d+24,)W+3W!. (2) 
Let @ be the greater of the two quantities, G@,, @,, on the right in the 
above; then 


BG. 
Now, 
” „ = —m?t 
Y"@)= IV") = —Dm?a, cos max e . 
1 
Therefore 
[0 >} ER) 2t 
2,(&, ) Zimlan]e Nur: 
af BET e.) 
hence m] 5 m: |a,|e ” "ar, ne at. 
0 1 1 
But 


fir f(e) cos maeda — 


0 Ram 


2 
ae ae Ya" f" («) cos made). 


CONSTITUTION OF MATTER AND ANALYTICAL THEORIES OF HEAT. 35 


Therefore [a, <a + z0) 
where b stands for the greatest value of |b,| whatever m may be, b, being 
2 z 
N f («) cos made. 

Thus 
n< rar ie Zlir@irs). () 
2 PA m? a. a TORM| NT 
IA Al _Nma,, sin mac "®, 
1 


t+7 © 5 
hence f IY’@t)ld'<—N m ae Gr ae 
t f 
and, consequently, P, (x, t,t+T)< > vl 
1 
whatever x, t, {+r may be. 


Therefore m zLel <a lH < 31. IB) 5 (4) 


Ya,t+r)- Yla,t) = Vnt+)-Vla,t) = Da, cos ma je "HN _ mit), 
1 


hence Rt, t+)< Sa, 
1 


whatever Z, {-+r may be. 


[e) 2 
Therefore W= > [e,| = 7 (f mi] . (5) 
Yıle,t) — — > ma, sin ma nt 
— ı OP>Ie 1)” —— BnmE EI E sinmae nn ; 


Ib 
m 


| 


henee |Y'(«, ö) a 
ı 
whatever x, t, {+r may be. 


Now 2(&,, &,) is evidently less than or equal to the product of A, and the 
greatest value of |Y’(x, {)| within the interval (x,, &,). Therefore 


W< 2") GES =. (6) 


m | 


Therefore it follows from the inequalities (3), (4), (5), and (6) that 


< El Ifmi+0) m+1002+40l, @ 
5* 
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a @I+ DB H na 2m) +6r Ka, fie © 


Mm 


Gr 


Therefore @ is less than the right side in (8), for this is evidently greater 
than the right side of (7). 

34. Consider d. Going back to Arts. 23 and 29 it is easily seen that o,, 
p, 6, may be thus defined: 

Consider circles of diameter A to be most closely packed in a plane. Then, 
if a eircle of unit area be placed in any position in the plane it will cover the 
centres of a certain number, N,, of these circles; and for the particular position 


aA” 


or N 7 


Let N be the greatest possible value that N, can have; then 


2 
Di N nn 
If a ceirele of unit area be placed in any position in the plane it will wholly 
cover a certain number, N,, of the circles of diameter A: for the particular 
position 
ch? 


4 


6 — N = . 
It is easily seen from these definitions that pd, the greatest of the values 
that p—o, and p—o, can have, is less than A>< the circumference of the circle 
of unit area. 
Thus, 


pAa<2MaN\n. 
But 1—p is evidently very nearly zero since A is so. 
Therefore 
d<BA\n. (1) 


It need scarcely be mentioned that definitions, exactly similar to those given 
above, hold for the general case when L is of any shape; also it is evident that 


pd< Al, 
where / is the periphery of L. 
35. Suppose that A, <10”A. Now it has already been supposed in Art. 
25 that 


A and, „=ul0rF, 


»|w 


whence 
A <= 27.210 AR, 
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Therefore, using (1) of the last article, it follows from the end of Art. 33 
that 


GR BH@IH0+S > IP. |. 


M 


Thus 


B< a, {af @lr 2 Se]. um 
1 
86. Consider e. 
J (x, t) -/[' Yo laaı)d — > sinma|e Mn, 
n 


hence J'(x,!) = S a, cosma{e "t_1) 
1 


and, consequently, |J'(«,)| = > le,,;], 
a 


whatever « and ? may be. Let J, stand for the greatest value that |J’ (x, i)] 
can have, whatever x and ? may be. 
Then 


<Ilal< I +2}. a) 


Now K|J(z,t)| is evidently less than 2KA,J,, if z does not lie in the 
interval (- m +24, m — 24). 


Therefore 
Kr’ als, 
<a aHl- (W) 
It at once follows, from the procedure in the case of W in Art. 33, that 
& [b 
e< UIOE>> all. (V) 


Sufficient and quasi-necessary conditions for f(x). 
87. It follows from (II) and (IV) that 
3 = } (d) 


2 ‚7 
Now, let f stand for =| 1 f(«') dx’ |. Then it is evident, from the definitions 
0 


3E+2<KA, ja if 


of g and g,, that 
— 2Knf, 
>T. 
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Therefore it follows from (1) and (V) that 


3 4A 1 > D\ 
lee) ö 
21 I 2 b, 
ae ED u . 


But it follows, from the suppositions in the beginning of Art. 35, that 
2 — Dun lOnsA.: 


Therefore the right side of (2) is greater than the right side of (3). 
Thus, in order that 
— — 10°, 


an 102; 
91 

it is sufficient that 

SELUCIELU EEE 

anf 


Im 


—ı10r 


The final result, regarding the condition to be satisfied by f(x), may now 
be thus stated: 
If it be supposed that 
A 105, 
= 1077, 
and 
,Z-—, 
s 
then, in order that the approximate conditions of the phenomenon be satisfied, 
it is sufficient that 


zur ar mi+60+2% u be negligible, i. e. —, say, 10°. 8) 
anf m 
38. By a quasi-necessary condition I mean a sufficient condition which, 
though itself not necessary, is similar to the condition which is both sufficient 
and necessary. Thus the condition (®,) is a quasi-necessary one. 

If G, stand for the greater of the two quantities 


3E+e and —, 


9 9, 
then 


G, = 102 
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may be regarded as the sufficient and necessary condition. In reality it is 
only a quasi-necessary condition but less restrietive than (9). To see this 
point let us go back to Arts. 23 and 29. Now, making use of the result (1) 
of Art. 34, it is easily seen that (I) holds even when the quantity neglected 
is smaller than pE,(@,t,t+rT,d,). In fact E,(x,t,t+r,d,) may be replaced 
by, say, 

kK134,P,(@,t,t+7)+(d, +34) Pa, t+m)}. 


Also, it is evident that, in Art. 29, E,(@,,®,t,t-++r,d,) may be replaced by 
a smaller quantity in which, for example, a) (£,t-+r) takes the 


place of c(x,— x) 24,2 (t,t-+r), 2, being less than 2. 

It may be mentioned here that, in the light of these remarks, the sense 
in which the word „necessary“ is used in the beginning of Art. 380 and in 
Art. 32 is easily understood. 

The really sufficient and necessary condition can be obtained in terms of 
A, and f(x) provided that definite suppositions be made relating to the ex- 
pression of A,, s, and A in terms of A,; for example, it may be supposed that 


10,31, 


»|w > 


— A, 


and 
A 920,2: 

But, in the face of the fact that the sufficient and necessary condition 
rests on suppositions which are of a purely tentative character and any change 
in which may at once degrade it into a quasi-necessary condition, it is evident 
that, for the purposes of this essay, a quasi-necessary condition is quite suffi- 
cient. In fact, in a professedly inexact theory like the present one, the im- 
portant thing is the nature of the restriction imposed on f(x). And, as (#,) 
clearly shows, this is purely arithmetical. 


Ilustrative Examples. 


39. The following simple examples suffice to illustrate the salient features 
of the theory: 


(i) Suppose that A, = 10°4,, ee — 
Let Y(&,0) = f(«) = «°. Then the left side of (®,) is equal to 


2 a 169 
Pre län 


and A = 3710? > 2. 


1, < 1344. 


Now, if H stand for the total quantity of heat in any right circular cy- 
linder with its bases of unit area, on the faces of the slab, it follows from 
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(II) that 
H= P(9+9,E), (9,11, 
the part of H due to the temperature f being assumed to be exactly pg. 
Therefore it is easily seen that 


pr(@E-+e) 1344, 
m 


Therefore the ratio of p(3E-+e), the greatest quantity of heat, to be ne- 
glected, to H as well as the ratio of e, the greatest difference of temperature, 
to be neglected, to g, is less than 41 ><10” or 14 ><10° according as A is 
taken equal to 3" ><10” or 3"><10°, respectively. And, to this degree of 
approximation, the solution of the problem is furnished by the auxiliary function 
V (x, t). In other words, the initial temperatures, 7,(0), Z,(0),... Z,(0), of the as- 
semblages being given equal to (X, ,)”, (%,,),- -- (2,.), respeetively, their subsequent 
temperatures;,..7, (8), 1.) +... 2,0), are given by. V(& „0,17 .d ... Va.) 
respectively, to the degree of approximation indicated above. 


(i) Suppose that A, = 10°A,, = a and A — 97. ><:107° <A, et 


2 
z ’ 
RA" cos(c") 


Y(&, 0) ze: f(&) yes « De Zn ’ 


c 


where a is a positive constant less than 1, c is an odd integer, and «> nz 
f"'(x) is Weierstrass’s function. Then the left side of (9,) is equal to 


3, 


nn 38m HT oa 3 4 86 + 0704 el 
5(c—a) 
= Tat 


p(8E-+e) 
H 


Therefore as well as - is less than 6 > 10° or 2>< 10” accord- 


ing as A is taken equal to 3" 107 or 3"><10°, respeetively. And, to this 
degree of approximation, the solution of the problem is furnished by the aux- 
iliary function V (x, d). 


(üi) Suppose that A, —= 10” A,, 2 zul = = and A = 3">x<10”>A. Letr 
5 — 


1 ı 
be even; and, further, let the x-coordinates, 2,0 2 --- 2,0, of the initial po- 
sitions of the centres of the assemblages be given by the zeroes of cos (c®) 


where c stands for the odd number nearest to m. u being equal to, say, 


8 >< 102 ><2.. 5 Thus 
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Now, let f(x) and V,(x,t) stand for the auxiliary functions Y(x,0) and 


Y(x,t) of (i). Then, with the same initial temperatures as in (i), any function 
of the form 

"— 0a Ccos(c!T. 

op] 


may be taken as the initial auxiliary function, d being any constant whatever. 
And the solution of the problem is furnished by V, (z,t), whatever d may be, the 
degree of the approximation, however, depending on d. Thus, when 0<[d|<1, 
on as well as — is less than 6><10” or 2>x<10” according as A is 
taken equal to 3" 10” or 3 10°, respectively. 


2 _ 
(iv) Suppose that A, = 10”A,, = <= <——, and! = 3"x<10”’xAr. 
5 


s—1’ 
Let Y(&,0) = f(@) = x”, n>1. Then the left side of (®,) is less than 


A, x Du 7 2n (2n+1)A, a 
En 1431 +" m) (67 2 ni) rt 14541800} 
<3n(n+1)(an+1)A.. 


dn(n+1)(2n-+1)A, 
I—-n(n+1)2n+1)A, 


(3 E-+e) 
H 


Therefore / as well as a is less than 


9 
long as — >n(n+1)(2n-+1). 
The following table shows elearly how rapidly the error may increase as 


n increases, i.e., as the change of initial temperature from one assemblage to 
another increases: 


si Superior limit Superior limit of error. 
of error. 

A 32. 10222) — 85 > 1022,92 10. 
1 181,/1—64, 6102 2210? 2=< 10.2 
1.25 304, /1—104, 103 x<10° 34x 10° 34 >x< 10” 
1.5 454,/1—154, io 105 5.10, 5>x<10* 
1.75 6641,/1— 224, 23x10” 4 107 1.><. 107° 
2 9041,/1— 304, 324 x<10° 94, x<10° 94x10” 
3 2524,/1— 844, greater than 1 28.<.107 3>x<10° 
4 5404,/1— 1804, 66 > 10” 610” 
5 9904,/1— 3304, greater than 1| 10410” 
il 91084,/1— 30864, greater than 1 


Abhandlg. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-Phys. Kl. N. F. Band. 2,4. 
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(v) Suppose that A, = 104, = 4, and A,—, 5° 10, >< 42. Det %ıbe 


odd; and, further, let the x-coordinates, 2, 2,0 +-- %,0, of the initial positions 
of the centres of the assemblages be given by the zeroes of (7) +tan =) 


where « stands for the sub-multiple of m nearest to, say, -75>x<10”><A. Thus 


| = 0; 
A 
2 
u 
Dr Sa, 
=. Pr A 
U Ka! 
Lese] = — x" — 
Zu go 7 4q ie 2 0 


x® standing for the gth positive root of «+ tan x = 0. Now, let the initial 
auxiliary function Y(x,0) = 1+xsın >) Then, the left side of (®,) is greater 


21m” A 

than — I — 
u (a + 2u) 

give any approximation to the solution of the problem, ever so erude. 


>8<10°. Therefore, however small A be, the theory fails to 


Criticism of Fourier’s Theory. 


40. Comparing Fourier’s theory with the theories expounded in the pre- 
ceding pages, it is readily seen to be a continuous one. I will conclude this 
part with a brief eritieism of Fourier’s theory pointing out its limited scope. 

Starting with the same conditions of the phenomenon as in the preceding 
part and with — essentially — the same hypotheses as («) and (ß), Fourier’s 
theory!) gives the following analytical expressions of the conditions of the phe- 


nomenon: 
2 


ö 2 5 

77 Tue.) — EpR T(&, 2), (A) 

T (x, t) is continuous in f, and (B) 
Ta)=09, Temy)=0. (©) 


It should be noted that these conditions are required by Fourier’s theory 

to hold for O=t, -a=x=<r; also, in order that they have any meaning, it 
2 

is necessary and sufficient that ER, fi) and na i) exist and be finite. 


Therefore (B) is involved in the statement of (A). 


}) „Theorie Analytique de la Chaleur“, Chapter II. See specially Arts. 117 and 120. 
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I proceed to investigate what further conditions 7(x, t) must satisfy in 
order that (A) and (C) follow from (A) and (C). 


41. It follows from (A) that 


zz, t+r 
JS IT@,t+r)— Tl‘, t))ar' = IT’ (+2, )-T'e-2,)\di, () 
2 — 2 


TUE DIT, 
-1<ı <a, 
= 07 0: 
Now the first integrand in (1) is continuous in «', and the second integrand 


is continuous in 2’; therefore (1) becomes 


Near 92, Er) EL, N) Te +2, td) - Te, t+0,0 
T or 2% 


q 
l.e., 
2 


ö 
) nn 
Iar Ze+ta,n),_,, le 


where the #’s are functions 2,2, % 7 such, that. 0=.(9 ,|9,)<1,0<,,9,)<1. 


Terttom,_,,, N 


Therefore , a ; 7@ ) and Tl, {) be continuous at (x, f), (1) becomes 


(6) [ci 
where 2 can be made as small as we ee by Chogeng %, t sufficiently small. 
Therefore (A) follows from (A) if — ‚ Ti f) 


(2, 2). Yi 
It follows from (C) that 


T(&,t) be continuous at 


lim I, Dia.) di —0, t>0,1=0, 


and 
t+r 
im Bl Ti@tyae 20 #070 (5) 
2=—na+0't 
Now T’(z,t') is continuous in t'. Therefore (5) becomes 
im T(@t+Ht)=0, 
2 —=n—0 


and 


6* 
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b, being a positive fraction dependent on @,t,r. But T’'(z,t) is continuous at 
(x,t). Therefore (C) follows from (C). 


42. Consider the solutions of Fourier’s type, viz., 
T(a,t) = V(a,b), 


72,0 flo) 


Else ; Ö y y 
When ?{>0, it is evident that Er VY(x,t) and V'(x,t) are continuous at 


(x,t). The important case is that of £—= 0; and it should be noted that, im 
order that (A), (B), (C) have any meaning, it is necessary and sufficient that 


far Kl, H$ and f"(x) exist and be finite. 
=0 
Now, proceeding as in Art. 20, it is easily seen that, if /"(x) be continuous 


and f'(z), f'(—-r) be zero, 


un — Va, De m A Da): 


But, since lim 2, V(x,t) exists, it must equal (ar V(&; nl. . Therefore 
20.08 [6]; = 


En V(x,t) and F"(z,t) are continuous at (x,£) whether t>or =. 


Therefore, in order that (A), (B) and (C) have meaning and necessarily 
follow from (A), (B) and (C), it is necessary that f(x) exist and be finite; 
and it is suffieient that f''(x) be finite and continuous, and f'(r), f (—-r) 
be zero. 


Ilustrative Examples. 


43. The following simple examples suffice to illustrate the salient features 
of the eritieism of Fourier’s theory: 


() Let 7,0) = f(x) -— 2”; n>|1, Then f(x) as’ well’as f(x) and Aue) 


are finite and continuous. But, as t approaches zero, — V(z,t) and — V-n,t) 


2n—1 
behave as — ann 0: Therefore er Vz, DR and 57 Van, DR are infinite, 
Vmt ot = 
and, N Be is meaningless when <= rn or —n. 
(ü) "Let 7&0) = fo) =r, 0 z2 =, Bhen f(x) does not existmak 
x. = 0-=also; 
0) A) 1 
— V (9,8 — lim — V(0,t hi — Ch 
IE N 5, an 0 Me Er NVeT Vrt Re 
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Again 
Ir Be N 5 Yin, = mar Bon Bin RE 
Therefore (A) is meaningless when x = 0, z or —m, 
(ü) Let 7(2,0) = f(@ - fl f(a)da,0 <a<x, f,() being the f(x) in 
(ü) of Art. 24. Then f Sn is fnite and continuous., At any irrational point 
or rational point, BT with odd denominator, f,(&) = f'(x) and is finite and 


continuous; further, at any rational point, f3(2) exists and is finite. 


At any rational point, Pr with even denominator 


3% 


n s D 2 n— Rn 
f(<+0)—-f'(«-0) = -—— , D standing for » An+iy' 


wei 


Now, proceeding as in Art. 20, it is easily seen that, as ? approaches zero, 


[6 
a V(x,t) behaves as 
1 ps 
= Mi(@,2.,0N (dr), (er, 
0 


2 1 g; I I I Ü I 
1. e., as N M'(z, «' +0) («') d«. 


ı[ 9 ! Au vs n er RN ar, . 
wa lrareeolertiü-e)c 
° l BU ' Be BIONBLEHE Er all Su —_ 2 

ne Im 7 En x +0) — Hf (5 +0) f er 0) Zus 

Therefore 
\ 0) v —D 
— V — lim — VI—,t\= lim ——— = -o 
ia (Be: JR m 0 er ) i=+0 Qu nt 


Therefore (A) is meaningless, when x is any rational point, 3 not only 


Now 


because f” (x) is non-existent but also because (3 Vz, n is infinite. 
t=0 


(mr Let 72,0): fa) — f dx J 005 |! e ‚))de Then f(x) as well as f’(«) 
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is finite and continuous; f''(@) = cos (a) when x is different from zero, 


and is non-existent at = = (0. 
Ö 
Now it is easily seen that, as £ approaches zero, SF V(0,t) behaves as 


a? 


1 6 u 
eh finlzn)e 41 da'. 


And, therefore, it follows, from Case I of Art. 21, that lim © V(0,1) does 
i=-+0 
not exist. 


Therefore, excepting = and —#, the only point where any discrepancy 
occurs is © = 0. Here not only is f''(x) non-existent and discontinuous but 


also ” V(0,t) makes an infinite number of finite oscillations as ? approaches zero. 


(v) Let T@,0) = f(x) = f da in f„(a)dx, f,(®) being the f(a) in (ii) of 


Art. 24. Then f(x) as well as r7 (x) is finite and continuous. At every point 
of the everywhere dense aggregate G,,f''(x) is non-existent and has a discon- 


tinuity of the second kind; at all other points f,(x) = f"(x) and is finite and 
continuous. 


Therefore at any point of @,,(A) is meaningless. Here not only is f"(«) 


non-existent and discontinuous but also + VY(xz,t) makes an infinite number of 


finite oscillations as ?Z approaches zero. 

(v3) Bet 772,024) — os |i (= ra) de, 0o=Sx2=x. Then f(x) is finite 
and continuous. At x = 0, f'(x) is non-existent and has a discontinuity of the 
second kind; at all other points f'(x) as well as f"(x) exists and is finite and 


continuous. 


Now, it is easily seen that, as 2 approaches zero, > V(0,t) behaves as 


x'2 
an u cos 11 ! BE 
mt ar Ä 


And, therefore, it follows from Art. 17 that Ir V(0, 0! +]. 


Therefore, excepting x and —z, the only point where any discrepaney occurs 


is <= 0. Here not only is f”(&) non-existent but also - v (0,0 #>1. 
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(wi) Let 7,0) = f@) = L 7 (x) de, Oo<x<n, Then f(x) is finite and 


continuous. At every point of @,,f'(z) is non-existent and has a discontinuity 
of the second kind. At all other points f,(x) = f' (x) and is finite and continuous; 
further, f}(x) exists and is finite at every point of @,. 

Now it is easily seen that n V (o, 2 exists and is fmite. Therefore 


i=0 


at any point of @,, f"(«) is non-existent but = V.(, n) exists and is finite. 
i=0 
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Part ILTI. 


Improperly Continuous Theory’). 


Notation of Improperly Continuous Analysis. 


44. By an improperly continuous analysis I mean an analysis in which, at 
least, one independent variable has for its domain an everywhere dense but enu- 
merable aggregate; it is thus distinguished from continuous analysis in which 
every independent variable has for its domain a continuum. I proceed to specify 
a system of notation which it will be convenient to adopt. 

I will use the Greek letter & for a variable of which the domain is an 
everywhere dense but enumerable aggregate. The notation relating to limit, 
infinital relations, derivation, or integration is precisely the same in improperly 
continuous as in continuous analysis. 

Thus, 9(8&) being a function of &, and &,, a particular value of &, De (8) 

=5F+0 


means the limit to which p(8) approaches as & approaches &, from the right side; 
and lim 9„(£) has a similar significance. Also, if &8+58’ be any value of & in 


0 


the right neighbourhood of &,, 


Pat) - PL) 
&’ 


9'(&,+0) — lim 
= +0 


1) In working out this theory I have received great help from 

Brod&n’s „Functionentheoretische Bemerkungen und Sätze,“ Acta Univ. Lund, Bd. S; and 

Karl Pearson’s „Grammar of Science, 2nd edition,“ specially Chapter VII. 
I am also considerably indebted to the following publications: 

Larmor’s „Address to the Mathematical and Physical Section of the British Association, 
1900“ (Nature, Vol. 62), pp. 451—55. 

Poincar®s „Relations entre la Physique Experimentale et la Physique Mathematique“ 
(Rapports presentes au Congres International de Physique, Paris 1900). 

Weierstrass’s „Ueber die analytische Darstellbarkeit sogenannter willkürlicher Functionen 
einer reellen Veränderlichen“ (Sitzungsberichte der kgl. preussischen Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin, 1885, pp. 683—89 and 7389—805; Math. Werke, Bd. III, pp. 1—37). 
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the first derivative, on the right, of p(&) at &; and 9’(&,—0), the derivative 
on the left, is similarly defined. When 9’(&,-+0) and @’(&,—0) are equal, their 
common value, the first differential coefficient of p(&) at &,, is represented by 


Er El... 


Let & be the continuous variable which has for its domain the continuum 
in which the domain of & lies; also let x, x, be any two values of x, z, being 


X 
greater than z,. Then I will call o (&)d& the integral of p(&) between the 
%, 
limits x, and &,. For the sake of clearness I proceed to state the exact meaning 
of this symbol. 
Divide the interval (x,, &,) into n partial intervals d,, 6, ...d,... 6. Let 
L, and !, be respectively the upper and lower limits of p(&£) in the interval 6; 


also let $, and S, stand for 6,!, and 6,L, respectively. Then, if $, and S, 
1 1 
converge to one and the same limit when » approaches infinity and d, approaches 


EC 

zero, this limit is the quantity represented by fi o (&)dE; and @(E) is said to 
2 

be integrable in the interval (z,, %,). 

It should be noted that, contrary to what holds true in continuous analysis, 
the continuity of p(&) at every point in the domain of & does not involve its 
uniform continuity in that domain. I will call p(&) a continuous function of & 
when it is uniformly continuous in the domain of & Thus, when p(&) is a con- 
tinuous function of & it is integrable. More generally, if there exists a function 
f(&), integrable in x and, further, such that f(&) = p(&), then p(&) is integrable. 
For the sake of brevity I will call f(x) an associate function to p(&). It should 
be noted that if |/’(@)} exists it equals ’(E). 


x—5$ 


Formulation of an Improperly continuous theory of solids. 


-45. By an ether theory of matter is understood a theory which, while 
looking upon ether as a continuous medium endowed with perfect fluidity, re- 
gards matter as ether in motion!). If, therefore, an ether theory be thorough- 
going, 1. e., if it does not stop short at certain finite bodies, called atoms or 
molecules, simply regarding them as ethereal structures whose internal constitu- 
tion is inscrutable 2), but professes to know all about the internal constitution 
of any material body however small; then it is possible to exactly describe the 


1) See the article „Matter as Non-Matter in Motion“ in Pearson’s book, Chapter VI. 

2) C£. Larmor, 1. c. p. 455. It should be noted that those ether theories of matter which 
are not thoroush-going — for example, the vortex-atom theory of Lord Kelvin and the theories of 
H. A. Lorentz, Wiechert, and Larmor — belong to the type discussed in Part II. 
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phenomenon of the linear conduction of heat in the slab in terms of particular 
types of ethereal motion. 

Postulating, as in the preceding parts, that the state of things is the same 
at points equidistant from the central plane of the slab, I propose to show, in 
the present part, how the phenomenon of the linear conduction of heat may be 
exactly described in terms of a certain function associated with the points of an 
everywhere dense but enumerabie aggregate. I proceed, therefore, to formulate a 
theory of solids which admits of interpretation as an ether theory, and which 
may be regarded as thorough-going for the particular end in view: this theory 
I will call an improperly continuous theory. 

Suppose that with the slab is associated an enumerable aggregate G@, of 
positive numbers, which is everywhere dense in the interval (0, x) and contains 
rc: I will call @ the diseriminating aggregate of the slab. Also, suppose that two 
slabs, s, and s,, ordinarily said to be of different materials, say, copper and 
iron, really differ only in this, that their diseriminating aggregates @, and G, 
are different. [These suppositions may be interpreted as follows: s, as well 
as s, is ether in motion; but, because of the difference, between the two states 
of motion, due solely to the difference between @, and @,, the group of sense- 
impressions, presented by s, and symbolised by X, and «,, its thermal eonductivity 
and thermal capacity, differs so much from the group of sense-impressions, pre- 
sented by s, and similarly symbolised by K, and c,, that the two slabs are ordi- 
narily considered as distinet in kind. To use a crude but effective image, the differ- 
ence between s, and s, may be likened to that between M, and M,, two mu- 
sical instruments, say, open pipes or drums, with different arrangements of nodes 
but otherwise alike. Now, if M, and M, be sounded in the hearing, but out of 
sight, of a savage, it is certain that his impression will lead him to distinguish 
between M, and M, in very much the same way as we ordinarily distinguish 
between s, and s,: just as we find it hard to conceive that there is so much 
common between s, and s, as to make an interchange of thermal conductivities 
and thermal capacities between them possible, so the savage will find it hard 
to conceive how M, and M, may be made to interchange their musical properties.] 

Let & be a variable with the aggregates —G and G as its domain; also, as 
in the first part, let T(«,t) stand for the temperature at time ? at any 
point in the slab whose x-coordinate is «. Now, let C(8, !) be a function of & 
and ?, even in & and connected with 7'(«, %) by the equations 


T rl 
Ian DR — 3. CE, daE, zEZEn-|, 
c—1 (&,) 
l fi an 
Te, — Den) ae t)dE, a—I1Zzxı=m, 


| being a constant dependent on @. I will call O(&, £) the characteristic function 
of the slab: this is the function alluded to above. Also, taking a centimetre as 
the unit of length, I will suppose, for the sake of fixity of ideas, that I< 10”. 
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The problem of the linear conduetion of heat may now be thus formulated: 
Given the initial characteristie function C(8, 0), find the characteristic function 
at any subsequent time. 


Analytical representation of the conditions of the phenomenon. 


46. The following three hypotheses suffice for an analytical representation of 
the conditions of the phenomenon: 

1. The quantity of heat which flows across unit area, placed at & at right 
angles to the axis of x, along this axis in any interval (f, t+r) is equal to 


t-+r 
-Kf 0% rar, 
t 


where (’(&,t’) stands for AG !) and K is a constant, dependent on G and 


05 
called the thermal conductivity of the slab, -a<$<nm. («,) 
il. The quantity of heat which is absorbed by a cylinder, with the axis of 
x as its axis and its faces, of unit area, &= &, &= $, in any interval (f, t+r) 


is equal to 


& 
| 1O@ +), dlde, 


where c is a constant, dependent on @ and called the thermal capacity of 
the slab. (ß,) 
iii. Let s and & represent cylinders, with the axis of x as their common 
axis and their faces passing through &,, x, and &,, &,, respectively, &,, x, and 
&,, & being any pairs of values of x and &. Then, in order that the energy in 
any s be conserved, it is sufficient that the energy in any & be conserved. (,) 


It would be convenient to consider the units so chosen that — — 1. 


47. Thus the principle of the conservation of energy together with the 
supposition of the impermeability of the face, &8= —z, of the slab finds ex- 
pression in the equation 


Sıoe,o 0, 9lar = [e@mar, —a<i<a (A,) 


This is the first and the fundamental condition of the phenomenon. 

The second condition is the following: 

T (x, t) is continuous in ?, or, if it has any discontinuities they are of the 
second kind; further, if {, is a point of discontinuity, 7'(z, £,) is contained in 
the aggregate of values assumed by T(x,t) as t approaches t,,. (B,) 


This is merely the analytical representation of the supposition that when, 
T* 
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with a given x, 7 (x, t) passes from one value to another it assumes all the 
intermediate values. 

The third condition, (C,), is for © (&, 2) what (B,) is for 7(«, t). 

The fourth condition, 

lim 2(& ) = 0, lim 28, t) m 0, (D,) 
= — +0 = 2—0 
expresses the impermeability of the faces, Q(&, f) being the quantity of heat 
which flows across unit area, placed at & at right angles to the axis of x, along 
this axis in the interval (0, ?). 

48. It should be noted that, in the present theory, of the four actual 
conditions of the phenomenon three, viz., those corresponding to (A,), (B,), and 
(D,) are the same as the actual conditions in the preceding theories. The 
addition of a fourth condition has been deemed necessary because of the sub- 
ordination of 7(z,f) to ©(&,f) which is thus the dominating factor in the theory; 
and it should be noted that neither of the conditions (B,), (C,) reed involve 
the other. 

The defirition of temperature, as given by (&,), constitutes the essential 
feature of the theory. And thus, in order that the problem may have meaning, 
it is necessary and sufficient that the initial temperature T(x,0) be not only 
an even and continuous function of x but also possess a characteristie function 
© (8,0). 

It should be noted that C(&,t) need not satisfy any conditions other than 
those necessary to make the conditions (A,), (B,), (C,) and (D,) intelligible and 
these conditions themselves. For example, €’ (&,t) need only be finite and inte- 
grable in f; thus it may not be possible to obtain an interval of time, ever 
so small, in which there are not an infinite number of instants at which 0’ (&, 2) 
is discontinuous in f. Also C’(&,t) may be meaningless for an aggregate of 
values of i, of zero content; in particular C’(&,0) may not exist. 


Characteristic Functions of Fourier’s Type. 


49. Let the initial characteristie function ( (8,0) = g(&) possess an asso- 
ciate f(x) which is a finite, integrable and even function of x; I will find the 
necessary and sufficient conditions, that p(&) must satisfy, in order that the 
characteristic function at any subsequent time be given by x(&,), where 


m?t 


1(&) = : —&+ 32 o,cosmee , 


«, being given by 


. 


fee p(E) cosınd'dE'. 
“0 


It should be noted that y(&,%) is defined only for t>0. 
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50. As in the preceding parts, let V (x, £) stand for 


1 = mt 
9% + D2 a, COS mx e : 


a, being given by 
male f(&') cos ma'dk'. 
To 
Now, since f(x) is an associate to go (£), it follows that «, = a,. Therefore 
VY(x,t) is an associate to x(&,2); and, since V’(x,£) exists, it follows that 
% (& ) = | ae Ne 


Therefore (A,), (B,), (C,) and (D,) may be expressed in terms of V(x, t) 
and in the notation of continuous analysis. Thus (A,) becomes 


8 t 
S ed -Fayjaa = VO); 


and, consequently, it follows non Art. 7 that (A,) is satisfied if for any value 
of n however small, |) V'(«, t') Se is less than a finite quantity P($). 


When 0<r <r-—I, 


ji eHl i ‚c-| ii +1 j ; 
Ta) = 57) ed ne, = a V(a',t)de 
IL— ı— r— 


sin ml Fa t 


“6 + > Im cos mE 
2 m l 


. 1 DE ; 
Now, since a. becomes indefinitely small with Fe} this series is uniformly 
convergent in Z in the interval (0,+©). Therefore 7(x, t) is continuous in & 


when 0o<x<xz-|l. Similarly it is proved that 7(«,t) is continuous in it when 
a—-l<x2=<x. Therefore (B,) is satisfied whatever p(&) may be. 
(C,) is equivalent to the following: 
Lim V(&,t) = p(&) if the Imit exists, or, the limit does not exist, and then p(8) 
i=+0 


is contained in the aggregate of values assumed by V(&, i) as t approaches zero. 
It is easily seen that, if the condition relating to | | V:(%, Ö|, ER A be satisfied, 


t i ., 
- 06 2) -/e &t)d = N Pa) dt = Sa (e a), 


“o 


_z<i<n. 


Now this series is uniformly convergent in &. 
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Therefore 
im Q&)= I), im 069-0. 
= —rz-+0 = nr—0 
51. Thus the group of conditions which is necessary and sufficient, in order 
that x(&, t) be the required characteristic function, is the following: 
i. For every value of 8, there exists a finite constant P such that, for 
any value of £ however small, 


117" (a, el is less than PP an <t<a. 


ji. Lim V(&,t0 = go(£&) if the limit exists, or, the limit does not exist, and 
t=+0 


then p(£&) is contained in the aggregate of values assumed by V(&,t) as t ap- 
proaches zero. 


Necessary and sufficient conditions for go (8). 


52. The group of conditions, given in the last artiele, leads, with the help 
of the results given in Arts. 19 and 21, to certain necessary and sufficient 
conditions, for p(&), of an applicability sufficiently extensive for the purposes 
of this essay. I give the simplest and most important of these conditions below. 


i. If p(&) is a continuous function of 8 — and, consequently, its single 
associate, which is continuous in the interval (-,x), is the limital') funetion 
corresponding to it — then, in order that x(&,t) be the characteristie function 


of the problem, it is sufficient that for every value of & within its domain, 
either |D (&, «)|w1 or #D(&, x) v tt cos |» (@))} where » («') a. 
k+v>1. 

ii. If any associate f(x) of p(&) is discontinuous in the interval (- x, ) 
then the condition relating to D(&, x’), given in i, together with one of the 
following conditions is sufficient: 

(a) If lim M(&,«) exists, it is equal to 9 (E). 

“—=-0 


kb) ME&r) —= ME) HM Ex) such that: Im” M, exists and 


’ 


x =-+0 
M, cos | y (x')} where vl), then the condition is that im M, = gi). 
«—=4+0 
(c) M(&, &') v cos Y (x) where u (x) SI a); further, 9 (&) = 0. 


ii. x(&, 8) ceases to be the characteristic function, if at any point &, 
lim M(&, «') exists and is different from 9 (8). 
“—=-+0 

iv. x(&,8) ceases to be the characteristic function, if @(&) possesses an 
associate f(x) which is such that, for every value of & within its domain, 


+ D(&, x) either >1 or a ITE cos 19 (@)} where % («') sl): 


1) This is Broden’s Limitäre Function. 
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Stable, unstable, and inadmissible initial states. 


53. I will call an initial state, 0 (8,0) = g(E), stable or unstable according 
as both the conditions of Art. 51 are satisfied or only the first. An initial 
state @ (8) is considered inadmissible if it is not known that the first condition 
is satisfied. A stable initial state is called non-oscillatory if C (&, t) is continuous, 
12.6, en 65H) = yYp(}); it is called oscillatory if there exists at least one 

=+0 


value of & for which x (8, ?!) makes, within any indefinitely small interval (0, £,), 
an infinite number of finite oscillations about @ (&), i. e., C(E. t) has a discon- 
tinuity of the second kind at {= O and p($) is contained in the aggregate 
of values assumed by x(&, ft) as £ approaches zero. 

A continuous initial state, if admissible, is always stable and non-oseillatory. 
A discontinuous initial state, if admissible, may be stable or unstable, non- 
oscillatory or oscillatory: for example, if it satisfies ii. of the last article it is 
stable; but it is non-oseillatory or oscillatory according as it corresponds to 
one of the two (a), (b), or, for at least one value of 8, to (ce). If an admissible 
initial state corresponds to iii. it is unstable. Remembering the conditions involved 
in the supposition that gp(&) possesses an associate, it is easily seen that an 
unstable initial state can be replaced by a stable one without changing x (&, ?). 

An initial state is inadmissible if it corresponds to iv. For Q(&,£) is 
indeterminate, and, consequently, it is not known whether the principle of the 
conservation of energy, as stated in Art. 3, is satisfied or not. It should be 
noted that this is a case of failure not of mathematical analysis but of the 
hypotheses we started with. 


Approximations to impossible initial states. 


54. Let 7,(x) stand for an even function of x such that there does not 
exist any even function C(£) which can be connected with 7;,(&) by the equations 


fi cHl 
TE) — Io Ca, zer er | 
L— 
1 reg 


Then 7,(x) cannot represent a temperature; and, therefore, an initial state 
in which the temperature is supposed to be 7,(x) must be an impossible one. 
I proceed now to prove the following theorem: 

If T,(x) is a continuous function of x and $ an arbitrarily small but füxed 
quantity, then it is always possible to find an admissible characteristie function © (8, 0) 
such that, for all the points in the interval (l, a—\), the difference between T, (x) 
and T (x, 0) is numerically less than 0. 
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Consider x’” where m is any positive integer; and let C,(&) stand for the 
continuous function given by 
2m 1 


m 
= — ff Ole <xr-ı. 
2 —l HR 
Then it is easily seen that 


hi 0 
where 


u, = Lhr=m 
b, = 2n (2m —1)...(2r+1) ER Basr — m), m 2.208120; 
the B’s being given by the simultaneous equations 
1 B 


Er BE AL mt Le... B b 
(2m +1-—2s)! (2m —1— 28)! 


ea 


s= m-l,m-2,...1,0. 
Similarly, if 


c+Hl_ 
ee oe, 
al cs—l 
where 


vr= Mm, 
I, = (2m +1) 2m... +92 "IB, r— ml m—2,.2, 1,0. 
Now, according to a well-known theorem due to Weierstrass'), it is always 


possible, by taking n sufficiently large, to find a rational and integral polynomial 
P,(«), of degree n, such that 


IZ(@)—- P,@)|<09, 0) <aı <a. 
Therefore, if 


N n—1l n n—l 
a2 rege) 
7: (x) FE >, A, EN ie >, As Da 
the required admissible characteristic funetion is 
n nz n n—l 
re rz=m 3 arlOX, ge Bm 
Ö (8, 0) ur > A, | >> b, En GR > A, | D» b, ER: | N 
0 


1) See Weierstrass’s Memoir, loc. eit. p. 796. 
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55. The following is a simple method of approximation which is applicable 
to an extensive class of continuous functions 7,(«): 

Let 9,(&) be the continuous function of &, to which 7;(x) is the limital 
funetion. "Then two cases arise: the initial characteristie function O(&, 0) — op, (8) 
is either admissible or inadmissible. 

i. When 0(8,0) is admissible — and this is the case, for example, if 
T; (x) exists and is finite —, an approximation may be furnished by 7(x, 0); and 
it is easily seen that 


E@)-L@)=<2, 0=z2.=<z, 


% being the greatest of the values of the fluetuation of T,(x) in intervals, of 
length 21, taken anywhere in the interval (- x, x). Let g, stand for the greatest 


value of |7T,(«)|. Then the method may be said to fail when = is not ne- 
gligible. 

ii. Let 77,(«) stand for P,(&) or P,(—x) according as & is positive or nega- 
tive, respectively; also let @,(&) be the continuous function of & to which IZ, (x) 
is the limital function. Then, when 0 (8,0) = 9,(8) is inadmissible, the function 
T(x, 0), defined by the admissible characteristie funetion 0(8,0) = g,(&), may 
be taken as an approximation to 7;,(x); and it is easily seen that 


|7@,09)-T,(@)|<6+®, 


2 being the greatest of the values of the fluctuation of IZ,(x) in intervals, of 
length 21, taken anywhere in the interval (x, m). Sinee 2-9 <V<R+2, 


the method may be said to fail when = is not negligible. 


i 


Illustrative Examples. 


56. The following simple examples suffice to illustrate the salient features 
of the theory: 
(1). Suppose that the discriminating aggregate @ of the slab is (m, R,), R, 


standing for the aggregate of all the rational numbers an? with odd deno- 
minator, in the interval (0, x). 
Let 
SR DR (n& I 
U > PER s>2, gl) 


then @(£) possesses an associate f(x) = f,(x), 7,(2) standing for the f(x) in (ii) 
of Art. 24. 
At any point &, D(&,2@’)cw1 and, consequently, |V’(z, N, wl. Also 
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f(&) is continuous at & Therefore x(&,t) is the characteristie function of the 
problem and the initial state, 0 (8,0) = 9 (8), is stable and non-oseillatory. 

(ii). Suppose that the discriminating aggregate @ of the slab is (m, R,). 

Let 

> Ww ars N 
== In, sl 8>0 

%W and o„, having the same meanings as in (ii) of Art. 24 and @ being taken to 
be identical with the sub-aggregate represented there by @,; then @(8) possesses 
an associate /(x) = f,(x), f, («) standing for the f(x) in (iii) of Art. 24. 

At any point 8, |V’(z, DR 6 also x(&,£) makes, within any inde- 
finitely small interval (0, {,), an infinite number of oscillations, about p(8), of 


finite amplitude not greater than ern: 


Therefore x(&, £) is the characteristic function of the problem and the initial 
state, 0(&,0) = p($), is stable and oscillatory. 

(ii) Suppose that the diseriminating aggregate @ of the slab is (=, R,). 

Let 

1=@ KU y — Dun 
= -I Th, sel, >, 

'W and ®„, having the same meanings as in (iv) of Art. 24 and G being taken 
to be identical with the sub-aggregate G, = |o,„,!; then p(&) possesses an asso- 
ciate f(x) = f,(@), f,(x) standing for the f(x) in (iv) of Art. 24. 

1(&,t) is the same as in (ü). Since #,(0)>2, p(&) is not contained in the 
aggregate of values assumed by y(&,t) as t approaches zero. Therefore the 


initial state is unstable and, so to speak, runs down instantameousiy to the ini- 
tial state of (ii). 


(iv) Suppose that the diseriminating aggregate @ of the slab is (m, R,), R, 


standing for the aggregate of all the rational numbers = with an integral power 


of 3 as denominator, in the interval (0, x). 


The initial states 


een nor: 


n: ’ 


net ’ 
or) I A 


1 N, 


C(£, 0) == ren) s—1, E>0 


are, respectively, stable and non-oscillatory, stable and oscillatory, and unstable. 
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(v) Suppose that the diseriminating aggregate @ of the slab is (m, R,), R. 
standing for the aggregate of all the rational numbers — with an integral 


power of 49 as denominator, in the interval (0, x). 
Let 
len On) 


C(&, 0) En p(8) ne > st ’ s>2, El) 


1 N 


@,, having the same meaning as in (iii) of Art.24 and @ being taken to be iden- 
tical with the sub-aggregate represented there by G@,. 

The initial state 0(&,0) = g(8) is admissible, stable, and non- oscillatory. 
But, for any slab whose diseriminating aggregate is (m, R,) or (z, R,), 


& "SE 0,,)® 


s+t1 
N, 


C(& 0) = Si , s>2, Sell) 
1 


would be inadmissible. 
(vi). Consider the function x’. There does not exist any even function C(&) 


which can be connected with x* by the equations 


cH+Hl 
2 = Ai cd, 0<a<e-l, 
2l cs—l 


2 

ORT (ed a 

& Ei os z—ISr <a 

Therefore x = T,(&) cannot represent a temperature; and, consequently, 


an initial state in which the temperature is supposed to be «°” must be an im- 
possible one. The initial state defined by C(&,0) = &’ is an approximation to 
T,(&); for, 

le Pa 1 l 


I l 
T(&,0) = — Ede —  —- en = "+ sr <Sı-—| 
al’. | 2a .—ı 3 ’ 


1 & 2 Ba 1 es er 
TEN) rd re 


a—lI<ZSı=<n, 


+2 N)+(c—N) 
3 ’ 


and, consequently, 
| 7(&, 0) — x*] l 102 
4 << ——, 
7 214 T 
whatever x may be. 

(vi) If n be not too large, an approximation to the impossible initial state, 
T,(«) = «®, n>21, 0<Sx<xz, is furnished by the temperature 7(x, 0) defined 
by the admissible characteristie function 0(8&,0) = 8"; and 

[EICH ELSE TEBE TRREN 
ac" B10 3 


whatever x may be. 
g* 
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(va) "CKE,0), — an gives a better approximation to the impossible 
initial state, 7;,(x) = =’, than C(&,0) = E°. For, the temperature 7'(x, 0), de- 
ee En 

Similar approximations to the impossible initial states x*, x°, x, «°, «°, and «’ 
are given by the admissible characteristic functions 


Ey) — E22 H+ 
60) = E -5rE +7 — 310, 
060) = 5, 

06,0, —.P-EE 


10 
CE) = E-ZrlE+ ZUR 


equals ©’ as long as x is in the interval (0, z—|). 


and 
31 
O0, ee 
respectively. 
(ix) Consider the impossible initial state 7,(x) = &singz, | sin gl| >0. 
However large q may be, the temperature 7(x,0) defined by the admissible 
characteristie funetion, 


CE,0) = gi [E sin 06+1(eotal - 7) ost}, 


sin gl 


equals x sin gx as long as x lies in the interval (0,=—l). When x-I<ı=<z, 
I Tao. 2 —) x 10 
ei ) -asingel<(a+) <(g+ e ß 


Now, if g be integral, putting x = # —-n+l, l<zn<23l, 


— [cos gu 


a nsin gl 


|a(l— cos qy) + cos y—leotglsingn!. 


Therefore, when qy = (2n +1), n being integral, 


—| 1 
x Isingl|' 


1 zn 

-|7@0)|> 
Thus,. st 0 — |:sm gl | =, say, =. T(x,0) ceases to be an approximation, to 
T,(2), ever so crude, at any point in the interval (m —1, x), where 


mH+l 
eng, 
q 


x = an-+l- 
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Bor-instance, if I’—= 10° and. qg — 10%) 
— | 2:0) 2, 
when 16=n<=3l. 


Uniqueness of the Solution. 


57. Consider first the continuous theory. I proceed to prove the following 
theorem: 

For a given initial temperature, the problem can. admit of only one solution 
v(z,t) which satisfies, — of course, in addition to (A), (B), and (C), — the 
following conditions : 

oz, ’ is continuous in Z as well as in x and possesses a differential 
coeffiecient v' (x, £). 

ii. There exists an everywhere dense aggregate y — 12} which is the 
same for all possible solutions » and which is, further, such that, for any 
arbitrarily small but fixed quantity 6, it is always possible to find a positive 
quantity r,, different from zero and dependent on v,v and o, for which 


Bier) 2a) so, T<t,, 


whatever x may be. 


iii. There exists an everywhere dense aggregate G — (8 which is the 
same for all possible solutions » and which is, further, such that|}v'(z, t)\ ep 


whatever & and £ may be, p being a finite constant dependent on v. 
It should be noted that v(x,t) is defined only for t>0. 


58. If possible, let there be two solutions, v,(w,2) and v,(x,t), of the 
problem. Then their difference 


v,(,t) —-v,(@,t) = w(@, t) 


is also a solution of the problem, the initial temperature being zero. Therefore, 
it follows from (A) that 


E „ı® o(a,t+r)— ala, t,)} da’ =. o' (2,8) di". (1) 


Now, going back to (ii) of the last article, let r, and z,' be the values of 
t, for v, and v,, respectively. Then it is evident that 


Io&,t,+r)-0o (@,4)| <26,1<r, (2) 


z, standing for the lesser of the two quantities ,,z,'; and, applying (2) to (1), 
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it is easily seen that o’(x,f,) is a continuous function of », whatever v 
may be. 


= x 
Now, let J() stand for f o’(@',t)da'. Then, representing by i, a 


positive quantity such that 1,-+t, belongs to 9, 
— TC _— 
TEE) I) jo*(a',t +1,)— @’(a', t,)} da”. (3) 
— 


Remembering that o'(«',t, + t,)-+o'(z', t,) is continuous in x' and, conse- 
quently, integrable, it follows that, if q(, t,, i,) stands for 
c 


fi la, I, + 1) — o («', 1) dx, 


TU 


Ib +) - I) = Lo@', + toi) a@, it, 


7 


TE IR: ERS 
= jon@, ti) role n)la eıt,A)da. (4) 


But it follows from the impermeability of the faces of the slab that the 
total quantity of heat in it remains unaltered. Therefore 


q(, L,, t,) Im 0; 


and, consequently, (4) becomes 


“= ” a 
J(t, ar t,) vo J (t,) Beh: Te F Io’ (€ t, Ar t,) = o' (x, t,) | q (X, L,, t,) da’. (5) 
emdV) 
Now take {,<r,. Then, whatever x’ may be, 


o'(@',t, +4) = o'(«',t,)+ 266, 
+ EN 
dat, = J alle, a fol (et) ae, ae 
by 


Therefore (5) becomes 


7 


er Dr er vl 10’ («', 1,)\’ da’ + 4nt,0,0 (do, + 26) , (6) 


where o, stands for the greatest value that | ©’ («',t,) | can have and | 6, | <1. 
Now, since ®, is finite, 4z0(30,+26) can be made as small as we please by 


choosing 6 and, consequently, £, sufficiently small. Therefore it follows from 
(6) that 
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lim J(t, + 2) — J (t,) 
b=-+0 t 


1Y 


7T 
— 2) ta'@t) de 
—T 


Therefore ./(f,) never incereases as i, increases. 


Now consider lim J(t,). Using the notation of discontinuous analysis, 
y=4+0 


I)=f oE)&=l@EnıEn)-[ fowi) IE)E 
x=$ 


—— rd — I: 7 


& Eat. a2 
where / (&,t,) stands for Äh o(&,t)d&. But, since the initial temperature is 


_T 

zero, it follows from (A) that, for any arbitrarily small but fixed quantity 6, 

it is always possible to find a positive quantity i, such that 
IGW)I<3&,<% 


whatever & may be. Therefore, according to iii. of Art. 57, it follows from 
(7) that 


Na) Amor =t, 
p standing for the greater of the two quantities p',p'" which are the values 
of » for v,,v,. Therefore lim J(,) = 0. Therefore J(f,)) can never de- 
0 


+ 

crease with the increase of £,, for it can never be negative. Therefore .J (f,) 
remains equal to zero whatever {, may be. But, according to i. of Art.57, J (£,) 
is a continuous function of £,; and J(t) is the limital funetion corresponding to 
it. Therefore J(t) is zero whatever t may be. And, since according to i. of 
Art. 57, o(«,t) is continuous in x, it follows that o»(x,£) is zero whatever x 
and ? may be. Therefore v, (z,t) = v,(z,t) for all values of x and &. 


59. Consider the improperly continuous theory. 1 proceed to prove the 
following theorem : 


For a given initial characteristic function which possesses an associate, the 
problem can admit of only one solution C(&,t) = k(&,t) which satisfies, — of 
course, in addition to (A,), (B,), (C,), and (D,), — the following conditions : 

i. k(&,t) is a continuous function of &, and its single continuous associate, 
viz., the limital function v (x, t), is continuous in £ and possesses a differential 
coefficient v’(«, d). 

il. There exists an everywhere dense aggregate g, — |t,! which is the 
same for all possible solutions k and which is, further, such that, for any 
arbitrarily small but fixed quantity 6, it is always possible to find a positive 
quantity r,, different from zero and dependent on v, k and 6, for which 
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| v (z, i,+T)— ver, t,) | = 6, T <T, 


whatever x may be; also, v’(x, £,) is a continuous function of x. 


iii. There exists an everywhere dense aggregate G, = |&| which is the 
same for all possible solutions k and which is, further, such that | |v’ @,)!„—gI<Pp;, 
whatever & and ? may be, p, being a finite constant dependent on k. 

It should be noted that k($&,t) and, consequently, v(z,t) are defined only 
for. > 0. 

If possible, let there be two solutions k,(&,t) and k,(@&,t); and let v,(z,) 
and v,(x,?t) be the corresponding limital functions. Then, expressing (A,), (C,), 
and (D,) in terms of v(z,t) and in the notation of continuous analysis, it is 
easily seen, by a procedure similar to that of the last article, that v,(«, 2) 
— v,(a, t) for all values of x and !. Therefore k,(&,t) = k,(&, t) for all values 
of E and #. 

In the discontinuous theory, there can be no question as to the uniqueness 
of the solution because the solution is non-existent and, in fact, impossible. 
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Bart IV. 


Summary. 


The Relation of Mathematical Analysis to Physics. 


60. In the present part I propose to discuss briefly the theories expounded 
in the preceding pages. With this end in view, I proceed first to consider the 
nature of the relation of mathematical analysis to physics. Like grammar, 
mathematical analysis helps the physieist to express his thoughts with clearness 
and precision. Its chief characteristic is that it makes use of symbols which 
are not mere counters but represent operations involving complex processes of 
thought. Thus the language of mathematical analysis possesses the desired 
quality of conciseness which is necessary for the proper concentration of attention; 
but the mind fails to grasp its full meaning without considerable effort. 

61. The application of mathematical analysis to physics consists in desceribing 
the results of observation in analytical language; and, of course, in order that the 
description may have any meaning, it is necessary that it be consistent: this is 
the first requisite of the analytical description of a physical phenomenon. The 
second requisite is that the description should be Zrue'); and the third requisite 
is that the description should be so simple that it can be recognised as a true 
one with the least possible expenditure of thought. 


The object of the essay. 


62. The object of this essay is to shew how, in the present state of 
mathematical analysis, it is fully possible to work out analytical theories of 
the linear conduction of heat in a homogeneous solid; each theory being based 
on definite suppositions as to the constitution of the solid, and the description 
furnished by it being, in all the cases that can possibly come under observation, 
not only consistent and the simplest possible but also true. I have thus worked 
out three analytical theories. Of these the first treats the solid as a continuum 
with the same properties in all its points, and is exact; the second postulates 
the existence of molecules but takes no account of their internal constitution, 


1) The sense in which the word „true“ is used here is made fully clear by the example in 
Art. 63. 
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and is therefore essentially inexact; finally, the third is thorough-going and 
exact although it does not regard the solid as a continuum with the same pro- 
perties in all its points. 


The Continuous Theory. 


63. The theory, worked out in Part I, is distinguished from Fourier’s 
theory not only by its wider scope but also by its greater simplieity; for its 
description of the actual conditions of the phenomenon is recognised as a true 
one from the very form of the description: it is therefore the simplest possible 
continuous theory. 

The essential feature of the theory is that, in any particular case, it can 
describe the phenomenon in an infinite number of ways, the initial temperature 
being assumed to be continuous or discontinuous, stable or unstable, non-osciHa- 
tory or oseillatory: and all these descriptions will be consistent and true. The 
precise import of this remark is made elear by the following example: 


Suppose that the result of the observation of the initial temperature of 
the slab is embodied in the statement that 


70) = fo) = +0), d) 

where e represents the greatest possible error of observation and 0<|9(«)| 1. 
Now, let 729), 2,@o, Ted, 2.(@ 2 and 7,@,0 stand Tor the, Mo om 
the first, second, third, fourth and fifth examples of Art. 24, respectively; also 
let 7’ be, numerically, the greatest value that any of the five 7’s can have. 


Then, representing by 7, (x,t) the T(x,t) corresponding to 7(x,0) = x, the 
descriptions embodied in the equations, 


Tat) = TH), 


Ta) -— Tad+ m E@d) 
Ta) = Lead+ Led) 
Ta) — Tl )+ 1.) 


Ta) = L@d+ La) 
and 


Te) = L@d+ Lt) 


are all consistent and true. And, in each of the first two of these descriptions, 
the initial temperature is continuous, stable and non-oseillatory; in the third, 
discontinuous, but stable and non-oscillatory ; in the fourth, discontinuous, stable 


and oscillatory; and in the fifth as well as in the sixth, discontinuous and 
unstable. 
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An important feature of the theory is the distinetion between admissible 
and inadmissible initial states. For example, let 9 (x) = 9,(x) where 7 (x,0) — 0,(&) 
is an inadmissible initial state; further, let Y,(z,f) be the function V (x, t) corre- 
sponding to 0,(2). Also let V; be the greatest value that |V,(x,f)| can have. 
Then the description embodied in the equation 


e 
7 


Dar: _ Vor 


ad, 1>0, 


is inconsistent and, consequently, untrue; although the result of the observation 
of the initial temperature is still truly described by the equation 


22,0) = 2’ +e0,(%). 


The Discontinuous Theory. 


64. The importance of the theory, worked out in Part II., lies in the fact 
that, in all the cases that can possibly come under our observation, it con- 
sistently and truly describes the phenomenon by aid of an old and familiar 
mechanism: it may, therefore, be regarded as the simplest of the type of 
theories which, in their analysis of the constitution of the solid, stop short 
at certain finite entities, called atoms or molecules, simply regarding them as 
structures whose constitution is inscrutable. The essential feature of the theory 
is that its description of the phenomenon is professedly inexact. 


The Improperly Continuous Theory. 


65. The theory, worked out in Part IIl., consistently and truly describes 
the phenomenon in terms of the characteristic funetion. And in width of scope 
it is scarcely inferior to the continuous theory. Thus, in any particular case, 
it can describe the phenomenon in an infinite number of ways, the initial cha- 
racteristic function being assumed to be continuous or discontinuous, stable or 
unstable, oscillatory or non-oseillatory. 

The theory is marked out from the continuous and the discontinuous 
theories by two important features. One is that, although it does not regard 
the solid as a continuum with the same properties in all its points, its de- 
scription of the phenomenon is not only consistent and true but also thorough- 
going and exact. The other feature is that the hypotheses on which it is based 
admit of an interpretation which is not in disagreement with our physical con- 
ceptions. This, of course, cannot be affırmed of the continuous theory; and 
even in the discontinuous theory the hypothesis that conduction is wholly due 
to molecular radiations is questioned by high authorities'). 


1) See Larmor’s Memoir (Phil. Trans. Vol. 190), Art. 11. 
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